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L     Die  veränderlichen  Ordssen  und  die  Functionen. 

Aus  der  elementaren  Arithmetik  ist  hinreichend  hekannt,  dass  zwi- 
schen zwei  gegebenen  Zahlen  beliebig  viel  neue  Zahlen  eingeschaltet 
and  deren  Differenzen  beliebig  klein  gemacht  werden  können;  man 
darf  eich   daher   an  jeder  Stelle  der  Zahlenreihe  eine  Zahl  denken 
oder,  mit  anderen  Worten,  die  ganze  Zahlenreihe  von  —  od  bis  -|-  oo 
ist  als  eine  ununterbrochene  anzuflehen.    Demnach  kann  auch  der 
üebergang  von  irgend  einer  Zahl  a  zu  einer  anderen  h  ohne  Unter- 
brechung ^  d.  h.  so  erfolgen,  dass  alle  zwischen  a  und  b  denkbaren 
Zahlen   getroffen   worden   sind;   ein  solcher  Uebergang  heisst   ein 
stetiger  (continuirlicher)  und  läset  sich  passend  mit  dem  Durch- 
'    laufen  einer  geraden  Linie  ab  vergleichen,  weil  bei  dieser  Bewegung 
eben&Us  alle  zwischen  a  und  b  liegenden  Punkte  der  Oeraden  ge- 
troffen werden.      Zufolge  dieser  Bemerkungen  ist  es  möglich,  sich 
eine  veränderliche  Zahl  x  vorzustellen,  welche  erst  den  Werth  a  be- 
sass  und  nachher  durch  stetigen  Uebergang  den  Werth  b  erhielt  > 
eine  solche  Zahl  heisst  eine  continuirliche  Yariabele  und  wird 
gewöhnlich  durch  einen  der  letzten  Buchstaben  des  Alphabetes  be- 
zeichnet.   Zahlen  dag^^en,  denen  man  den  Charakter  stetiger  Aende- 
rung  nicht  beilegen  will  und  welche  daher  als  relativ  unveränderlich 
gelten  sollen,  nennt  man  Gonstanten  und  bezeichnet  sie  mit  den 
ersten  Buchstaben  des  Alphabetes. 

SchlOnilch,  Analyeit.  1 
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Sind  zwei  veränderliche  Zahlen  x  und  y  durch  eine  Gleichung 
yerhunden,  welche  auf  der  einen  Seite  y  allein  enthält,  wie  z.  B. 

(x  —  a)2 
1)  V  =  ^ — — , 

so  entspricht  jedem  willkührlich  angenommenen  Werthe  des  x  ein 
aus  der  Gleichung  selbst  folgender  Werth  des  ^,  welcher  eben  dess- 
halb  nicht  willkührlich  ist;  in  diesem  Falle  heisst  x  die  unabhän- 
£»^g®9  y  ^^  abhängige  Yariabele,  und  um  anzudeuten,  dass  es  x 
ist,  wovon  y  abhängt,  nennt  man  y  eine  Function  von  x.  Man  be- 
zeichnet diess  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =  F(x)  oder  y  =f(x),  y  zn  q>(x)  u.  dgl., 
womit  also  nichts  weiter  gesagt  sein  soll,  als  dass  jedem  Werthe  des 
X  ein  bestimmter  Werth  von  y  zugehört,  gleichgültig,  wo  letzterer 
hergekommen  ist. 

Wenn  femer  drei  veränderliche  Z^len  x^  y^  e  durch  eine  Glei- 
chung verbunden  sind,  die  auf  der  einen  Seite  z  allein  enthält,  wie 
z.  B. 

so  hängen  die  verschiedenen  Wesihe  des  z  gleichzeitig  von  denen  des 
X  und  des  y  ab;  dann  heisst  z  eine  Function  der  beiden  unabhängi- 
gen Yariabelen  x  und  y  und  wird  im  Allgemeinen  bezeichnet  durch 

z  =  F(x,  y)  oder  a  =/(»,  y)  u.  s.  w. 

Auf  ganz  analoge  Weise  lassen  sich  Functionen  von  dm,  vier 
und  überhaupt  beliebig  viel  Yariabelen  bilden. 

Für  alle  Functionen  gilt  nooh  die  Bemerkung,  dass  die  unab- 
hängigen Yariabelen  immer  als  stetig  veränderlich  angesehen  werden; 
ob  die  abhängige  Yariabele  dieselbe  EigMischaft  besitzt,  entscheidet 
sich  in  jedem  besonderen  Falle  durch  die  individuelle  Natur  der 
Function,  und  bedarf  daher  einer  speciellen  Untertachung  (s.  Ab* 
sehnitt  III.). 

Mit  Hülfe  der  analytisohen  Geometrie  ist  es  übrigens  sdhr  iMcht, 
sieh  ein  Bild  von  jeder  gegebenen  Funetion  zu  verachafien,  voraas- 
gesetzt,  dasa  letztere  &ne  oder  hdchstens  zwei  nnibhängige  Yariabele 
enthalt;  man  braucht  nur  die  vorkommenden  Yariabelen  als  dieCoor- 
dinaten  eines  veränderlicdien  Punktes^  und  die  zwischen  den  Yaria- 
belen bestehende  Gleichung  als  Gleichung  Mner  Gurre  oder  Fläeke 
anzusehen.  So  wird  z.  B.  durdi  die  Glriohnng  1)  eine  Farabel  aus* 
godrüdkt,  und  übezkauptfi  kann  p  =»/(af)  ala  Gleidumg  irgend  einer 
ebenen  Curve  gelten;  der  Gleichung  3)  enjtopricht  f^rn^  ein  hyp^r- 
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Paraboloid,  allgemeiner  ist  £f  =r  F(jr,  y)  die  Gleiclinng 
irgend  einer  Fläche.  Bei  einer  Function  von  drei  oder  mehr  Varia- 
bek  wie  z.  B.  u  =  (p  (x,  y,  e)  hört  die  Möglichkeit  einer  geome- 
frischen  Darstellung  auf,  weil  der  Raum  nur  drei  Dimensionen  besitzt. 


n.     Die  einfachen  Functionen. 

Nimmt  man   mit  einer  Yariabelen  x  die  vier   arithmetischen 
GnuMJaperationen  yor,  so  entstehen  die  vier  einfachsten  Functionen 

a  -4-  aj,  a  —  x.  ox,  — , 

X 

die  man  aber  nicht  besonders  zu  unterscheiden  pflegt,  weil  sie  in  der 
gemeinscliaftlichen  Form  a  -^  hx"*  begriffen  sind.  Femer  liefert 
(üe  Potenz  zwei  verschiedene  Functionen,  je  nachdem  die  Basis  oder 
der  Exponent  als  variabel  angesehen  wird ;  die  erste  dieser  Functio- 
oeo,  nämlich  x^,  fährt  in  der  Analysis  ausschliesslich  den  Namen 
Potenz,  während  die  zweite,  a^^Exponentialgrösse  genannt  wird. 
Denkt  man  sich  femer  die  Logarithmen  als  Functionen  der  Zahlen, 
Bo  hat  man  noch  die  Function  Hog  x ,  worin  das  oben  angesetzte  a 
die  Basis  des  logarithmischen  Systemes  bezeichnen  soll. 

Man  weiss  femer  aus  der  Geometrie,  dass  sich  jeder  Bogen 
^  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen  Kreises  in  Theilen  des 
Halbmessers,  d.  h.  durch  eine  absolute  Zahl  ausdrücken  lässt;  man 
"DD  daher  auch  jede  Zahl  als  Maass  eines  solchen  Kreisbogens  an- 
^  ond  die  goniometrischen  Linien  desselben  aufsuchen.  In  die- 
^  Sinne  hat  jede  absolute  Zahl  ihren  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w.,  z.  B. 

m  (1,570796  .  .)  =  sin  ^  z=z  sin  90»  =  1, 

cos  (1,047197  .  .)  =  cös  —  =  cös  600  =  0,5, 

3 

tm3=tm  lil0  63'  14"  4  =  —  0,1425467, 
^d  es  entstehen  so  die  goniometrischen  Functionen  der  Zahl 
«lOiunlich  ssnM,  cosu,  ta/nu^  cotu^  secu,  cscu. 

Umgekehrt  kann  man  auch  eine  Variabele  x  als  Maass  einer 
^gonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen  auf- 
gehen; hierdurch  entstehen  die  sogenannten  cyclometrischen 
Functionen.  Sehen  wir  z.  B.  x  als  die  Länge  eines  Sinus  an,  so 
^tspricht  demselben  ein  bestimmter,  im  ersten  Quadranten  liegen- 

^ogen,  welcher  mit  a/rcsin  x  bezeichnet  und  positiv  oder  negativ 

1* 
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genommen  werden  möge,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist. 
Nach  dieser  an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  z.  B. 

arcsin  (+  i)  =  +  J,  ^rm^  i'^^)  ~  "T' 

Ebenso  bedeutet  arccos  x  den  kleinsten  Bogen,  welcher  x  zum 
Cosinus  hat,  z.  B. 

Femer  ist  unter  arctan  x  derjenige  im  ersten  Quadranten  lie- 
gende Bogen  zu  verstehen,  welcher  x  zur  Tangente  hat,  und  zvirar 
mit  demselben  Vorzeichen,  wie  x  genommen,  z.  B. 

ardcm  (Vo  )  =  -- ,  arctan  ( —  1)  =  —  — , 

ardcm  oo  =  —  • 

Dem  Vorigen  ansdog  kann  man  noch  die  Functionen  arccctXy 
arcsecx  etc.  bilden,  doch  sind  letztere  wenig  im  Gebrauch. 

Da  in  den  Lehrbüchern  der  Trigonometrie  keine  Rücksicht  auf 
die  cyclometrischen  Functionen  genommen  zu  werden  pflegt,  so 
mögen  hier  die  betreffenden  Hauptrelationen  folgen. 

Ein  im  ersten  Quadranten  liegender  Bogen,  dessen  Sinus  =  x 

ist ,   hat  Vi  — x^  zum  Cosinus,  daher  gilt  die  Gleichung  : 

1)  aresin  x  =  arccos  Vi  —  x^. 

Das  Complement  des  Bogens  aresin  x  hat  x  zum  Cosinus,  mit- 
hin ist 

2)  aresin  X  -\-  arccos  x  =  J  ä. 

Wenn  x  den  Sinus  eines  Bogens  darstellt,  so  hat  derselbe  Bogen 

eine  Tangente  =    ..  ;  diess  giebt 

X 

3)  aresin  X  =  arctan 


Vl  —  x^ 

e 
Einer  Tangente  =  e  entspricht  umgekehrt  ein  Sinus  =   y  , 

y  1+^* 

d.h. 

4)  a/rclan  z  =  aresin    .  =  arccos 


VT+?  VT+ 


»^ 


wie  man  auch  aus  Nr.  4)  durch  Substitution  von  ,>  =  je^  er- 

Vl  —  a?« 
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Uli    Dendbe  Bogen,  wekiier  b  not  Tangente  hat.  bentxi  eine  Co- 
tofente  =  — ,  mithin  ist 

5)  areUm  s  =  areeot  —j 

d\s  Complement  dieses  Bogen«  hat  s  znr  Cotangente,  folglich 
^)  arctane -\- arccai£  =  Im, 

Aehnliche  Formeln  för  arcseez  und  arcesex  sind  leicht  sa  ent- 

widreiB. 

Fär  zwei  im  ersten  Qnadrantoi  liegende  B^en  k  und  r  sei 

sin  »  :=:  X,     mithin  u  =  aresin  x, 
st»  9  =  y,  „       r  =r  arcsmff^ 

nan  hat  dann 

sin  {u  -4-  v)  =^  sinu  cosc  -^  simv  cus« 

=  X  Vi  — y*  +  y  Vi— X». 

and  aof  ganz  ahnliche  Weise 

eo>(M+r)=V(l-x^)(l-y^)-xy=  ^Z}!"'^^!! 

V(l— x*)(l-y«)4-xy 

An  dem  Vorzeichen  des  letztoi  Ansdmdcs  erkennt  man .  ob  die 
Bögen  u  nnd  v  zusammengenommen  einen  Bogen  des  ersten,  oder 
dn  zweiten  Qnadrantoi  geben;  im  ersten  Falle  ist 

M  +  r  =  CHTCsin  (xV  1  —  y«  +  y  V^l  —  x*) 
odv  Tormdge  der  Werthe  von  u  nnd  r 

7)      oresma;  +  arcsiny  =  arcstf»  (xV  1  —  y*  +  y  Vi  —  x*), 

X*  +  y»  <  1. 

Lifigt  dagegen  »  -{-  r  im  zweiten  Quadranten,  so  folgt 

«  +  ©  =  «  —  «rsm  (xVl— y*  +  y  Vi  — x*) 
oder 

8)  aresm  X  +  arcsffi  y  ==  «  —  «will  (x V  1  —  y'  +  yVl  — «'), 

X«  +  y«  ^  1. 

l>nreh  eine  ganz  ähnliche  Betraditnng  gdangt  man  zu  der 
Formel 

9)  arcsinz  —  atresm y  =  Oitsm  (xV'l  — y*  —  y  Vi  —  «•) , 
ba    wdcher   ee  keiner  Untersciieidang  bedarf,  weil  die  Differenz 
sweier  Bögen  des  enten  Quadranten  immer  zwischen  —  \m  und 
+  i«Hegt 
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Ist  ferner  bei  zwei  im  ersten  Quadranten  liegenden  Bögen  t€ 

und  V 

tanu  =  X,    mithin  u  =  ardanx^ 

tanv  =  y,        „       v  =  arctcmy, 

80  hat  man 

.      ,      .  tanu  4-  tanv  x  4-  y 

tan  (u  +  v)  =  ' .         ■ =  :; — —^ '      . 

1  —  tan  u  tan  v         1  —  xy 

Im  Falle  xy  <^  1  ist,  liegt  u  -^  v  im  ersten  Quadranten,  und 
dann  folgt 

1  ^      ^  -\'  y 

u  +  V  =  arcta/n  - — • — - 

1— Äjy 
oder  vermöge  der  Werthe  von  u  und  v 

X    1    t/ 

10)  ardan  x  4-  arctan  y  =r  arctan  — -^— ^ , 

l—xy 

xy  <  1. 

Wenn  dagegen  xy^l  ist,  so  fallt  u  -{-  v  in  den  zweiten  Qua- 
dranten, und  man  hat  dann 

u  4-  V  =  7C  —  arctan ■ — ~ , 

xy  —  l' 

d.  i. 

11)  arctan  X  +  arctan  y  =  ä  —  arcta/n  — -^— ^  , 

xy — 1 

xy  >  1. 

Durch  eine  ganz   ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu   der 
Formel 

12)  arctan  x  —  arctany  =  arctan  r — ; — —, 

l  +  xy 

für  welche  keine  Unterscheidung  nöthig  ist. 


III.     Continuität  und  Discontinuität  der  Functionen. 

Wie  bereits  in  Nr.  I.  erwähnt  wurde,  gelten  die  unabhängigen 
Yariabelen  jederzeit  als  stetig  veränderlich;  ob  diese  Eigenschaft 'der 
Continuität  auch  den  abhängigen  Yariabelen  zukommt,  ist  dagegen 
eine  andere  Frage,  die  wir  jetzt  discutiren  wollen.  Zu  diesem 
Zwecke  betrachten  wir  die  Sache  unter  dem  geometrischen  Gesichts- 
punkte und  denken  uns  die  Gleichung 

y=f(x) 
als  Gleichung  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  ebenen 


Fig.  1. 
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Cone;  sollte  letztere  aus  mehrereD  Zweigen  bestehen,  so  ftssen  wir 
jedes  derselben  einzeln  in's  AngOb 

Sind  nun  in  Fig.  1  OA  =  a  und  OB  =^  h  '^  a  zwei  belie- 
bige Abscissen  und  AC  =  f{a)^  BD 
=  /(&)  die  zugehörigen  Ordinaten,  so 
können  bezüglich  des  Curvenstückes  CD 
nur  zwei  Fälle  eintreten;  die  Corve  geht 
nämlich  entweder  in  einem  ununterbro- 
chenen Zuge  von  C  nach  D,  oder  sie  er- 
leidet auf  dieser  Strecke  Unterbrechungen. 
Im  ersten  Falle  nennen  wir  f{x)  conti- 
nuirlich,  von  X'=za  bis  a;  =  6,  im  zwei- 
ien  Falle  discontinuirlich. 

Die  genannten  Unterbrechungen  können  aus  verschiedenen  Ur- 
Bidien  eintreten.  Es  ist  erstens  möglich,  dass/(a)  und  /(5)  reell 
and,  dass  aherf(x)  för  gewisse,  zwischen  a  und  h  liegende  Werthe 
von  X  imaginär  wird.     Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  Gleichung 

y  =  V(^-i)(^-3). 

welche  aowofal  för»<^l  al8föra;>>3  reelle  y,  dagegen  für 
1  <C  :e  <^  3  imaginäre  y  liefert;  von  x  =  l  bis  o;  =  4  verläuft 
alao  die  Gurve  nicht  in  einem  Zuge.  Hierher  gehören  auch  die  Cur- 
ven  mit  isolirten  Punkten,  z.  B. 

y  =  (a:  —  2)  V(a?— 1)  (a;  — 3); 

diese  Cwcve  ist  gleichfalls  imaginär  zwischen  o?  =  1  und  o;  =  3,  be- 
ntstsber  in  der  Mitte  des  genannten  lätervalles  einen  reellen  Punkt 
mt  den  Coordinaten  x  =  2  und  ^  =  0. 

Aber  selbst  in  dem  Falle,  wo  f(x)  von  o;  =  a  bis  o;  =  &  reell 
bleibt,  kann  eine  Discontinuität  eintreten,  sobald  nämlich  an  einer 
SteQe  OM  =  i  die  Ordinate  sprungwdis  von  einem  Werthe  MF 


Fig.  2. 


zu  einem  anderen  MQ  übergeht 
(Fig.  2).  Zu  jener  Abscisse  gehören 
hier  plötzlich  zwei  verschiedene  Or- 
dinaten,  während  ausserdem  jeder 
Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht; 
die  erste  Ordinate  MP  beschliesst 
die  bisherige  Reihe  der  Ordinaten, 
die  zweite  MQ  bildet  den  Anfang 
einer  neuen  Reihe.  Berücksichtigt 
man,  dass  jedes  x<ii  duroh  |  —  y^ 
und  jedes  x  >>  £  durch  |  -f-  '  dargestellt  werden  kann,  so  ist  es 
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nur  consequent,  die  Goordinaten  von  P  mit 

OJtf=  I  —  0,    MP  =/(!  -  0), 
und  die  Goordinaten  von  Q  mit 

OM=z^  +  0,  MQ=f{l^  0) 
zu  bezeichnen.  Demnacb  kann  man  sagen,  die  Function / (x)  bleibt 
an  der  Stelle  x  =  ^  continuirlich,  wenn/(|  —  0)  =/(|  -|-  ö)»  si® 
wird  dagegen  für  ä?  =  |  discontinuirlich,  wenn  /(|  —  0)  von/(5  +  0) 
verschieden  ist.  Indem  wir  den  Fall  ausßchliessen,  wo  f(x)  zwischen 
X  =  a  und  X  =  h  theilweis  imaginär  wird,  haben  wir  nun  folgen- 
den Satz: 

"Wenn  die  Differenz 

f(x  4-  «)  -  /(a^  -  y) 

mit  Y  und  d  gleichzeitig  verschwindet,  und  zwar  bei 
allen  von  x  =  a  bis  x  =^  h  gehenden  Werthen  des  a;, 
so  ist  die  Function  f(x)  innerhalb  jenes  Intervalles 
continuirlich;  giebt  es  dagegen  zwischen  a  und  5  einen 
oder  mehrere  Werthe  des  x,  bei  denen  jene  Differenz 
sich  nicht  annullirt,  so  erleidet  f(x)  für  jeden  derar- 
tigen Werth  eine  Unterbrechung  der  Gontinuität. 

So  ändert  sich  z.  B.  die. Function  f(x)  = ^continuir- 
lich beim  Ueberschreiten  der  Stelle  x  =  1,  denn  es  ist 

/(i  -  y)  =  -  y .      /(i  -  0)  =  -  00 , 

/(l  +«)=+!,         /(l  +  0)=  +  oo; 

demnach  findet  hier  ein  Sprung  von  —  oo   nach  -\-  oo   statt. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

f(x)  =  2  -|-  arctcm -, 

X —  1 

wobei  der  auf  S.  4    angegebene  Sinn  des  Zeichens  arctan  streng 
festzuhalten  ist.     Man  erhält 

/(l  —  y)  =r  2  +  ardan  f J  =  2  —  arctan  — , 

/(l  —  0)  =  2  —  arcta/n  oo  =  2  —  ^  ä; 

/(l  4-  d)  =  2  4-  arctan  -j , 

/(l  4-  0)  =  2  +  arda/n  oo  =  2  4-  |3r; 

an  der  Stelle  ^  =  1  geht  also  die  Gurve  sprungweis  von  2  —  ^n 
nach  2  -\-  In.     Ganz  ähnlicher  Art  ist  die  allgemeinere  Function 
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/(x)  =  — 1 aräan 


2       '       «  X  —  a 

bei  welcher  an  der  Stelle  x  =  a  eine  discontinTiirliche  Aenderong 
von  f(a  —  0)  =  b  nach  /(«  -f-  0)  =  c  eintritt 

Dass  eine  Function  auch  mehrmalige  Unterbrechungen  der  Gon- 
tmmtat  erleiden  kann,  zeigt  das  Beispiel  /(x)  =  tanx\  an  den  Stel- 
len jC=+  j^i^tii^äPtii^  etc.  geht  nämlich  tan  x  von  —  oo  nach 
■\-  X  über,  wie  aus  den  Elementen  der  Trigonometrie  bekannt  ist. 

Diese  Erörterungen  lassen  sioh  ohne  Mühe  auf  Functionen  meh« 
rer  Yariabelen  übertragen.  Insbesondere  bei  Functionen  zweier  Ya- 
mbelen  ist  die  geometrische  Bemerkung  von  Nutzen,  dass  eine  stetig 
gekrümmte  Fläche  mit  jeder  Yerticalebene  eine  continuirlich  verlau- 
fende Durchschnittslinie  bilden  muss. 


IV.     Die  Grenzwerthe  der  Functionen. 


Wenn  in  der  Function  —  die  Variabele  x  in's  Unendliche  wächst, 

X 

so  nimmt  der  Functionswerth  beständig  ab,  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  er  kleiner  als  jeder  noch  so  kleine  wiUkührlich  gewählte  Bruch 
werden  kann,  wofern  nur  x  gross  genug  genommen  wird.  Kürzer 
drückt  man  diess  durch  die  Worte  aus :   „Bei  unendlich  wachsenden 

xconvergirt  —  gegen  die  Null"  oder  „fOr  o;  =  oo  ist  derOrenz- 

X 

et 
werih.  von  —  gleich  Null" ;    die  letztere  Form  lässt  sich  in  einer 

X 

Gleichung  darstellen,  wenn  man  die  Worte  „Grenzwerth  von"  irgend- 
wie abkürzt,  entweder  deutsch  durch  Gr.  oder  lateinisch  durch  Lim, 
(von  lime8)i  und  man  schreibt  daher 

ü 
Lim  —  =  0 ,         für  a?  =  00 . 

X 

In  gleicher  Weise  convergirt  der  etwas  zusammengesetztere  Aus- 
a 


druck  —  -{-  h  gegen  die  Grenze  b,  d.  h. 


X 


Jriwt  ( —  -|-5J  =  l>,         {urx=(x>\ 


dem  entsprechend  bedeutet  die  Gleichung 

Limf(x)  =  A ,    (flj  =  od), 
dass  der  Unterschied  zwischen  der  Constanten  X  und  der  Fimction 
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f{x)  kleiner  sds  jede  angebbare  Zahl  gemacht  werden  kann,  wenn  x 
vdlb  Unendliche  wächst.  Geometrisch  heisst  diess,  die  Gurve,  deren 
Gleichung  y  z=f(x)  ist,  hat  eine  in  der  Entfernung  X  parallel  zur 
a;- Achse  liegende  Asymptote. 

Der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  im  Folgenden  eLne  unendlich 
wachsende  Zahl  mit  o,  eine  gegen  die  Null  convergirende  Zahl  da- 
gegen mit  ö  oder  d.  Wir  wollen  nun  einige  Grenzwerthe  unt6^ 
suchen,  die  später  sidi  als  wichtig  zeigen  werden. 

A.     In  der  identischen  Gleichung 
fl^m  -I- 1  —  5»»  +  1 

a  —  5 

möge  a  ^  &  sein;  die  rechte  Seite  erhält  dann  einen  zu  grossen 
Werth,  wenn  man  überall  a  statt  b  setzt,  mithin  ist 

/xm  +•  1  —  hm  +  l 

1 <(m+l)a^ 

a  —  0 

oder  durch  Wegschaffung  des  Bruches  und  Vereinigung  aller  der 
Grössen,  welche  a^  enthalten, 

1)  [a  —  (m  +  1)  (a  —  h)]  a"»  <  6«  +  \ 

Die  Substitutionen   a=l-| ,5=14-    ; — -  erfÖDen 

m  m  -{-  1 

die  Bedingung  a  >  5  und  geben 

folglich,  wenn  der  Reihe  nach  9n  =  1,  2,  3  etc.  gesetzt  wird, 

('+f)'<('+i)'<('+i)' 

Man  ersieht  hieraus,  dass  der  Ausdruck  ( 1  +  — )  fortwäh- 
rend wächst,  wenn  gi  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchläuft 

Die  Formel  1)  giebt  femer  füra=l  -f-— ,6=:l,«»  =  n 
und  durch  Erhebung  auf's  Quadrat 

n 

<4 


3 


('  +  rJ 
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Nach  Nr.  2)  ist  nnn  um  so  mehr 

es  mag  also  m  gerade  oder  ungerade  sein,  jedenfalls  beträgt  (  1  -| 1 

/  1  \"    . 

weniger  als  4.  Der  Ausdruck  (  1  -|>  -— j  wird  demnach,  trotz  sei- 
nes fortwährenden  Wachsthums,  nicht  unendlich  groos,  und  muss 
dfisshalb  g^en  eine  bestimmte  endliche  Grenze  convergiren,  die  ^  2 
aber  <  4  ist.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  e ,  wo  nun  e  eine  zwar 
nicht  genau  bekannte,  aber  sicher  existirende  absolute  Zahl  ist,  so 
haben  wir  für  unendlich  wachsende  ganze  positive  Gl  die  Gleichung 

3)  Lm[(l  +  Ly]=e. 

Ist  o  keine  ganze,  aber  wenigstens  eine  positive  Zahl,  so  giebt 
68  inuner  zwei  auf  einander  folgende  ganze  positive  Zahlen  Ö  und  z 
=  tf  -f~  1>  zwischen  denen  cd  liegt;  man  hat  dann 


i  +  i>i  +  5->i  +  7' 


mithin  auch 


0 +!)">(■ +^)">('+^r- 

Zugleich  lässt  sich  Cti  unter  der  doppelten  Form  cd  =z  6  -\-  a 
lind  o=r=  r  —  ß  darstellen,  wo  a  und  ß  ädite  Brüche  bezeichnen, 
die  mch  zur  Einheit  ergänzen;   die  vorige  Ungleichung  wird  dann 
zur  folgenden 

o+^r>('+^r>('+r' 

woför  man  schreibeii  kann 

[(.+^)T-''>(.+^r>[(.+^)T"'- 

Bei  unendlich  wachsenden  cd  nehmen  auch  die  ganzen  Zahlen  d 

and  IT  in'a  Unendliche  zu;  die  Ausdrücke  ( 1  -| j  und  (l  +  — ) 

eomrergiren  nach  Nr.  3)  gegen  die  gemeinschaftliche  Grenze  e,  und 
— -  sowie  —  haben  die  Null  zur  gemeinschaftlichen  Grenze.  Hieraus 
zusammen  folgt  die  Gleichung 
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4)  lA»  [(l  +  i)"]  =  e, 


(•+^)"=('-^r"""=('+^;G+i) 


welche  nunmehr  auch  für  nicht  ganze  positive  unendlich  wachsende 
Gl  besteht 

Ist  a  eine  negative  unendlich  werdende  Zahl,  so  kann  man 
CO  =  —  (9  4"  1)  setzen,  wo  q  eine  positive  unendlich  wachsende 
(ganze  oder  nicht  ganze)  Zahl  bedeutet;  man  hat  dann 

+  1/  \"    '     qJ     \"    '     Q 

Der  Grenzwerth  des  ersten  Factors  rechter  Hand  ist  6,  der  des 
zweiten  die  Einheit,  mithin  ergiebt  sich  wieder 

5)  lA^  [(1  +  l)""]  =  e. 

und  damit  ist  bewiesen,  dass  die  vorstehende  Gleichung  für  jedes 
irgendwie  unendlich  werdende  cd  gilt. 

Der  numerische  Betrag  von  e  kann  nach  Nr.  5)  naherungsweis 
berechnet  werden,  wenn  man  für  ca  eine  grosse  Zahl  setzt,  und  die 
angedeutete  Potenzirung  ausführt;  doch  erreicht  man  damit  keine 
bedeutende  Genauigkeit.  Nach  einem  anderen  Verfahren,  welches  in 
§.  7  zur  Sprache  kommen  wird,  findet  man  sehr  leicht 

e  —  2,718281828459  .  .  . 

Nicht  selten  stellt  man  die  Gleichung  5)  in  einer  anderen  Form 

dar,  welche  dadurch  entsteht,  dass  man  —  =  9  setzt,  wo  nun  d  eine 

GJ 

gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bezeichnet;  es  ist  dann 

6)  Um  [(1  +3)<^]  =  ei. 

B.     Indem  man  die  identische  Gleichung 


?^i^)  =  i^  [(1  +  «)7] 


beachtet,  gelangt  man  mit  Hülfe  von  Nr.  6)  zu  folgender  Formel 
7)  Ltm       ^  ^  — -  =  log  e. 

C.    Wenn  &  irgend  eine  gegen  die  Null  convergirende  Z&hl 

bedeutet,  so  hat  a^  die  Einheit  und  a  —  1  die  Null  zur  Grenze;  man 
kann  daher 

a*—  1  =  *,  mithin  d^  =  Hog  (1  +  S) 

setzen.    Hieraus  folgt 
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a*-l 


d  <'log(l  +  S)—  ^log  (1  +  d) 

d 
und  durch  üebergang  zur  Grenze  Ar  gleichzeitig  unendlich  abneh« 
mende  ^  und  Ö 

8)  JLfiM  — ^ —  =  — 

B.    Die  Formeln  7)  und  8)  können  noch  zur  Bestimmung  dee 

Gr^izwertheB  von  ^^ j benutzt  werden,  worin  8  eine  irgend- 
ine g^gen  die  Null  conyergirende  Zahl  bedeutet.     Es  ist  n&mlioh 

identisch 

wobei  snr  Abktirzung  log,,  statt  ^?<>^.  geschrieben  wurde;  setzt  man 
weiter  f»  log(l  -|-  d)  =  ^,  so  hat  man  auch 

(l  +  «)i"— 1            a^— 1     Zööf(l  +  «) 
j =  1^-1^ 5 

und  hierin  bedeutet  %•  eine  Grösse,  welche  gleichzeitig  mit  Ö  yer- 
Bcbwindet.  Durch  Üebergang  zur  Grenze  erhält  man  unter  Anwen- 
dung der  Formeln  7)  und  8) 

E.     Wir  wollen   endlich  noch  die  Grenze  au&uohen,  welcher 

^eh  das  Yerhftltniss     ^     in  dem  Falle  n&hert,  wo  ^  gegen  die  Null 

convergirt  Denken  wir  uns  unter  ^  vorläufig  einen  beliebigen  Bo- 
gen des  ersten  Quadranten,  so  haben  wir  die  Ungleichung 

smd  <  d<  to»^ 
und  umgekehrt 

1      >s^  1.  v^  c^^ 

sind       ^        stnd' 

mithin  durch  Multiplioation  mit  ain  9' 

1  >  —^  >  cas^' 

Da  bei  verschwindenden  d  die  einschliessenden  Grösitn  1  und 
cos  d  den  gemeinschaftlichen  Werth  1  haben,  so  folgt 

10)  2üt»  ^  =  1. 
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Die  Formeln  7),  8),  9)  und  10)  genügen  für  die  späteren  Un- 
tersuchungen. 


y.     Die  Aenderungsgeschwindigkeit  einer  Function. 

Schon  die  oberflächliche  Ansicht  verschiedener  Curven  zeigt 
mannichfaltige  Arten  der  Ordinatenveränderung;  während  z.  B.  die 
Ordinaten  der  Parabel  fortwährend  zunehmen,  die  Curve  also  äteigt, 
hat  die  Sinuslinie  (^  =  sinx)  unendlich  viel  Punkte,  in  denen  ein 
Uebergang  von  Wachsthum  zu  Abnahme  der  Ordinaten  stattfindet. 
Ja  selbst  bei  Gurven  von  gleicher  Gattung  können  die  Ordinaten- 
änderungen  auf  sehr  verschiedene  Weise  vor  sich  gehen.      So  z.  B. 

steigen  die  Parabeln  y  =  yx  und  y  t=  x^  glmchzeitig,  man  wird 
aber  von  der  zweiten  sagen,  dasa  sie  rascher  als  die  erste  steigt, 
auch  findet  noch  insofern  ein  wesentlicher  Unterschied  statt,  als 
die  erste  Parabel  ihre  hohle  Seite,  die  zweite  dagegen  ihre  erhabene 
Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehrt.  Um  nun  jenen  noch  unbe- 
stimmten Begriff  der  Geschwindigkeit  des  Wachsthums  festzustellen, 
betrachten  wir  vorerst  die  Gerade,  deren  Gleichung  y  =  ax  -j-  h 
sein  möge.  Hier  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Steigung 
immer  dieselbe  bleibt;  ihr  Maass  kann  man  einfach  dadurch  aus- 
drucken, dass  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  wächst,  wenn 
die  Abscisse  um  die  Einheit  zunimmt.  (Steigungen  von  Strassen 
werden  bekanntlich  auf  dieselbe  Art  ausgedrückt.)  Nehmen  wir  in 
Kg.  3  OM  =:  ar,  MP  ==  y,  MN  :^  PB=1,  so  ist  QB  die  ent- 


Fig.  3. 


sprechende  Ordinatenzunahme ,    also    die 
Steigung,  und  zwar  findet  man  leicht 

QE^tm  QPB  —  a; 
in  der  That  h&ttgt  dieser  Ausdruck  nicht 
von  X  ab  und  bleibt  daher  constant  für 
alle  Punkte  der  Geraden. 

Denken  wir  uns  femer  eine  Curve 
durch  stetige  Fortbewegung  eines  Punktes 
entstanden,  t^brend  gleichzeitig  die  Rich- 
tung der  Bewegung  sich  continuirHch 
ändert,  so  wird  die  momentane  Bewegungs- 
rielitung  jedetieit  Jb/seh  die  sugehdrige  Tangtnte  an  dear  Gurtre  dar« 
gestellt.  Es  sei  mü  P  T^Vig.  4)  die  Tangente  detr  Gwrfe  im  Pu^te 
P  und  die  vorige  Gonstruction  auf  diese  Tangente  angewandt^  so  ist 
QB  diejenige  Zunahme  der  Ordifiate  MP,  welche  der  Abscissenza- 
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nalime  MN  =  1  entsprechen  würde,  wenn  die  Oorve  von  P  ans 
in  Oire  Tangente  verliefe ,  also  in  die  gleichmässig  steigende  Gerade 


Fig.  4. 


Ml  N 


P  T  überginge.  Nennen  wir 
wiedenun  Q  i2  die  Steigung 
der  Gurve  im  Punkte  P,  so 
kommt  es  darauf  an,  den 
Winkel  ssu  finden,  welchen 
die  Tangente  P  T  mit  der 
Abscissenachse  einschliesst; 
die  trigonometrische  Tan- 
gente dieses  Winkels,  mul- 
tiplicirt  mit  der  Längenein- 
beit,  wäre  dann  das  gesuchte  Maass  für  die  Geschwindigkeit  der 
Steigung  oder  überhaupt  der  Aenderung. 

Zur  Eenntniss  des  genannten  Winkels  fahrt  die  Bemerkung, 
dass  eine  Gerade^  die  zwei  Punkte  einer  Curve  verbindet,  also  eine 
Secante,  zur  Tangente  wird,  sobald  die  Endpunkte  der  abgeschnitte- 
nen Sehne  zusammenfallen.  Demgemäss  verbinden  wir  den  gegebe- 
nen Cnrvenpnnkt  P  mit  einem  zweiten,  willkührlich  auf  der  Gurve 
gewählten  Punkte  Py  und  bestimmen  zunächst  den  Winkel  P^  P  ü=  ^, 
welchen  die  Secante  PPi  mit  der  Abscissenachse  bildet;  unter  Ein- 
föhrang  der  Bezeichnungen  OM  =  Xy  MP  =  y  =zf(x)  und  MMi 
=  i  erhalten  wir 


i) 


*^  **  =  pF  =        MMr d 


Lassen  wir  jetzt  d  in  Null  übergehen,  so  dreht  sich  die  Secante 

om  den  festbleibenden  Punkt  P,  und  wird  für  d  =  0  zur  Tangente; 

gleichzeitig  verwandelt  sich  6  in  den  Winkel  zwischen  Tangente  und 

Abscissenachse,  welcher  r  heissen  möge.     Wollte  man  in  Nr.  1,  ge- 

ndesu  d  =  0  setzen,  so  würde  man  rechter  Hand  das  unbestimmte 

ond  nichtsaagende  Resultat  —  erhalten;  man  thut  daher  besser  nur 

aosudenten,  dass  schliesslich  d  =  0  werden  soll,  also  zu  schreiben 


2) 


tan  t 


J(<f=o) 


In  jedem  specieUen  Falle  bedarf  es  der  wirklichen  Ausfährung 
der  angedeuteten  Operationen,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 
werden.     Für  f{x)  =  x^  hat  man  zunächst 

ton  ö  =  ^ — ■ — i =  2  a?  -f- 


16  Einleitung. 

mithm  för  d  =  0 

tan  t  =z  2x. 

Ferner  ist ,  wenn  f{x)  =  Y  a^  —  x^  genommen  wird, 

ö  y  ai-^(x+S)^  +  V  a2— x« 

mithin  für  d  =  0 

f  an  r  =  —  , .  • 

V  a2  —  a;2 

Die  Formel  2)  setzt  stiUschweigend  voraus,  dass  5  den  Werth 
Null  erreichen  könne;  diess  ist  zwar  bei  einer  ganz  willkührlichen 
Grösse  möglich,  würde  jedoch  in  dem  Falle  unthunlich  werden,  -wo 
d  abhängig  ist,  wie  z.  B.  wenn  es  einen  aliquoten  Theil  einer  ande- 
ren Grösse  ausmacht.  Dann  bildet  aber  die  Null  wenigstens  die 
Grenze,  welcher  d  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  und  in  dem- 
selben Sinne  ist  r  die  Grenze  von  ^,  mithin  wird  man  statt  der  Glei- 
chung 2)  schreiben 

3)  tant  =  Uml^^L±I>IZm.. 


Hierunter  ist  auch  die  Gleichung  2)  mitbegriffen,  wenn  man 
sich  in  den  Fällen,  wo  fi  =  0  werden  kann,  vorstellt,  dass  ö  seinen 
Grenzwerth  wirklich  erreicht  habe. 


DIFFEREKTIALRECHKUNG. 


BehlOmlleh,  Analysi?. 


Gap.  I. 

Einfache     Differentiation. 

§1. 
Differenzen  und  Differentiale. 

Zufolge  unserer  einleitenden  Betrachtungen  ist  es  der  Quotient 

fix  +  g)  -  fix) 
8 

dessen  Grenzwerth  eine  wichtige  Rolle  bei  den  Fragen  nach  den 
Aenderungen  einer  Function  spielt,  und  der  zugleich  eine  geome- 
trische Bedeutung  gewinnt,  wenn  die  Gleichung  y  •=  fix)  als  Glei- 
chung einer  ebenen  Curve  betrachtet  wird.  Das  häufige  Vorkom- 
men jenes  Grenzwerthes  macht  nun^  zunächst  eine  kurze  Bezeichnung 
desselben  nöthig,  und  man  ist  daher  übereingekommen,  ihn  mit  f  ix) 
zu  bezeichnen,  so  dass  also  die  Gleichung 


die  Definition  von  /'  (o;)  enthält.     So  ist  zi  B.  nach  Abschn.  V  der 
Einleitung 

wenn /(au)  =  aa;  -f-  6,  /'(^)  =  «t» 

«    f{x)  =  x%  fix)  =  2x, 

X 


fix)  =  Ya^-x\  fix)  =  - 


überhaupt  nennt  man/'(a;)  die  abgeleitete  oder  derivirte  Func- 
tion im  Gegensatze  zu  der  ursprünglichen  Function /(o;). 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entsprungen,  dass 
die  Grösse  Ä,  welche  einen  Zuwachs  des  x  bedeutet,  auch  als  ünter- 

2* 
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schied  zweier  verschiedenen  Werthe  des  x  betrachtet  werden  kann, 
nämlich  als  die  Differenz  zwischen  dem  neuen  Werthe  x  -^  8  und 
dem  früheren  Werthe  x.  Bezeichnet  man  überhaupt  die  Differenz 
zweier  gleichartigen  Grössen  durch  ^,  so  ist  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  Werthe  des  x  mit  ^^^  zu  bezeichnen,  wobei  ^  den 
numerischen  Betrag  der  Differenz  darstellt  und  die  angehangene 
Marke  x  anzeigt,  dass  es  verschiedene  x  sind,  welche  um  ^  differi« 
reu.  Gonsequenter  Weise  bezeichnet  hiemach  ^y  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  y,  von  denen  das  eine  dem  x,  das  andere  dem  x  -{-  ^d^ 
entspricht;  vermöge  der  Gleichung  y  =/(a;)  ist  dieses  ^y=/(rc  -|-  z/^:) 
—  /(a;)  mithin 

^x  ^x 

Der  grösseren  Bequemlichkeit  wegen  pflegt  man  ^  x  und  ^  y 
statt  /^^  und  ^y  zu  schreiben,  wobei  man  sich  nur  zu  hüten  hat, 
^  X  und  /fy  fvüc  Producte  anzusehen.  Die  Grössen  ^  x  und  ^J  y 
heissen  die  Differenzen  von  x  und  y\  der  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung 

^y  _./(a?  +  ^x)  —fix) 
d  X  dx 

vorkommende  Quotient  wird  folglich  der  Differenzenquotient 
genannt. 

Wenn  nun  ö  =2  ^x  gegen  die  Null  convergirt,  so  nähert  sich 
auch  ^  y  der  Grenze  Null,  und  daher  wird 

Um^=f(xy, 
dx       "   ^  * 

um  jedoch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lim,  zu  ersparen, 

dy  ^  y 

schreibt  man  -7^  statt  lÄm  -t—  ,  also 

ax  ^  X 

^>  !!=/•»      ' 

Hier  bedeuten  äx  und  (f^  Differenzen,  an  welchen  die  Bedingung 
unendlicher  Abnahme  haftet;  derartige  Differenzen  heissen  Diffe- 
rentiale. Jedes  Differential  ist  demnach  nichts  weiter,  als  eine 
gegen  die  Null  convergirende  Differenz. 

Die  Gleichung  2)  sagt,  dass  der  Differentialquotient  und 
die  derivirte  Function  einander  gleich  sind,  dass  also  die  Verschie- 
denheit allein  in   der  Schreibweise  liegt.     Durch  die  Benutzung  des 

Zeichens -p-  werden  die  auszuführenden  Rechnungsoperationen  nur 
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ugedeutet,  während /'(x)  das  fertige  Reaultat  angiebt,  z.  B. 

dx 

der  Sinn  der  Gleichung  2)  ist  demnach  ein  ganz  ähnlicher,  wie  z.  £. 

bei  3»  =  9,  V25  =  5  und  dei-gL 

Dem  Vorigen  zufolge    sind  der  Differenzenquotient   und  sein 
Grenzwerth,  der  Differentialquotient,  so  lange  von  einander  verschie- 
den als  ^x  und  ^y  endliche  Werthe  haben,  jedoch  beträgt  dieser 
Ujaterschied  um  so  weniger,  je  kleiner  ^  x  und  dy  genommen  wer- 
den.   Setzt  man  daher 

^'  ^%        dx  —  ^' 

80  ist  9  eine  Grösse,  deren  Chrenze  die  Null  wird,  sobald  ^x  und  ^y 
gegen  die  Null  convergiren.     Aus  Nr.  3)  folgt  weiter 

oder  wegen  Nr.  2) 

^y  =f(x)  dx  +  Qdx\ 

lassen  wii'  ^x  und  /i  y  wieder  gegen  die  Null  convergiren,  d.  h.  zu 
Differentialen  werden,  so  verschwindet  q  und  es  bleibt 

4)  dy=f{x)dx 

d.  h.  je  kleiner  die  Aenderung  dx  ist,  um  so  genauer  wird 
dieAenderung  dy  gleich  dem  Producte /'(o;)  c^rr.  Die  geo- 
metrische Interpretation  dieses  Satzes  lautet  (Fig.  4):  Je  näher  der 
Punkt  Pi  dem  Punkte  P  liegt,  um  so  eher  darf  man  ihn  als  einen 
Punkt  der  Tangente  P  T  ansehen.  Aus  der  Differentialgleichung  4), 
verglichen  mit  Nr.  2),  geht  noch  hervor,  dass  man  mit  den  verän- 
derlichen, gegen  die  Null  convergirenden  Grössen  d  x  und  d  y  ebenso 
multiplicirt  und  dividirt,  als  wären  sie  bestimmte  Zahlen;  hierin  be- 
steht ein  nicht  geringer  Yortheil  der  obigen  Bezeichnung. 

Nach  diesen  Erörterungen  kommt  es  nun  darauf  an,  die  ver- 
schiedenen einfachen  und  zusammengesetzteren  Functionen  wirklich 
zu  differenziren,  d.  h.  ihre  Differentialquotienten  aufzusuchen.  Bevor 
wir  dazu  schreiten,  wollen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  geometii- 
sche  Bedeutung  der  derivirten  Function  werfen;  namentlich  mögen 
die  Fälle  untersucht  werden,  wo  die  ursprüngliche  Function  eine 
ebene  Fläche  oder  ein  Volumen  bedeutet. 

In  Fig.  5  (a.f.S.)  sei  OJr=  a;,  MF=f{x),  und  die  über 
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der  Abscisse  stehende  Fläche  B  OMF  =  F(a;);  ändert  sich  die  Ab-. 
Bcissie  um  MMi  =  ^  x,  so  ist 

F(x  -\-  Jx)  —  F(x)  =  Fläche  MMi  P,  P. 
Diese  Fläche  kommt  einem  Rechtecke  gleich,  welches  dx  zur 

Grundlinie  und  eine  zwischen  MP  und 
Ml  Pi  liegende,  wenn  auch  sonst  nicht 
näher  bekannte  Ordinate  N  Q  ziir  Höhe 
hat;  demnach  ist MMiPiP=NQ.^x 
und 

Fix  +  ^x)--  F(x) 


Fig.  5. 


^  X 


=  NQ. 


NMi 


Bei  verschwindenden  /dx  fallen  die 
drei  Ordinaten  Mi  Pu  N  Q  und  MI^ 
in    die    einzige  MP  =  f(x)     zusam- 


men und  es  bleibt 


F'ix)=f(x). 
Die  derivirte  Function  bedeutet  also  im  vorliegenden  Falle  die 


Fig.  6. 


letzte  Ordinate. 

In  Fig.  6  sei  wieder 
OM  =  X,  die  Quer- 
schnittsfläche  MPQ 
=  (p  (x)  und  das  Yo- 
lumen,  welches  zwi- 
schen den  Querschnit- 
ten 05  CundJfPQ 
enthalten  ist,  =  ^  (x) ; 
der  Aenderung  MMi 
= z/ic  entspricht  dann 
die  Yolumenzunahme 
if(x  -{-  Jx)  —  ^(x)  =  Vol.  MP  Q  Qi  Pi  Ml, 

Das  letztere  Volumen  lässt  sich  einem  Cy linder  vergleichen, 
welcher  /Ix  zur  Höhe  (oder  Dicke)  und  einen  zwischen  MPQ  und 
MiPi  Qi  eingeschalteten  Querschnitt  zur  Basis  hat;  nennen  wir  S  die 
Fläche  dieses  mittleren  Querschnittes,  so  ist  das  Volumen  MP Q  QiPiMi 
=  S./Ix,  mithin, 

t(x  -{-  dx)  —  ^{x) 


/Ix 


& 


Bei    verschwindenden  /l  x    fallen    die  Querschnitte    Mi  Pi  Qi 
z=  tp(x  -^  /l x)i  S  und  MPQ  =  (fix)  zusammen,  mithin  bleibt 
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Betrachtet  man   die  unabhängige  Yai-iabele  x  immer  als  Ab- 
fidsee,  so  hat  man  jetzt  folgende  Sätze: 

Der  Differentialquotient  eines  Volumens  ist  des- 
sen letzter  Querschnitt;  der  Differeutialquotient  einer 
ebenen  Gurvenfläche  ist  deren  letzte  Ordinate;  der 
Differentialquotient  einer  Gurvenordinate  ist  die 
trigonometrische  Tangente  des  letzten  Berühruugs- 
winkels. 


§.  2. 
Biflbrentiation  der  einfachen  algebraischen  Functionen. 

I.  Differentiation  einer  Constanten.  Wenn  f{x)  für 
jedes  X  denselben  Werth  a  behält,  also  constant  bleibt,  so  ist  auch 
/(jc  -{-  ^ x)  =  a,  mithin  f{x  +  ^ x)  —  f(x)  =  0.  Hier  findet 
bei  abnehmenden  z/x  weiter  keine  Aenderung  statt,  mithin  ist 

1)  -—  =  0  und  rfa  =  0. 

dx 

II.  Differentiation  der  Potenz.  Als  Differenzenquotien- 
ten von  x^  erhält  man  augenblicklich 

^X  ^x  dx 

X 
d  X 

oder,  wenn  zur  Abkürzung =  b  gesetzt  wird, 

X 

/dx  ö 

Wenn  nun  d  x  gegen  die  Null  convergirt,  so  hat  auch  d  die 
Null  zur  Grenze,  und  der  rechter  Hand  stehende  Bruch  nähert  sich 
der  Grenze  fi  (s.  Einl.  IV,  Nr.  9);  daher  ist 

2)  ^^^  =  iixf*-i   wAd(xf^)  =  iixf^-^dx, 

ll  X 

III.  Differentiation  der  Exponentialgrösse.  Als  Diffe- 
renzenquotienten von  a^  erhält  man 


g 


jdx  dx  dx 
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und  daraus  folgt  nach  Formel  8)  in  Abschn.  IV  der  Einleitung 

3)  4r-  =  «"^ 


dx  ^loge 

Gewöhnlich  stellt  man  diese  Gleichung  unter  etwas  anderer  Gre 
stalt  dar.  Man  denkt  sich  nämlich  die  Zahl  e  als  Basis  eines  Systemi 
von  Logarithmen  und  bezeichnet  letztere  mit  einem  blossen  l,  sc 
dass  immer  ß'  ^  =  jer  ist ;  man  hat  dann  auch 

e'«  =  a 

und  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmen  der  Basis  a  nimmt 

la  .  ^loge  =  Hoga  =  1, 
woraus  folgt 

Hiemach  lautet  die  Gleichung  3) 

5)  -^ — -  =  a^la  und  d  (a*)  =  a'la  dx. 

a  X 

Für  a  =  e  wird  diese  Formel  am  einfachsten,  nämlich 

dx 

man  nennt  desswegen  e^  die  natürliche  Exponentialgrösse. 

lY.     Differentiation  des  Logarithmus.     Der  Differential- 
quotient von  logx  ist 

jdlogx lo9{x-\-  ^x)  —  logx \  x  J      1 

^x  /Jx  ^X  X 

X 

dx 
oder,  wenn  zur  Abkürzung mit  8  bezeichnet  wird 

X 

dlogx log  (1  +  Ä)      1 

/^x  8  X 

Wenn  nun  dx  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist  diess  auch  mit 
8  der  Fall,  und  zufolge  dessen  hat  der  erste  Bruch  rechter  Hand 
zur  Grenze  den  Werth  löge  (EinL  IV,  Formel  7);  diess  giebt 

dlogx löge 

dx  X 

Bezeichnen  wir  mit  a  die  Basis  des  hier  vorkommenden  loga- 
rithmischen Systems,  so  können  wir  nach  Nr.  4)  löge  durch 

8)  1^  =  M. 
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ersetzen;   die  Grösse  Ma  heisst  dann  der  Modulus  des  logarithmi- 
schen  Systems  der  Basis  a;  statt  Nr.  7)  haben  wir  jetzt 

9)  ,  =  —  und  d{Hogx)  =  — ^  dx. 
ax  X  X 

Am  einfachsten  werden  diese  Formeln  für  a  =  e  nämlich 

10)  -^ —  =  —  und  dlx  =:^  —  dxi 
dx         X  X 

die  Logarithmen ,  deren  Basis  e  ist,  nennt  man    desswegen  natür- 
liche Logarithmen. 


§.3. 
Differentiation  der  goniometrischen  Functionen. 

Unter  Anwendung  der  bekannten  goniometiischen  Formel 

sina  —  sinß  =  2cos\{a  -\-  ß)  sin  |(a  —  ß) 

erliält  man  für  den  Differenzenquotienten  von  sinu  folgenden  Aus- 
druck 

^ Sinti sin(u-\-  ^u)  —  sinu 2cos(u  +  \^u)sin\du 

du  jdu  ^u 

oder,  wenn  \^ u  kurz  mit  %•  bezeichnet  wird, 

^sinu  ,     ,    -.  sind" 

-^— =.  cos  (u  +  ») -^  - 

Die  Grössen  ^  u  und  0"  convergiren  gleichzeitig  gegen  die  Null, 

^'»^  .       . 

-^  hat  die  Emheit  zur  Grenze  (Einl.  IV,  Nr.  10),  mithin  ist 

,v  dsinu  ,   -   .  , 

1;  — ; —  =  cosu  und  dsznu  =  cosu  du. 

du 

Eine  ganz  gleiche  Behandlung   gestattet  der  Cosinus.      Unter 
Benatzung  der  Formel 

cosa  —  cosß  =  —  2sm;J(a  -f-  ß)  sinl(a  —  ß) 
erhält  man  nämlich  für  l^u  =  0" 

^eosu cos  (u  -{-  ^u)  —  cosu 2  sin  (u-\-}2^u)  sin\^du 

du  /^u  du 

=  —  sm  (u  +  ^) 

and  dnrch  Uebergang  zur  Grenze 

^.  dcosu  •         ji      j  '       ji 

2)  — - —  =  —  smu  oder  dcosu  =  —  stnu  du, 

du 
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Für  die  Secante  hat  man  zunächst 

d  secu sec  (u-\-  ^u)  —  secu cos  u  —  cos  («*  -f-  -^  u) 

^u  /In  cos{^-\- ^u)cosn,^u 

2 sin (u  -\-  l ^  u) sinl  ^ u sin  (u  +  ^)  sin  -O" 

cos  (u  -\-  ^u)  cosu .  ^u       cos  {u  -\-2d')cosu        -9* 
mithin 

j,v  dsecu        sinu     ^      j  o       •       j 

3)  — ; —  =  — —-  oder  dsecu  =  sec^u  stnu  du. 

du  cos'U 

Als  Differenzenquotient  der  Cosecante  ergiebt  sich 
d  cscu        CSC  {u  -\-  /du)  —  CSC  u         sin  u  —  sin  (u  4-  ^w) 


^u  ^u  sin{u-\- /du)sinu.du 

2cos(u-\-\^u) sin \ du  cos (u  +  &)  sin ^ 

sin  {u  -\-  /du)  sinu  ,/du  sin  (w  -|"  2  0")  sin  u       9" 

und  daraus  folgt 

,.  dcscu  cosu      ^       .  .,  , 

4)  — ; —  = T-, —  oder  d  esc  u  •=  —  esc*  u  cos  u  d  u, 

du  sin^  u 

Um  den  Differenzenquotienten  von  tan  u  in  eine  passende  Form 
zu  bringen,  machen  wir  Gebrauch  von  der  Relation 

.  .      a        sin  (a  —  ß) 

tan  a  —  tan  p  = ^^ ~ 

cos  a  cosp 

und  erhalten 

d tan u        tan (u-\-  du)  —  tan u  1  sin d u 

du  du  cos (u  -\-  d u) cos u       du 

Wenn  du  gegen  die  Null  convergirt:  wird  Lim  — :: =   1 

du 

folglich 

-\  dtanu  1         -,       ,.  ,      , 

o )  — j =  — ; —  oder  d  tan  u  =  sec'^  u  d  u. 

du    •       cos'  u 

Mit  Hülfe  der  bekannten  Formel 

cota  -  cotß  =  -  filS^^ 

sina  stnp 

erhält  man  auf  ähnliche  Weise 

dcotu cot (u  -\-  du)  —  cot u 1  5m d u 

du  du  sin (u  -\-  d u) sin u       du 

und  durch  Ueb ergang  zur  Grenze 

i'\  dcotu  1        j      j    ^  i     ^ 

b)  — :; —  = r-r—  oder  dcotu  = —  csc^u  du. 

du  stn^u 


Cap.!  §.4.  Differentiation  der  i:T.l.Eir:i::ii..l-r- F=^vti:i.cs.  il 

§.4. 

Differentiation  der  cycLometziacheB  gunctionftn. 

Zufolge  der  Definition  toh  «i^>cr>  i  xif-hl  ü«  Gleish-ii^ 

die  umgekehrte  Gleichung  nach  &ich : 

si»  n  =  x: 
30S  der  geänderten  Gleichung 

eriiält  man  analo&r 

sin  (m  +  -J  m)  =  X  —  zi  r; 
und  nach  diesen  Bemerkung»!  kann  man  den  DifSwensenquotienten 
voo  armn  x  in  folgender  Form  darsteEen 

zJarcsinx        arcsi»  ix  -^  ^x)  —  arc^in  x 
^  X  jJx 

z/if  1 


sin  (ii  -\-  ^  h)  —  sin  u        sin  iu  —  ^  u)  —  siu  m 

Der  Nenner  des  letzten  Bruches  ist  der  Differenzenquotient  von 
mu  und  geht   in  den  Differentialqnotienten  ojSU  über,  wenn  zf  r 
\ind/Ju  gegen  die  Null  convergiren;  man  hat  daher 
d  arcsi  nx  1  1 


dx  casu         \i^sin'ti 

"fa  weil  sin  u  =  x  Ist 

n       darcsinx              1  ,        .  1  , 

^'       — ; =  ^ , =.      darcstnx  =  ,  ,  dj. 

dx  Vi— X«  Vi— X» 

Da  unter  aresin  x  ein  Bogen  zwischen  —  |  ar  und  +  |  ^r  ver- 
standen wird  und  jeder  Bogen  die^^er  Art  einen  positiven  Cosinus 
'•^t,  so  ist  das  vorkommende  Wurzelzeichen  immer  positiv  zu  nehmen. 
Ein  ähnliches  Yerfahren  wäre  zur  Differentiation  von  arccosx 
Uivendbar,  man  gelangt  aber  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  von  der 
f'tition 

arccosx  =  |3r  —  aresin  x 
('(brauch  macht;  es  ergieht  sich 

^ arccos x arccos  (x  -\-  ^x)  —  arccosx 

dx  dx 

aresin  (x  -\-  dx)  —  aresin  x  d  aresin  x 

dx  dx 
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mithin  auch  beim  Uebergange  zur  Grenze 

d  arccos  x d  aresin  x 

dx  dx 

d.  i. 

^.  d  arccos  X  1  .  1  , 

2)  ; = —  ,y  ,     d arccos X  =  —  , ,.  di 

dx  Vl—x^  Vi— x2 

Um  ferner  die  Function  u  =  arctanx  zu  differenziren ,    gehe 
wir  von  folgenden  vier  Gleichungen  aus 

u  =  arctanx  ,  tanu  =  x 

u  -\-  Ju  =  arctan  (x  -\-  /Ix)  ,    tan  (u -\-  ^ u)  =  x  -{-  ^  x^ 

und  stellen  mit  Hülfe  derselben  den  Differenzenquotienten  von  arctan 
in  nachstehende  Form 

^ arctan x arctan  {x-\-  dx)  —  arctan x 

/dx  dx 

du  1 


tan  (u  -\-  du)  —  tan u        tan  (u-\-  du)  —  tan u 

du 

Der  letzte  Nenner  ist  der  Differenzenquotient  von  tanu  um 
geht  in  den  Differentialquotienten  sec^u  über,  wenn  dx  und  z/^ 
gegen  die  Null  convergiren;  diess  giebt 

d  arctanx 1      1 

dx  sec^u        1  -\-tan^u 

oder,  weil  tan  u  =  x  ist, 

^.  d  arctanx  1  ,       .  1       , 

3) = -—; — -,      d  arctan  x  =  -—, — ::dx. 

dx  1  +  j?2  1  -\-  x^ 

Die  Differentiation  von  arccotx  lässt  sich  mittelst  der  Formel 

arccotx  =  }2yt  —  arctanx 
auf  die  Differentiation  von  arctanx  zurückführen;  man  findet 

,.  d  arccotx  1  ,  ,  1       , 

4)  — -r ==—  :r-- ; — - ,     d arccot X  =  —  ■—-. — -dx. 

dx  1  +  a;2  1  -f-  ^ 

Setzt  man  u  =  arcsec  x  mithin  sec  u=zx,  so  gelangt  man  leicn 
zu  der  Gleichung  j 

d arcsec X arcsec  (x  -{-  dx)  —  arcsec x  i 

dx  dx 

du  1  i 


sec  {u-\-dv)  —  secu        dsecu 

du 
woraus  durch  Uebergang  zur  Grenze  folgt 
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darcsecx 1      1     1 

dx  dsecu  ~  sinu        gecu  Vsec^u^-l 

du  cas^u 

d  L  wegen  sec  u  =  x 

darcsecx  1  _  1  - 

5)         = =     ^  y  ,      darcsecx  =     ,^ =  dx. 

dx  xVx^^l  xVx^—l 

Mit  Hülfe  der  Bektion 

arccscx  =  |«  —  arcsecx 
gelangt  man  endlich  noch  za  der  Formel 

^,     d  arccscx  1  ,  1  ^ 

6)  — = , .  ,    d arccscx  = .  dx, 

äx  xVx^—1  xVx^—1 

Nachdem  hiermit  die  Differentiation  der  einfachen  Functionen 
erledigt  ist,  haben  wir  uns  nun  mit  der  Differentiation  znsammen- 
goetzter  Functionen  zn  beschäftigen. 


§.5. 
Differentiation  der  Aggregate,  Produete  und  Quotienten. 

L  Sind  A  imd  B  Constanten,  u  nnd  v  Functionen  der  nnab- 
^üuigigeii  Yariabelen  o;,  so  bildet  das  Aggregat  Au  -{-  Bv  eine  zn- 
BttnuDeogesetzte  Function  von  x,  welche  u.  A.  die  Summe  u  -^  v, 
^e  IKierenz  u  —  v  und  das  Product  Au  als  specielle  Fälle  in  sich 
entluUt  Die  Aendemng  des  x  hat  gleichzeitige  Aenderungen  von  u 
and  V  zur  Folge  und  es  ist  demnach  der  Differenzenquotient 

^(Au-^-Bv)  _  ^  (t^  +  ^u)  H-  ^  (t^  +  ^v)  —  {Au  +  Bv) 
^x  /ix 

/iu  /i  V 

/MX  /MX 

Je  kleiner  /tx  \s^^  desto  weniger  unterscheiden  sich  die  Diffe- 

it&KDqnotienten  --r—  und  — ^  von  den  entsprechenden  Differential- 

Twtienten,  und  man  kann  daher 

^u  ^    I  ^t?  dv 

'Ji~dx'^*^'  /lx~di'^^ 

^ctxen,  wo  ^  und  ^  nicht  naher  bekannt  sind,  aber  gleichzeitig  mit 
^z  gegen  die  Null  convergiren.     Die  vorige  Gleichung  wird  jetzt 
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und  hieraus  folgt,  indem  man  zur  Grenze  für  verschwindende  ^ 
Qi  und  ^2  übergeht 

.  d{Au  -\-  Bv) A  ^^    \    Tt  ^^ 

dx  dx  dx 

oder  auch 
2)  d  {Au  +  Bv)  =  Ädu  +  Bdv. 

Für  B  =  +  1,  J?=—  1  undJ?  =  0  liefert  die  Formel  dn 
specielle  Gleichungen,  die  man  leicht  in  Worte  fassen  und  als  Regel 
aussprechen  kann. 

Mittelst  derselben  Schlussweise,  die  zur  Formel  1)  fahrte,  g* 
langt  man  auch  zu  dem  allgemeineren  Resultate 

dx  dx  dx  dx 

worin  das  Aggregat  Au  -\-  Bv  -\-  etc.  aus  einer  beliebigen  end 
liehen  Menge  von  Summanden  zusammengesetzt  sein  darf;  für  ein 
unendliche  Menge  derselben  gilt  aber  die  Formel  nicht  ohne  Weite 
res,  weil  es  in  diesem  Falle  fraglich  bleibt,  oh  A  Qi  -^  B  Q^  -{-  Cq 
+  •  •  •  in  inf.  die  Null  zur  Grenze  habe,  wenn  ^i,  p2»  Ps  •  •  •  R^g®' 
die  Null  convergiren. 

Mittelst  der  Formel  3)  kann  die  Differentiation  jeder  zusammen- 
gesetzten Function  ausgeführt  werden,  die  sich  in  ein  Aggregat  ein- 
facher Functionen  auflösen  lässt.     So  hat  man  z.  B. 

d  [(g  +  hxY]  _d[cfi  -\-  ^a^x  +  ^ah'^x'^  +  h^x^l 
dx  dx 

=  -i-^  +  3a26  -^  +  3a62  -^  ^  iz  -^ 
dx  dx     ^  dx  dx 

=  3a26  4-3al;2.2a;    +  6»  .  3a?2 

=  3  6  (a2  +  2ahx  +  h^x'^)  =  Sh  (a  +  hx)^. 
Ein  zweites  Beispiel  ist 


<^") 


_  d  (1  +  a;  +  a?g  +  a;8  -f  ' » '  +  g*  -  ^) 


dx  dx 

^d(l)    ^    d(x)        d{x*)   ^  ^    djx--') 

dx  dx  dx  dx 

=  1     4-    2fl?    H-  •••  +  (w— -1)  a?«-2. 

n.     Sind  wieder  u  und  v  Functionen  der  Variabelen  rr,  so  ha 
man  als  Differenzenquotienten  des  Productes  uv 
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/i  (ttff)  _  (tf  +  ^ti)(r  -»-  ^r)  —  «r 

^x  nx        /MX     ^x 

Die  Grenzwerthe  von  —z—  ,  — ; —  nnd  Ax  sind  der  Reihe  nach 

nx      Zlx 

—  ,  -—  nnd  Nnll;  mithin  wird 
dx     dx 

d(uv)  de    ,      du 

'  aa*  dx  dx 

md 

5)  </(iir)  =  M  dr  -L,  r/ff/. 

Als  Beispiel  diene  der  Fall  w  =  x**,  r  =  x^;  man  erhält 

'U^^l^  =  ot-ßxf'-  t  -^  ^?  «x«-^  =  («-»-  Ä  x«  +  /»-  ^ 

wie  sich  anch  direct  ergiebt,  wenn  x^'x^  in  x""»*  zusammengezogen 
wird. 

IIL     Behufs  der  Differentiation  dra  Quotienten  —   bilden    wir 

n 

zunächst  den  Differenzenqnotienten 


/f;\         V 
\u/        u 


z/r         r              ^r  Zlu 

—         1/  —: r 


-{-  z/tt         u  ^x  /ix 


^x  Ax  (\i  +  -^w)  w 

und  erhalten  durch  Uebergang  zur  Grenze 


6) 


oder 


,/f7\  dv  du 

\u/ dx  dx 

dx  tt* 


7)  ä(^)  =  ^^^-m^. 

Hiernach  ist  z.  B. 


d 


(\^) 


_  (1  -,  g)  (—  nx«  - 1)  —  (1  —  a;«)  (-- 1) 


dx  (1  —  x)« 

1  —  nx*  -  ^  4-  (**  —  1)  X» 

—  —■       (1  ^  xy 

Derselbe  Ausdruck  wurde  schon  in  Nr.  I.  auf  anderem  Wege 
differenzirt;  vergleicht  man  beide  Differentialquotienten  mit  einander, 
so  hat  man  die  neue  Summenformel 
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1  +  2a;  +  3a;«  +  4^3  -f  .  .  .  +  (n  —  l)a;«-2 

1  —  nx^  ~  ^  +  (n  —  l)a;" 

-  (1  -  x)^ 

Ueberhaupt  lässt  sich  aas  jeder  analytischen  Gleichung,  die  eine 
willkührliche  Yariabele  enthält,  immer  eine  neue  derartige  Gleichung 
durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  jene  Yariabele  ableiten. 

§.6. 
Differentiation  der  Functionen  von  Functionen. 

Wenn  e  eine  Function  von  y,  und  y  wieder  eine  Function  von 
X  ist,  so  hat  man  zwei  Gleichungen 

1)  ^=/M,  y  =  9(^)r 
welche  sich  auch  in  die  eine 

2)  e=  f[q>  (x)] 

zusammenziehen  lassen.  Ebenso  kann  umgekehrt  eine  Gleichung  der 
letzten  Art  in  zwei.  Gleichungen  von  der  obigen  Form  zerlegt  wer- 
den, z.  B,  IS  =  log  sin  X  in  £r  =  logy  und  y  =  sinx.  Einer  Aende- 
rung  des  x  entsprechen  nun  Aenderungen  von  y  und  js,  mithin  ist 
nach  Nro.  1) 

^x  jdx  ' 

dafür  kann  man  schreiben 

£±  _/[y  +  ^y\  — /[y] .  ^y 

/ix  /ly  /ix^ 

und  hier  ist  der  Differenzenquotient  von/[^]  ebenso  gebildet,  als 
wenn  y  eine  unabhängige  Yariabele,  mithin  ^y  eine  willkührliche 
Zunahme  des  y  wäre.  Gehen  wir  nun  in  der  vorigen  Gleichung  oder 
in  der  folgenden  mit  ihr  identischen 

^s        jd  e     ^y 

/Ix        /dy     Ax 
zur  Grenze  über,  so  gelangen  wir  zu  der  Formel 

rt^  äz^ dz^    dy^ 

dx        dy     dx^ 
oder 

o\  ,  de     dy      . 

o)  dz  z^  -rr-  '  -r-  '  dx, 

dy     dx 


von  Functionen.  d5 

Am 
Demnach  erhält  man  den  Differentialqnotienten  ^— ,  wenn  man 

dx 

de 

erst  den  DifTerentialquotienten  -j-  so  bildet,  als  wäre  y  eine  unab- 

ay 

dv 
hängige  Yariabele,  nnd  ihn  nachher  mit  -/-  multiplicirt;  die  Werthe 

ax 

de        -%  d  y 
von  -T—  und  -^^  leitet  man  unmittelbar  ans  den  Gleichungen  1)  ab. 

dy  a  X 

In  der  Anwendung  auf  das  Beispiel 

e  =  (a  +  bx*y 

gestaltet  eich   die  Sache  folgendermaassen.     Statt  der  vorstehenden 
Gleichung  schreibt  man  die  beiden  Oleichungen 

nnd  erhält  daraus 

dy       "  dx 

mithin  durch  Mnltiplication  dieser  Differentialquotienten 

-—  =  hnpyf'^^x*^^ 

Cv  X 

oder  endlich,  wenn  man  für  y  und  e  ihre  Werthe  setzt, 

— tii — L LJ.  =  inp  (a  +  hx*)P  ^  *x*  "•  K 

dx 

Bei  mehrfacher  Uebung  in  diesem  Verfahren  wird  man  finden, 
dass  es  nicht  nothwendig  ist,  die  Variabelen  y  und  e  in  Rechnung 
za  bringen,  weil  sie  später  doch  wieder  daraus  verschwinden;  viel« 
mehr  kann  man  diese  Substitutionen  im  Gedächtnisse  behalten  und 
dadurch  eine  wesentliche  Abkünrong  herbeiführen.  Auch  ist  es  be- 
quemer, nicht  gleich  auf  die  Entwickelung  des  Differentialquotienten 
auszugehen,  sondern  vorläufig  erst  das  Differential  der  gegebenen 
Function  zu  suchen.  So  würde  man  bei  dem  vorigen  Beispiele  sa- 
gen: analog  d{yP)  =  py^ "~  '  d y  ist 

d  [(a  +  hx'')P]  =p(a  +  6a;*)P  - 1  d (a  +  bx*) 

=  p  (a  +  hx'')P-'^  hdix"") 

=  p  (a  -^  6a?")'*  ~  *  hnx*  ""  ^dx^ 

was  mit  dem  früheren  Resultate  übereinstimmt 

Als  zweites  Beispiel  diene   die  Differentiation  von  x'.     In  der 
Form  einer  Exponentialgrösse  dargestellt,  ist  dieser  Ausdruck 

SchlOmllcb,  Analytlt.  3 
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nach  der  Regel  d(ev)  =:  e^dy  erhält  man  daraus 

d(x')  =  e'^*d(xlx) 

z=:  e'^^{xdlx  +  Ix  dx) 

=  c*  ''  (x  —  dfa;  4-  lxdx\ 

=  a:*(l  -f-  lx)dx. 

Auf  demselben  Wege  gelangt  man  zu  der  folgenden   kleinei 
Formelsammlung,  welche  später  von  Nutzen  sein  wird: 

dx 


d[-^l(a  +  hx)^ 
^IhJöTTx)] 

4- 

1«! 


{a  -{-  hx) 
ardan 


ßxl 
«  J 


4 


l(ßx  4- V  a«  + /J« a;«) 


ß 


[•  ,  ^     1 

laVa  +  bö^-i 


d 


] 


L     h  Ya  +  hx^- 

d  [xlx  —  a?] 

d  [ —  l  cosu] 

d  \l  sinu] 

[  l        ^     fß  tan  uW 
Y^  aräan[—^)\ 

^r  1      (a  -^^  ß  tanu-sTi 
L2a/J  \a  —  /J  t€mu/\ 


d 


dx 

{a  +  hxy 

dx 
a^  +  ß^x^' 
dx 

a  +  hx^' 
dx 

VcTfTx' 

dx 
Va^  +  /J2aj2' 

xdx 

da? 
V(a  +  hx^y 
xdx 
(a  +h  x^y 
=  Ix  dx, 
=  tcmu  du, 
=  cotu  du, 

du 


a^cos^u  +  ß^sin^u' 

du 
a^cos^u  —  ß^sin^u 
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§.7. 
Anwendonsen  der  Torigen  Formeln« 

I.  Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  bo  liefert  die 
wirkliche  Ansfuhrang  der  durch  (1  4~  ^)^  angezeigten  m  Moltiplica- 
üonen  ein  Resultat  von  der  Form 

1)  (i  -\-  x)^=l  +  Cix  :f  OiX^  -f  CsÄ^  +  .  .  .  +  C« x^ , 

worin  Ci ,  C%^  (^  i  .  .  .  Cm  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Zah« 
iencoefficienten  bedeuten.  Um  sie  zu  bestimmen,  differenziren  wir  bei- 
derseits, und  erhalten 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  1  -{-  o?,  die  Gleichung  1) 
dagegen  mit  m,  dann  sind  die  linken  Seiten  der  beiden  neuen  Glei- 
chungen dieselben,  mithin  müssen  auch  die  rechten  Seiten  gleich 
sein,  d.  h. 

1  Gl  +  (2  Ci  +  1  Ci)x  +  (3  Ca  +  2  Ci)aj«  +  (4  C4  +  3  O«)««  H 

=  f»  -j-  mCiX  -f  m  Ca  fl?*  +  m  Ca  a;'  +  •  •  • 

Die  vorstehende  Gleichung  kann  aber  für  jedes  beliebige  x  nur 
dann  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x  gleich 
sind;  es  ist  daher  der  Reihe  nach 

Ci  =  —  ,  Ca  =  C,  j—  —  -j ^— , 

^  ^   m  —  2         m      m  —  1     m  —  2 

^         ^        3  12  3 

u.  s.  w. 

Durch  Substitution  dieser  Coefficientenwerthe  erhalt  man  aus 
Nro.  1)  die  Gleichung 

2)  (1  +.)«.  =  1  +.^.  +  '^^.«  +  "^~2?"~'^-'+- 

welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 
Exponenten  fuhrt.  Die  darin  vorkommenden  Coefficienten  heissen 
Binomialcoefficienten  und  werden  am  zweckmässigsten  auf  fol- 
gende Weise  bezeichnet: 

(w)o  =  1,  (w)i  =  — ,  {m)i  =       \     2       ' 


(^)^  ^  >»(^  -  1)(^  -  2)  .  .  .  (m  ■-  [A;  -  1]) 
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Setzt  man  x  =  —  und  multiplicirt  beiderseits  mit  a"*,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 
3)    (a  +  6)*»»  ==  (m)oa'»  +  (m)i  a^^-^h  +  (m)2  «•»  -  'b«  -|-   -  •  • 

+  (m)„  _  1  a  6»»  -  1  +  (m)m  h^, 

mittelst  deren  jede  zweitheilige  Grösse  auf  eine  beliebige  ganze  po- 
sitive Potenz  erhoben  werden  kann. 

Die  Gleichung  2)  dient  auch  zur  Berechnung  der  Zahl  ß,    -weini 

X  =  —  genommen  und  m  als  unendlich  wachsende  Zahl  betrachtet 
wird.     Man  erhält  zunächst 

V  +  wV—^l^     1.2+  1.2.3  ^ 

(l_J_)(l_±)...(,_??i^) 
\ m/  \ m  /       \  m     / 

'"^  1.2.  3.. .w  ' 

wobei  die  rechte  Seite  m  -\-  1  Summanden  zählt.      Verstehen   wir 

unter  Ä  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  •<;  m,  so  können  wir  die 

rechte  Seite  in  zwei  Theile  zerlegen,  deren  erster  die  Ä  +  1   ersten 

Summanden  enthält,  während  der  zweite,   welcher  B  heissen  möge, 

den  noch  übrigen  Rest  von  m  —  k  Summanden  umfasst;  dies  giebt 


(■ + i)- 


1,1,  m,\  m  /  \  m  /    . 

==^+T  +  -T72-  + T—2 + 

(i-J_)(i_A)...(i_Lzii) 
(i_±.)(i_A)...(i_±)j     i_i±i 

1  .  2  .  .  .  (fc  +  1)  P  +    A;  +  2     + 

"^  (Ä  +  2)  .  .  .  tM  ) 

In  der  zuletzt  eingeklammerten  Summe  sind  die  Zähler  aller 
Summanden  positive  ächte  Brüche;  setzen  wir  statt  derselben  duixih- 
weg  die  Einheit  und  nehmen  statt  der  Nenner 
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k  +  2,      (Ä  +  2)  (Ä  +  3),  .  .  .        (&  +  2)  (Ä  H-  3)  .  .  .  m 
die  kleineren  Nenner 

t+l,      (A;  +  1)» (A;  +  l)"  -  *  -  1, 

SO  erhalten  wir  zu  viel,  mithin  ist^die  erwähnte  Summe  kleiner  als 

Vfc  +  1/ 


< 


1-^4^  1- 


k  +  1  k  +  1 

Andererseits  beträgt  jene  Summe  mehr  als  Null,  sie  liegt  also 

zwischen  ^ 

0  und  ,  =   — ; 

1   — 


k  +  1 


k  4-  1 

und  kann  folglich  =  «  — - —  gesetzt  werden,  wo  £  einen  nicht  nä- 
Her  bestinmiten  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet;  es  ist  dann 


5)      JJ  = 


x*«*0***A/  tC 


Grehen  wir  nun  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  zur  Grenze  für 
utiendlich  wachsende  m  über,  ohne  die  Zahl  X;  zu  ändern,  und  be- 
röcifiichtigen  die  Gleichungen 

Lim  —  =  Lim  —  =  .•••=  Lim  —  =  0, 
mm  m 

^  gelangen  wir  zu  folgender  Formel 

e  =  1  +  -L  -I 1 U ^ +  Ä, 

^     1     ^1.2^  ^1.2.3...*^ 

1 s^ 

^orin  h  eine  beliebige  endliche  positive  ganze  Zahl  ist  Indem  man 
^  s  einmal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit  setzt,  erhält  man  zwei 
verschiedene  Summen,  zwischen  denen  c  liegt;  weil  aber  R  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann,  wenn  man  k  gross  genug  wählt,  so  las- 
sen sich  jene  Summen  einander  beliebig  nahe  bringen  und  liefern  den 
Werth  von  c  so  genau,  als  man  es  verlangt.    So  ist  z.  B.  ftir  k  =  lO 
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^   +  T  +  1^  +  •  •  •  +1.2.'..  10  =  2.7182818011 

^  =  1.2.\.10  •  iö  =  0.0000000276  •  .. 

mithin  für  6  =  0  und  £  =  1 

2,7182818011  <  c  <  2,7182818287, 
womit  e  auf  sieben  DecimalsteUen  genau  bestimmt  ist. 

II.    Setzt  man  zur  Abkürzung 

cosnu  sinnu 

so  findet  man  sehr  leicht  folgende  zwei  Relationen 

von  den  Werthen  Pq  =  1  und  ^o  =  0  ausgehend,  kann  man  diese 
Formeln  der  Reihe  nach  fürn=:0,  1,2,3,...  anwenden  und 
erhält 

Pi  =  1,  öl  =  tanu, 

Pj  =  1  —  tan'^u,  §2  =  2  tanu, 

Pg  =  1  —  3  tcm^u,  §3  =  3  tanu  —  tan^u^ 

P4  =  1  —  6  tan'^u  +  tan^u,     Q^  =  ^  tanu  —  4  tan^u. 


Die  vorstehenden  Gleichungen  berechtigen  zu  dem  allgemeinen 
Schlüsse,  dass  für  jedes  ganze  positive  m  sein  werde 

'  COS^  u 

=  1  —  Ca  tan'^u  -|-  G^  tcm^u  —  Ce  tan^u  +  ••••, 
-X  ^  sinmu 

=  Gl  tanu  —  C3  tan^u  +  C5  ta/n^u  — 

worin  Ci ,  C2 ,  C3  etc.  gewisse  vorläufig  unbekannte  Zahlencoefficien- 
ten  bedeuten.  Um  diese  zu  bestimmen,  differenziren  wir  jede  der 
vorigen  Gleichungen  und  bemerken  dabei,  dass 

dPm 


=  —  mQm  -^^  mPm  tanu, 


dQfn 


du 

+  mPfn  +  mQ„,tanu, 

=  k  ta/n^  "  *  u  sec^  u 


du 
d  (tan^u) 
du 
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ist,  wie  sich  bei  wirklicher  Aaafölinuig  der  Differentiation  leicht  fin- 
det; wir  erhalten 

8)  —  mP^tanu  +  mQ^ 

=  (^C^ianu  —  4G^tan*u  +  ßC^tan^u •  •  )  sec^u, 

9)  mP„,+  mQ„,tanu 

=  (1  Ci  —  3  Cstan^u  +  bC^tan^u  —  7 Gttan^u  +  •••)  sec^u. 

• 

Mnltipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit   tanu  und    ziehen 

das  Prodnct  von  der  zweiten  Gleichung  ab,  so  bleibt  linker  Hand 

mP.  (1  -\-  tan^u)  z=  mP^  sec^u  übrig,  wobei  sich  der  Factor  sec^u 

liebt;  gleichzeitig  setzen  wir  statt  P„^  den  in  Nro.  6)  verzeichneten 

Ausdruck  und  gelangen  so  zu  der  Gleichung 

10)  m  —  m  C2  tan^u  -}-  mC^ tan^u  —  mCn  tan^u  -t-  .  •  • 
=  1  Gl  ~  (2  Ca  4-  3  Cs)tan^u  +  (4  C4  +  6  C5) ton*u 

—  (eCc  +  7C^)tan•u  +     •  • 

Das  Seitenstück  hierzu  erg^ebt  sich,  wenn  wir  aus  den  Gleichun- 
gen 8)  und  9)  die  Grösse  P^  eliminiren  und  statt  des  übrig  bleiben- 
den Qm  den  in  Nro.  7)  verzeichneten  Ausdruck  setzen ;  es  wird 

11)  m  Ci  tanu  —  mC^tan^u  -|-  mC^tcm^u  —  •  •  • 
=  (ICi  +  2Ci)tmu  —  (3(^  +  4C4)ton«i« 

+  (5C5  +  6C«)ton»u  — 

Vergleichen  wir  nun  wechselweise  in  10)  und  11)  die  Coefficien- 
ten  gleicher  Potenzen  von  tan  u,  so  erhalten  wir 

m     ^         ^  m  —  1         mm  —  1 

C|  =  — ,  q,  =  Ci  — ^—  =  ^ g— , 

^         ^  m  —  2         m      m  —  Im  —  2         . 

(h  =  Ct  —3—  =  ^ 2 3— ,u.B.f: 

woraus  augenblicklich  hervorgeht,  dass  Ci ,  C^,  C3  etc.  mit  dem  Bi- 
Domialcoefficienten  (m)^ ,  {191)2 »  Wa  etc.  identisch  sind.  Demnach  ha- 
ben wir  nach  Nro.  6)  und  7)  folgende  Formeln 

cos  ff ft  Hl 


—  (m)stan*u  + 


^-.  sitimu        ,  .  ,  . 

13)  — — —  =  (m)i  tanu  —  (m)^  tan^u  +  (m\  tan^u  — 
cos    u 

oder  auch  durch  beiderseitige  Multiplication  mit  cos^  u 

14)  cosmu  =  (w)o  cos"»  u  —  (m)^  cos^  "~  ^usin^u 

+  («»)4 CO«*»  -  *u8in^  u  — 


«  •  •  • 
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15)  sinmu  =  (m)i  cos^  ~~  ^usinu  —  (i»)3  cos^  "  ^usin^u 

+■  (m)5 cos^^  ^usin^u  —  •  • 

Diese  Formehi  lassen  noch  einige  Umgestaltungen  zu,  die  wir 
kurz  andeuten  wollen.  Die  Gleichung  14)  enthält  nur  gerade  Poten- 
zen von  sinu,  d.  h.  ganze  Potenzen  von  sin^u  =1  —  cos^u,  man 
kann  daher  den  hinomischen  Satz  anwenden,  indem  man 

sin^^n  =  (1  —  cos'^u)^ 
=  1  —  {k)iC08^u  -f  {k)2COS^u  —  {k)zCOS^u  -f-  •  .  . 
und  A;  =  1,  2,  3  etc.  setzt;  nach  Zusammenfassung  aller  Glieder^ 
welche  gleiche  Potenzen  von  cosu  zu  Factoren  hahen,  gelangt  man 
zu  einem  Resultate  von  der  Form 

16)  cosmu  :=  Aq  cos^  u  -f-  A^  cos"^  ""  ^ ^  ^. ^ 

worin  ^ ,  A%^  A\  etc.  gewisse  constante  Coef&cienten hedeuten,  deren 
Werthe  sich  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  von 
selbst  ergeben.    Schreibt  man  femer  statt  Nro.  15) 

sinmu  •=^  sinu  [(w)i  cos^  ~  ^w  —  (w)3  cos^  "  ^v,sin^u  +  •••]» 
so  ist  innerhalb  der  Parenthese  wieder  die  vorige  Transformation  an- 
wendbar und  fuhrt  zu  einem  Resultate  von  folgender  Form 

17)  sinmu  =  sinu  [Bx  cos^  ~  *  w  +  ^3  cos^  ~  ^u  +  •  •  •  •]* 
Will  man  die  Cosinuspotenzen  in  Sinuspotenzen  umsetzen,  so 

braucht  man  nur  u  =  \n  —  v  za  substituiren,  doch  hat  man  dann 
linker  Hand  gerade  und  ungerade  m  zu  unterscheiden. 

^  §.  8. 

Zusammenhang  zwischen   einer  Function  und   ihrem  Diffe- 

rentiälquotienten. 

I.  Wie  in  §.  1,  Formel  3)  bezeichnen  wir  mit  Q  den  Unter- 
schied zwischen  dem  Differenzenquotienten  und  dem  Differentialquo- 
tienten einer  Function  /(ic),  wir  setzen  also 

wo  p  zwar  nicht  näher  bekannt  ist,  aber  gleichzeitig  mit  dx  gegen 
die  Null,  convergirt.  Eben  desswegen  lässt  sich  auch,  wenn  ^dx  hin- 
reichend klein  genommen  wird,  Q  so  weit  verringern,  dass  sein  abso- 
luter Werth  weniger  als  der  absolute  Werth  von  f{x)  beträgt;  für 
noch  kleinere  ^x  findet  diese  Ungleichung  um  so. mehr  statt  wegen 
der  weiteren  Abnahme  des  Q.     Die  rechte  Seite   der  obigen  Glei- 
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chimg  hat  jetzt  dasselbe   Vorzeichen  wie/'(a;),  mithin  kommt   das 
Dämliche  Vorzeichen  auch  der  linken  Seite   zu.     Ist  nun  /'  (x)  und 
daher/' (x)  -|-  Q  positiv,  so  folgt,  z/aj  immer  als  positiv  vorausge- 
setzt, dB88f(x  -\-  jdx)^f(x)  sein  muss;  in  diesem  Falle  entspricht 
der  grosseren  Variabele  ein  grösserer  Functionswerth.     Wenn  da- 
gegen/' (a?),   mithin  auch  /'(x)  +    Q  negativ   ist,   so  ergiebt  sich 
/{/ -f  ^  ^)  <C/(^)»  ^öd  hier  gehört  zur  grösseren  Variabele  ein 
kleinerer  Functionswerth.  Man  hat  daher  folgenden  Satz:  Je  nach- 
dem der  Differentialquotient  einer  Function  das  positive 
odernegative  Vorzeichen  besitzt,  ist  die  Function  selber 
im  Wachsen  oder  im  Abnehmen  begriffen,  und  umgekehrt. 
Hieraus   erklärt  sich  z.  B.,  warum   der  Differentialquotient  des 
Sinus  positiv,  der  des  Cosinus  negativ  ist,  wenn  der  Bogen  im  ersten 
Quadranten  liegt. 

n.  Wir  betrachten  femer  die  Function  q)  (x)  als  endlich  und 
continuirlich  von  x  =  a  bis  x  =  h,  und  setzen  voraus,  dass  ihre 
Derivirte  g>'(x)  die  nämliche  Eigenschaft  besitze;  durchlauft  nun  x 
das  genannte  Intervall,  so  wird  (p'  (x)  das  eine  Mal  einen  grössten 
Werth  M*,  ein  anderes  Mal  einen  kleinsten  Werth  N'  annehmen,  mit- 
hin ist  innerhalb  jenes  Intervalles 

q>'  (x)  —  M*  negativ,         q>'  (x)  —  N'  positiv. 

Andererseits  lässt  sich  (p'  (x)  —  M'  als  Differentialquotient  von 

u  =  (p(x)  —  9?  (»)  —  (x  —  a)  "M! 

hetiachten,  ebenso  9'  {x)  —  JV'  als  Differentialquotient  von 

V  =  g)(x)  —  q>(a)  —  (x  —  a)  N\ 

nnd  nim  folgt  aus  dem  in  Abschn.  L  bewiesenen  Satze ,  dass  u  eine 
abnehmende,  dagegen  v  eine  zunehmende  Function  ist.  Für  x  =  a 
verschwinden  diese  Functionen ;  demnach  fängt  u  seine  Abnahme  mit 
dem  Werthe  u  =  0  an  und  muss  folglich  immer  negativ  sein;  v  be- 
ginnt sein  Wachsthum  mit  v  =  0  und  ist  daher  positiv.  Dies  gilt 
Ton  jr  =  a  bis  x  =  h,  mithin  ist  auch 
jj  I     (p(b)  —  q>(a)  —  (6  —  a)]^  negativ, 

I     (p(b)  —  9?  (a)  —  (b  —  a)]^  positiv. 
Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

fo  =  €p(b)  —  q>(a)  —  (6  —  a)  q)'(x) 
die  Variabele  x  das  Intervall  x  =  a  his  x  =  h  durchlaufen,  so  er- 
reicht q>'(x)  einmal  den  Werth  M*,  ein  anderes  Mal  den  Werth  N*; 
im  ersten  Falle  wird  w  negativ,  im  zweiten  positiv.     Dieser  Ueber- 
gaag  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  continuirlichen  Func- 
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tion  nur  mittelst  Durchganges  durch  den  Werth  w  =  0  möglich 
zwischen  a  und  b  muss  es  daher  wenigstens  einen  speciellen  Wertl 
0?  =  I  geben,  für  welchen  w  =  0  oder 

9(&)-  9(a)  =  (6--a)9'(Ö 
wird.      Dass  a  <^  |  <  ^  ist,  kann  man  durch  die  Gleichung  |  = 
a  -\-  d'(b  —  a)  ausdrücken,  wenn  man  unter  -ö*  einen  nicht  näher  be 
kannten  positiven  ächten  Bruch  versteht;  die  vorige  Gleichung  lautet 
dann: 

2)  9(6)  —  9(a)  =  (&  —  a)  9'(a  +  -e-  0  —  a]),  0  <  -^  <  1 
oder  auch,  wenn  h  =  a  -\-  h  gesetzt  wird, 

3)  (p(a  +  h)=:  q)(a)  +  h<p'(a  +  d'h),  0  < 'S"  <  1 

wobei  jede  der  Functionen  9?  (x)  und  9)'  (x)  endlich  und  stetig  blei 
ben  muss  von  x  ^=  a  bis  x  =  h. 

Die  Wichtigkeit  der  Formel  2)  wird  es  rechtfertigen,  wenn  wii 
einen  zweiten  Beweis  derselben  mittheilen,  welcher  noch  einfacher  isi 
und  die  Kenntniss  des  in  Abschn.  I.  entwickelten  Theoremes  nichl 
voraussetzt.  Denken  wir  uns  die  Differenz  h  —  a  in  n  gleiche  Theili 
getheilt  und  bezeichnen  wir  einen  solchen  Theil  mit  d,  so  ist 

8  = ,        h  —  a=rnö,        h  =  a  -{-  nd 

n 

und  identisch 

y(b)  ~  y(fl)     _       <3P(fe)  —  <3P(a) 
h  —  a  nd 

_    1  l^>(a  +  ^)  —  y(g)    ,    (p(a  +  28)  --  (p(a  +  8)  , 
-  VL  8  +  8  +    ■* 


q)(a  -{-  n8)  —  g)(a  -\-  n  —  1^) 

+ 8 : 

In  Worten  heisst  dies:  der  Quotient         , ist  dasarith 

h  —  a 

metische  Mittel  aus  den  n  Werthen,  welche  der  Differenzenquotien 

fp{x  -\-  8)  —  {p{x) 
8 
annimmt,  wenn  der  Reihe  nach 

X  =^  a^     <*  +  *>    a  +  2ö,  .  .  .  .    a  -\-  (n  —  1)8 
gesetzt  wird,  oder,  wenn  x  das  Intervall  a  bis  &  —  d  in  Absätzei 
von  d  zu  d  durchläuft.     Das  arithmetische  Mittel  aus  mehreren  Zat 
len  liegt  immer  zwischen  der  kleinsten  und  grössten  derselben;  bc 
zeichnen  wir  daher  mit  M  den  grössten  und  mit  N  den  kleinste 


uud  ihrem  Differentialquotienten. 


43 


Werth,  welchen  der  genannte  Differenzenquotient  erreicht,  wenn  x 
Dch  aof  die  vorgeschriebene  Weise  ändert,  so  ist 

0  —  a 
Bei  unendlich  wachsenden  n  convergirt  ö  gegen  die  Null,  und 
dann  durchläuft  x  stetig  das  Intervall  a  bis  b;  der  Differenzenquo- 
tient wird  zum  Differentialquotienten,  M  geht  über  in  M\  N  in  N*, 
Tind  die  vorige  Ungleichung  lautet  jetzt 

(p(h)  —  q)(ä) 


M'> 


>  IT. 


J)  —  a 

Dies  ist  einerlei  mit  Dem,  was  unter  Nro.  1)  gefunden  wurde; 
die  übrige  Schlussweise  bleibt  dieselbe. 

Der  gewonnene  Satz  kann  auf  verschiedene  Weise  geometrisch 
interpretirt  werden,  je  nachdem  man  (p  (x)  als  die  zur  Abscisse  x  ge- 
hörende Ordinate  einer  ebenen  Curve,  oder  als  die  über  der  Abscisse 
/  stehende  Fläche  einer  anderen  Cur?e,  oder  als  Volumen  betrachtet. 
Wir  wollen  die  erste  Voraussetzung  genauer  untersuchen. 

Yjg,  7,  In  Fig.  7  sei  die  ebene  Curve 

CPDdurch  die  Gleichung  y =9(3;) 
bestimmt,  OÄ  =  a,  OJ?  =  6, 
AB  =h  —  a=Ä,  ÄC=iq) (a), 
BD  =  q)(h)  =  q)(a  +  /(),  end- 
lich CE  parallel  und  gleich  AB; 
man  hat  dann  einerseits  DE = BD 
—  AC  =  q)(b)  —  q)  (a),  ande- 
X  rerseits  DE  =  CE  -  tan  D  CE, 
mithin 

9(a  -f  Ä)  —  q)(a)  =  h  tanDCE. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Curve  von  C  bis  D  ununter- 
brochen verläuft  und  dass  die  Tangente  an  derselben  ihre  Richtung 
stetig  ändert,  wenn  der  Berührungspunkt  den  Bogen  CD  durchläuft, 
giebt  es  jedenfalls  eine  zur  Sehne  CD.  parallele  Tangente,  deren  Be- 
rährongspnnkt  P  zwischen  C  und  D  liegt;  es  ist  dann  Z.  DCE 
=  Z.FTM=xmid 

q)(a  -\-  h)  —  q)(a)  =  h  tont. 

Für  OJIf  =  I  ist  weiter  tont  =  ^'(D  =  q>\a  +  AJSif),  nnd 
^  AM  einen  Bruchtheil  von  AB  ausmacht,  so  kann  AJIf  =  &h 
gesetzt  werden.  Nach  diesen  Substitutionen  geht  die  vorige  Glei- 
chung in  Nro.  3)  über  und  bedeutet  geometrisch ,  dass  es  im  Allge- 
meinen zu  jeder  Sehne  einer  Curve  eine  parallele  Tangente  giebt. 


0 
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Nicht  üherfiüssig  ist  es,  sich  von  den  Ausnahmen  zu  üherzeu^^en, 
Yig,  8.  welche  dieser  Satz  erleidet,  wenn  entweder 

(p(x)  oder  (p'(x)  oder  beide  Functionen 
discontinuirlich  werden.  So  erkennt  man 
augenblicklich  aus  Fig.  8,  dass  der  Satz 
nicht  mehr  richtig  zu  sein  braucht,  'wenn 
die  Curve  von  C  bis  D  durch  imaginäre 
Ordinaten  unterbrochen  ist.  Setzen  Mrir 
ferner  voraus,  dass  (p(x)  zwar  reell,  aber 
discontinuirlich  zwischen  x  =  a  und  x  =  h,  dagegen  93'  (x)  conti- 
nuirlich  sei,  so  besteht  die  Curve  aus  zwei  nicht  zusammenhängenden 
Bögen  C  H  und  KD,  wobei  die  Tangenten  in  H  und  K  parallel  lau- 
fen (Fig.  9);  auch  hier  giebt  es  keine  zu  CD  parallele  Tangente,  de- 
ren Berührungspunkt  zwischen  C  und  D  fällt.  Im  dritten  Falle,  wenn 
nämlich  9>  (o;)  continuirlich,  aber  (p'(x)  discontinuirlich  ist,  erleidet  zwar 
die  Curve  keine  Unterbrechung,  dagegen  ändert  die  Tangente  ihre 
Lage  sprungweise  zwischen  CundD  (Fig.  10),  d.h.  sie  geht  in  einem 
.    Fig.  9.  Fig.  10. 


yj 


Punkte  Q  plötzlich  von  G  H  nach  G  K  über,  wodurch  die  Curve  eine 
Spitze  erhält.  Wiederum  gilt  hier  der  Satz  nicht,  da  eine  Parallele 
zu  CD  zwischen  GUxm^  GK,  etwa  nach  GJ,  fallen  kann  und  dann 
keine  Lage  der  Tangente  darstellt.  Sind  endlich  (p(x)  und  9>'(jr) 
gleichzeitig  discontinuirlich,  so  erhält  man  eine  ähnliche  Figur  iv^ie 
Nro.  9),  nur  sind  in  diesem  Falle  die  Tangenten  in  H  und  K  nicht 
parallel;  die  Folgenmg  bleibt  aber  dieselbe. 

Behufs  einer  zweiten  geometrischen  Deutung  denken  wir  uns 
(p(x)  als  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  einer  Curve;  die 
Gleichung  der  letzteren  ist  dann  y  =  q)'  (x),  und  die  Formel  2)  ent- 
hält nun  den  unmittelbar  klaren  Satz,  dass  die  über  der  Strecke  A.  B 
stehende  Fläche  als  ein  Rechteck  angesehen  werden  kann,  welches 
AB  zur  Basis  und  eine  mittlere  Ordinate  zur  Hohe  hat.  Aehnlich 
gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  fp{x)  als  ein  Volumen  be- 
trachtet wird. 


und  ihrem  Differentialquotienten.  45 

Trotz  ihrer  Einfachheit  ist  die  Formel  2)  doch  eine  sehr  wich- 
tige, die  viele  Anwendungen  gestattet.  Hier  nur  eine  derselben.   Für 

fp(x)  =  logx  wird  fp* {x)  =  — ^,  mithin 

X 

log(a  -\-  h)  —  Joga  =  h 


a  +  d'h' 

setzt  man  an  die  Stelle  des  ächten  Bruches  d"  das  eine  Mal  die  Ein- 
bell,  das  andere  Mal  die  Null,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Unglei- 
chimgen 

hloge 


a  +  h' 

h  löge 


4)  log  (a  +  Ä)  >  log  a  -f 

5)  log(a  +  Ä)  <  loga  -f 

Bei  grossen  a  und  kleinen  h  können  diese  Formeln  zur  Berech- 
nung von  log  (a  -^  h)  dienen,  wenn  log  a  bekannt  ist.  Wollte  man 
z.  B.  eine  bis  zur  Zahl  100000  gehende  Tafel  der  Brigg'schen  Loga- 
rithmen erweitem  und  etwa  Zo^  100003  berechnen,  so  hätte  man  nach 
dem  Obigen 


log  100003  >  5  + 
log  100003  <  5  -f 


3  .  0,43429448 
100003 

3  .  0,43429448 
100000 


oder 

%  100003  >  5,000013028,         Zo^  100003  <  5,000013029; 
beide  Zahlwerthe  stimmen  in  8  Decimalen  überein,   daher  ist,  mit 
Bäckfiicht  auf  die  neunte  Stelle 

log  100003  =  5,00001303 
zu  setzen,  wie  man  auch  in  grösseren  Tafeln  angegeben  findet. 

III.  Durch  Verallgemeinerung  der  Schlüsse,  welche  zu  Formel  2) 
fahrten,  kann  man  noch  weiter  gehende  Resultate  erreichen.  Sind 
2.  B.  q>(x)j  (p'(x),  ^(ic)  und  i^' (x)  Functionen,  die  von  rc  =  a  bis 
X  -=  b  endlich  und  stetig  bleiben,  und  deren  letzte  innerhalb  des 
genannten  Intervalles  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe  be- 

atzt,  BO  ändert  sich  der  Quotient    .,)  (  continuirlich  von  aj  =  a bis 

j  =  5;  sein  grösster  Werth  innerhalb  dieses  Intervalles  sei  M*,  sein 
kleinster  N\  so  ist 
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ferner  wegen  des  positiven  ^'  (x) 

(p'  (x)  —  Jf '  ^'  (x)  negativ,         tp'  (x)  —  N*  if'  (x)  positiv. 

Der  erste  Ausdruck  kann  als  DifiPerentialquotient  von 
u  =2  q)(x)  —  q>(a)  —  M^  [t  (^)  —  t  («)] 
angesehen  werden,  der  zweite  als  Differentialquotient  von 
V  =  q)(x)  —  9  (a)  —  JV'  [tl^  (x)  —  ^  (a)], 
und  wie  in  Absch.  I.  überzeugt  man  sich  leicht,   dass  u  eine  abneh- 
mende und  negativ  bleibende  Function  ist,  dagegen  v  eine  wachsende 
und  positive;  daraus  folgt 

q>(b)  —  q)(a)  —  Jlf  [^(5)  —  ^(ö)]  negativ, 
(p(p)  —  (p(ä)  -—  N^  [^  (t)  —  ^  (a)]  positiv. 

Da  ferner  ^'  (x)  als  positiv  vorausgesetzt  wurde ,  so  ist  ^  (x) 
eine  wachsende  Function ,  ip  (b)  —  ^  (a)  positiv  und  nach  dem  Vo- 
rigen 

y(b)-y(a)  ^  j^, 

Lässt  man  in  dem  Ausdrucke 

y(5)  —  y(a)    __    ip'{x) 

X  das  Intervall  a  bis  &  durchlaufen,  so  ändert  sich  der  Quotient  rech- 
ter Hand  stetig,  erreicht  einmal  den  Werth  M\  ein  ander  Mal  den 
Werth  N'  und  wird  demnach  einmal  grösser  und  einmal  kleiner 
als  der  links  stehende  Quotient;  es  giebt  daher  zwischen  a  und  b  we- 
nigstens einen  Werth  x  =  ^  oder  x  ^=  a  -^  d'(b  —  a),  für  welchen 
die  Gleichheit  beider  Quotienten  eintritt,  nämlich 

q>(P)  -  y(a)  _  (p'(a  +  »jh  ~  a])       ^  ^  ^  ^  , 
^        t(h)  —  t(a)  ~  *'(«  +  ^IP  —  a]y     ^^'^^  ^» 

oder  für  b  —  a  =  Ä, 

.        y(a  +  h)  —  y(fl)  _  (p'ja  +  »h)       ^  ^  o.  ^  , 
^        ^(a  +  Ä)  —  *(a)  ~"  ^'(a  +  d'h)'     "  ^  -"  ^  ^• 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  auch  durch  folgende  Betrach- 
tung.    Wenn  wie  früher 

d  = ,  mithin  b  =  a  4-  n  d 

n 

gesetzt  wird,  und  wenn  femer  (p  (x)  und  ^  (x)  von  rc  =  a  bis  a?  =  6 
endlich  und  durchaus  eindeutig,  d.  h.  continuirlich  bleiben,  so  hat 
man  zunächst  die  identische  Gleichung 
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^  9>(b)  —  y(a)  ^ 
^       ♦(&)  —  *(«)  

yfa-f  (f)  —  y(a)-4-y(a-f-2J)  ~  y(a+<y)  H h  y(fl  +  i^T)  —  y{q  +  w— l(f) 

i?fa+<r)  — i/;(a)+V<a+2(f)— -V<a+.ir)-| hu<a+iMf)  — c<a+ii^<r)' 

wobei  sowohl  im  Zähler  als  im  Nenner  n  Summanden  stehen ,  wenn 
jede  Differenz  als  ein  Summand  gerechnet  wird.  Hier  lässt  sich  der 
bekannte  Satz  anwenden,  dass  der  Werth  des  Quotienten 

Fl  +  F,  H-  F3  -I +   F. 

^1  +  Wi  4-  Wi  +  .  -  .  +  TT, 
zvisciien  dem  grössten  and  kleinsten  der  dnzelnen  Quotienten 

Vi  F,  V,  F. 

liegt,  fJBUB  Wi,  W2,  ...  TT«  sammtlieh  positiv  sind*).  Die  letzte 
Bedingung  ist  hier  erfallt ,  wenn  ^  (x)  eine  wachsende  Fonction  von 
/  bedeatet,  und  anter  dieser  Y oraossetzung  liegt  nun  Q  zwischen  dem 
gröflsten  und  kleinsten  der  Quotienten 

y(a  +  g)  —  y(a)  y(g  +  23)  —  y(a  +  S) 

♦  («+  «)-♦(«)'  *(«+  2d)-*(a  +  d)•'*•■•'^• 
lb.  Q  bildet  eine  Mittelgrösse  zwischen  den  n  Werthen,  welche 
der  Quotient 

y(x  4-  3)  —  y(a:) 

y(a;  +  ^  —  y(a?) 8 

i^ix  +  ö)^t(x)    ~  tix  +  S)  —  i^{x) 

d 

««inmBt,  sobald   a;  die  n  Werthe  a,    a  +  8,   a  +  28, 

">(>•—  1)  o  erhält.     Bei  unendlich  wachsenden  n  wird 

q>(x  -\-  S)  —  q>(x) 

Zi  J  _   5/^ 


*)  Der  grösste  der  genannten  Quotienten  sei  üf,  der  kleinste  N; 
*«n  bat  dann 

"»<i durch  Multiplication  mit  den  positiven  Factoren  TTj,  TTa,...  TT. 
^^1  >  F,  >  NWj^y       MW2  >  Fa  >  jVTTa  u.  s.  w. 
Indem  man  diese  üngleichongen  addirt  und  nachher  mit  TFi  +  W^ 
H"  IF,  dividirt,  erhält  man 

^  Wt-^-W,-\ j.  ^   >  Ä,  w.  z.  D.  w. 


48  Cap.  L    §.  9.    Differentiation  der  Functionen 

und  es  ist  nun  Q  eine  Mittelgrösse   zwischen  den  onendlich  yi< 

Werthen ,  welche   ,,)  (  annimmt,  sobald  x  das  Intervall  a  bis h  s 

tig  durchläuft.     Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  einer  dieser  Wer 
etwa  der  für  x  =  ^  =  a-^d'(h  —  a)  eintretende,  dem  Quot: 

OD  (x\ 

ten  Q  gleichkommen  muss,  wofern  sich  tjj-4  continuirlich  ändert' 

a:  =  a  bis  x=b,  üebrigens  kann  hierbei  ^'(a)oder  ^'(&)  versehe 

den,  denn  es  wird  dadurch  die  Continuität  von    ,,;  .    innerhalb  ( 

W  (x) 

Intervalles  a  bis  h  nicht  gestört. 

Den  für  ^  (x)  und  ip'  (x)  angegebenen  Bedingungen  genügt  z. 
die  Fuijction 

tlf(x)  =  5^  —  (6  —  x)P,  ^'(a;)  =p(h  —  x)p'-  \ 

bei  welcher  in  der  That 

^'  (^)        p(h  —  x)P-^ 
continuirlich  bleibt,  so  lange  x  die  Stelle  x  =  h  nicht  überschreit 
und  (p'(x)  continuirlich  ist;  man  erhält  in  diesem  Falle  aus  Nro.  6 

Für  den  speciellen  Werth  ^  =  1  geht  diese  Gleichung  in  d\ 
früher  unter  Nro.  2)  entwickelte  Formel  über. 


§.9. 
Differentiation  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

I.     Wenn  /g  als  Function  der  beiden  xmabhängigen  Yariai 
x  und  y  betrachtet  und 

1)  ^—fi^.y) 

gesetzt  wird,  so  sind  drei  verschiedene  Aenderungen  zu  untersi 
den;  es  kann  nämlich  entweder  x  allein  geändert  werden,  währei 
constant  bleibt,  oder  man  lässt  y  bei  constanten  x  sich  ändern, 
endlich,  man  setzt  voraus,  das  x  und  y  gleichzeitige  Aenderungen 
leiden.  Begreiflicherweise  ändert  sich  z  in  jedem  Falle,  da  aber 
Aenderungen  verschieden  sein  können,  so  bedarf  es  einer  Unterscl 
düng  derselben,  und  zwar  nennt  man  die  erste  die  partielle  Aei 
rung  von  z  nach  x^  die  zweite  die  partielle  Aenderung  nach  y 


I 


mehrerer  Variabelen. 
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(üeletste  die  totale  Aendenmg  des  e  (nadi  x  and  f).     Di«Be  dni 

Aendemiigea  kuui  man 
*^^^*  ^^  sich  leicht  Tennschaiili- 

chen,  wenn  man  die  Glei- 
chung 1)  als  Gleichung 
einer  auf  rechtwinklige 
Cocurdinaten  belogenen 
FUche  beizachtet,  etwa 
wie  in  Fig.  11,  wo  OM 
=  x,  MN=y,NP  =  e 
ist.  Läset  man  hier  x 
allein  mn  z/x  =  MMi 
wachsen,  so  rückt  JV  nach 
Ni^  P  bewegt  sich  auf 
dem  Durchschnitte  der 
Flache  mit  der  Ebene 
PNNi  nnd  erhalt  die  neue 
Lage  P| ;  der  Aendenmg 
^  X  entspricht  daher  die 
partielle  Aendenmg 

Jz^:c)  =  Pi  Qi  =f(x  +  ^a?,  y)  — /(a;,  y). 

Wenn  zweitens  y  allein  um  /Jy  =  NN^  zunimmt,  so  rückt  P 
parallel  zur  Ebene  y  e  auf  der  Fläche  fort,  etwa  bis  P^ ,  und  es  ist 
i^e  zugehörige  partielle  Aendenmg 

^z^^  —  P2Q2  =fix,  y  +  ^y)  —fix,  y), 
im  Fall  endlich  x  mn  ^x,  mad  gleichzeitig  y  um  jd  y  zmummt, 
gelugt  N  nach  ^3,  P  nach  P^  und  es  entsteht  die  totale  Aendenmg 

Was  nun  die  partiellen  Aendemngen  betrifft,  so  sind  dieselben 
«iir  leicht  zu  behandeln.     Der  Differenzenquotient 

^^(x)  _  fix  +  dx,  y)  —fix,  y) 
dx  dx 

^nämlich  ganz  so  gebildet,  als  wäre  y  eine  Constante,  und  es  be- 
wf  daher  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  vwschwindende  /Jx  nur 
^^  Zeichens,  dass  x  hier  als  alleinige  Yariabele  angesehen  wurde. 
'öf  den  Grenzwerth  linker  Hand,  d.  h.  fiir  den  partiell  nach  x  ge- 
kommenen Differentialquotienten,  benutzt  man  eins  der  Zeichen, 

dx' 


dx 


m 


'^D  denen  das  letzte  am  bequemsten  ist;    den  Grenzwerth  rechter 

^cblOmilch,  Analyais.  4 


50  Cap.  I.    §.  9.    Diflferentiation  der  Functionen 

Hand,  d.  h.  die  partiell  nach  x  derivirte  Function,  bezeichnet  man  mi 
f*  (^ )  y)t  ui^d  hat  nun 

^=/T(aJ,  y) 
ox 

oder 

2)  d^z  =zfi,{x,y)  .dx. 

Dem  entsprechend  ist  für  das  zweite  partielle  Diflferential 

So  erhält  man  z.  B.  aus  . 

y  ' 

g  =  arctan  — 

X 

nach  den  gewöhnlichen  Regeln  die  beiden  partiellen  Diflferentiale 

Was  endlich  die  totale  Aenderung  betrifft,  die  man  schlechthin 
mit  z/jer  zu  bezeichnen  pflegt,  so  kann  man  dieselbe  in  folgender 
Form  darstellen 

^  dx 

^y 

und  es  ist  nun  zu  untersuchen,  welchen  Grenzen  sich  die  vorkommen- 
den Quotienten  bei  gleichzeitig  verschwindenden  ^x  und  ^y  nä- 
hern. Beachtet  man,  dass  der  Zähler  des  ersten  Quotienten  ebenso 
gebildet  ist,  als  wenn  y  4~  ^y  constant  und  nur  x  um  /Ix  geändert 
wäre,  so  erhellt  augenblicklich  die  Anwendbarkeit  der  Formel  2) 
des  vorigen  Paragraphen  und  dann  hat  man  für  a  =  x,  h  =  ^x 

f(x  +  Jx,  y  +  dy)  =f(x,y+Jy)  +  ^xfi(x  +  d'Jx,y  +  Jy\ 

mithin  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende 

5)  ^z  =fi(x  +  ^^x,  y  +  ^y)  .  Jx 

,  f(x,  y  +  ^y)  —  fjx^y)  ^^, 

^^^~ 

Bei  verschwindenden  ^x  und  /iy  wird  nun 

lÄmflix  +  %^x,  y  +  /ly)  =fx{^^  y\ 
^^my  +  Jy)^- f(x,y)  ^^,^^^  ^^^ 

mithin  aus  der  vorigen  Gleichung 

6)  dz  —fi{x,y)  .  dx  -{■  fi(x,y)  .  dy 


oder 

7) 


mehrerer  Variabelen. 


,  9^,       .     de ^ 
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Statt  der  Gleichung  6)  kann,  den  Formeln  2)  und  3)  zufolge, 
such  geschrieben  werden 

8)  dz  =  Z^z  +  8yjer, 

und  ee  liegt  hierin  der  Satz,  dass  das  totale  Differential  einer  Func- 
tion gleich  ist  der  Summe  ihrer  partiellen  Differentiale. 

Der  geometrische  Sinn  dieses  Resultates  erhellt  aus  folgender 


Fig.  12. 


Betrachtung.  Denkt  man  sich 
in  der  Gleichung  z  •=:  f{x^y) 
vorerst  y  als  constant,  so  hat 
man  die  Gleichung  der  Curve 
PPi,  in  welcher  die  Fläche 
von   der  Ebene  PN Ni  \\  xz 

geschnitten  wird,  daher  ist  •^— 

öx 

die  Tangente  des  Winkels 
QiPTi  (Fig.  12),  welchen  eine 
durch  P  an  die  Curve  PPi  ge- 
legte berührende  Gerade  mit 
der  a;-Achse  einschliesst.  Aus 
ganz  ähnlichen  Schlüssen  folgt, 


cz 


<J«BT-die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  Q^PT^  dar- 
stellt, welchen  die  Tangente  am  Schnitte  PP2  mit  der  «/-Achse  bil- 
det   Es  gelten  daher  die  Gleichungen 


«•^^  =  |^^ft' 


ftr,  =  |ipft. 


Durch  die  Tangenten  P  Ti  und  P  T^  kann  man  eine  Ebene  le- 
gen, welche  von  P3  Q^  in  einem  Punkte  T3  geschnitten  wird;  das 
Viereck  P  2\  Tz  T%  ist  dann  ein  Parallelogramm,  und  wenn  man  noch 
^!^||PQi  zieht,  so  erhält  man  die  congruenten  Dreiecke  T2  U  T^ 
^PQi  Ti,  mithin  T3  CT  =  Ti  ^i.     Dies  giebt 

«3  Ta  =  T3  er  +  UQz=  QiTi  -^  ft  Ti. 

Je  kleiner  nun  P  Q^  und  P  Q3  genommen  werden,  um  so  näher 
räckt  P,  an  Ti ,  Pj  an  T^^  P^  bh  T^^  um  so  genauer  gelten  daher 
auch  die  Beziehungen 

4* 
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de  ^^  ^  ^         de  ^^ 

QsPs  =  QiPi  +  ftPa; 

diese  sind  identisch  mit  den  Gleichungen  2),  3)  tmd  8),  weil  ein  ge- 
gen die  Null  convergirendes  PQi  mit  dx^  ebenso  P  Q2  mit  (2 j^  be- 
zeichnet werden  muss  und  QiPij  QqP^j  Qz^b  die  entsprechenden 
Zunahmen  dx^i  dyZ^dz  darstellen.  Mit  einem  Worte:  je  näher  die 
Punkte  P] ,  P2 ,  P^  dem  Punkte  P  liegen ,  um  so  eher  ist  es  erlaubt, 
P]  und  P3  als  Punkte  der  Tangenten  P  Ti ,  P  T2 ,  und  P3  als  einen 
Punkt  der  anschliessenden  Ebene  T\  P  T%  zu  betrachten.  In  der  That 
wird  sich  in  Cap.  IIL  zeigen,  dass  diese  Ebene  die  Fläche  berührt. 

IL  Bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  gestaltet  sich  die  Sache 
sehr  ähnlich.     Aus 

u  =  F(x,y,z) 

erhält  man  für  die  totale  Differenz 

^u  =  F(x  +  Jx,  y  +  Jy,  z  +  /Hz)  —  F{x,  y,  z), 
wofür  geschrieben  werden  kann 

^^  __  F{x  +  Jx,y  +  dy,z  +  dz)  —  F{x, y  +  Jy,z  +  Jz) ^ ^ 

d  X 

F(x,y  +  dy,z  +  dz)  —  F(x,y,z  +  Jz)  ^ 

H ^Jy 

dy 

F{x,  y,z  +  Jz)  ~  f\x,  y,z)  ^^ 

-\-  -z ^  e. 

dz 

Unter  Anwendung  der  Formel  2)  in  §.  8  wird  hieraus,  wenn  % 
und  71  positive  ächte  Brüche  bezeichnen, 

du  =  Fx{x  +  d'dx,  y  +  dy^  z  +  dz)  .  dx 
+  Fi(x,  y  -]-  ridy,  z  +  dz)  .  dy 
,    F  {x,  y,z  +  dz)  —  F(x,  y,  z) 
■^  dz 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

9)     du  =  Fi(x,y,z)  .  dx  +  Fi(x,y,z)  .  dy  +  F[{x,y,z) .  dz 
oder 

10)  d^  =  i^^^  +  i^^y  +  87«^^ 

Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  beliebig  viele  Yariabele  aus* 
zudehnen  und  führen  zu  dem  allgemeinen  Theoreme:  Das  totale 
Differential  einer  Function  beliebig  vieler  Variabelen  ist 
die  Summe  der  partiellen  Differentiale  jener  Function. 
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§.  10. 
Differentiation  unentwickelter  Functionen. 

L     Besteht  zwischen  zwei  Yariabelen  x  und  y  eine  Gleichung, 
die  man  immer  auf  die  Normalform 

1)  /(«.y)  =  o 

bringen  kann,  so  sind  nicht  beide  Variabele  willkührlich ;  denn  durch 
Adöfiong  der  Gleichung  nach  y  würde  man  ein  Resultat  von  der 
Form 

y=g)(x) 

erhalten,  wo  nun  y  von  x  abhängig  ist.  Lässt  sich  diese  Reduo- 
tioD  ausfuhren,  so  kann  auch 

nach  den  früheren  Regeln  abgeleitet  werden ;  dies  geht  jedoch  nicht 
mehr,  wenn  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  mithin  «/  eine  unent- 
wickelte (implicite)  Function  von  x  ist.  Man  hilft  sich  dann  auf 
folgende  Weise. 

Ans  der  Gleichung  1)  erhält  man  zunächst,  weil  sie  für  alle  x 
nnd  die  zugehörigen  y  bestehen  soll, 

2)  fix  +  ^x,y  +  Jy)  =  0', 

Die  Di£Ferenz  der  Gleichxmgen  2)  und  1),  dividirt  durch  /4  Xy 
liefert  weiter 

f(x  -\-  ^x,y  +  Jy)  —  fix,  y)  _  ^^ 

dx 

Auf  der  linken  Seite  kann  man  dieselbe  Transformation  vorneh- 
men, die  im  vorigen  Paragraphen  benutzt  wurde,  nämlich 

f{x-[-/ix,y-\r^y)—fi^.y-\-^y)  ^fi^.y-^^y)-'fi^^y)  ^y  _  ^ 

/ix  /ly  dx 

und  hier  gelten  fast  wörtlich  dieselben  Schlüsse  wie  dort;  man  erhält 
Wim  Grenzübergange 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,  sobald  man  in 
Formel  6)  des  vorigen  Parapraphen  je?  =  0  setzt  und  die  entstehende 
Gleichung  durch  dx  dividirt;  in  der  That  ist  es  auch  für  die  ünter- 
sachnngen  des  §.  9  vollkommen  gleichgültig,  ob  man  x,  y,  z  etc.  als 


54    Cap.  1.    §.  10.    Differentiation  unentwickelter  Functionen. 

willkührlich  oder  als  von  einander  abhängig  betrachtet.    Aus  Nro.  3] 
folgt  nun 

dx  /;(^,  y) 

oder,  wie  man  häufig  kürzer  schreibt, 

df_ 

dy   _  dx 


dx  df 


dy 


du 
Die  hiermit  für  -r^  =  fp*  (x)  gewonnene   Formel  enthält   zwar 

ax 

noch  y,  welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  dessen  Wertb 
aber  gefunden  werden  kann,  sobald  x  einen  speciellen  Zahlwerth  be- 
kommt ;  dann  wird  nämlich  die  Gleichung  f(x ,  y)  =  0  zu  einer  nu- 
merischen Gleichung  mit  der  einen  Unbekannten  y,  und  jede  solche 
Gleichung  kann  mindestens  durch  Probiren  aufgelöst  werden. 

Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingungsgleichung: 

f(x,  y)  =  y^x^  —  2y^x^  +  3y—  6a?  =  0, 

die  in  Beziehung  auf  y  nicht  lösbar  ist,  so  folgt : 

öx 

oy 

und  mithin  ist 

ä±  _     ,.  .  _  _  By^x^  —  4y^a?--  6 
dx  ~  ^^^  hy^x^  —  8y8a;3  +  3  ' 

Für  0?  =  1  z.  B.  geht  die  obige  Bedingungsgleichung  in  die 
numerische  Gleichung  über: 

2^5  —  22/4  +  3^^  —  6  ==  0, 
deren  einzige  reelle  Wurzel  «/  =  2  ist;   dem  Werthe  x  =  1  ent- 
spricht also  9  (1)  =  2  und 

,.  . 3  .  2^  —  4  .  2^  —  6  _  __     26 

^  ^  ^  ~~        6  .  2*  —  8  .  23  +  3  ""  19    ' 

Ebenso  würde  man  für  jeden  anderen  numerischen  Werth  von 
X  die  zugehörigen  Zahl  werthe  von  q)(x)  und  (p\x)  aufsuchen  können- 
Als  aweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

4:y^  T-  3y  -\-  sinx  z=:  0. 
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Hier  ist 

dx  9y 

mittin 

dy  casx 


äx         3(1— 4  j^») 

Der  vorliegende  Fall  gestattet  eine  Probe.  Die  Wurzel  der 
obigen  Gleichung  ist  nämlich  y  =  sin  |  x,  wie  man  mittelst  der 
goniometrischen  Formel: 

4  sin^A  —  3  sin  ii  +  sinSÄ  =  0 

leicht  finden  wird.     Es  müsste  also 

cosx d(sinlx) 

3(1  —  4sm2|a?)  ~       dx 
sein,  und  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel 

cosSÄ  =  cosÄ  (1  —  ^sin^Ä) 

for  j4  =  I  o;  anwendet  und  andererseits  sin  |  x  auf  gewöhnliche 
Weise  differenzirt 

IL  Bei  Functionen  von  drei  und  mehr  Yariabelen  gestaltet  sich  die 
Sache  ganz  ähnlich.  Besteht  z.  B.  zwischen  den  drei  Yariabelen  x^ 
^,  j?  die  Bedingungsgleichung 

6)  F(x  ,y,z)  =  0     oder  kürzer  F  =  0, 

so  wurde  durch  Reduction  auf  ß  ein  Besultat  von  der  Form 

7)  a=il;(x,y) 

zum  Vorschein  kommen,  und  dann  hätte  es  keine  Schwierigkeit,  die 

partiellen  Differentialquotienten  -^  und-^    direct    zu    entwickeln. 

Oime  jene  Beduction  vorzunehmen,  kann  man  aber  auch  folgender- 
maassen  verfahren.  Nach  Nro.  9)  des  vorigen  Paragraphen  ist  für 
«=  0 

0  =  Fi  .  dx  +  Fi  .  dy  +  Fi  ,  dz 

oder 

^       8F ,      .    8F ,      ,    8F , 
0  =  :^-dx  +  -^dy  -f  ^-dz; 
dx  oy  dz 

veil  femer  z  von  x  und  y  abhängt,  so  hat  man  auch  nach  Nro.  7) 

in  §.9 

dz  ,9^^ 

dx  dy 

mitbin,  wenn  dieser  Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  und 
^i  dx  dividirt  wird, 


56     Cap.  I.    §.  10.    Differentiation  unentwickelter  Functionen. 


dy 
dx 


Da  X  und  y  von  einander  unabhängig  sind,  so  hängt  auch  d\ 

dy 
nicht  von  (2a;  ab,  folglich  ist  -j-  ein  Quotient,    dessen    Zähler  und 

dx 

Nenner  ganz  beliebige  (nur  gegen  die  Null  convergirende)  Grössen 

sind,  und  der  ebendesshalb  jeden   beliebigen  Werth  haben  kann;iij 

der   That  würde  es  frei  stehen,  dy  ==  cidx  zu  setzen,  wo  g  irgen^ 

eine  willkührliche   Grösse  bezeichnet.     Unter   diesen  Umständen  ifi| 

die  vorige  Gleichung  so  lange  unmöglich,  als  nicht  der  Inhalt  jedei 

Parenthese  für  sich  =  0  ist;  dies  giebt 

dF  dF 

.  dz  dx  dz  dy 

^  dx  ~       W '         a^  ~  ""  "aF' 

dz  dz 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  viel  kürzer  durch  fol 

dz 
gende   üeberlegung.     Wenn  ■^—  gesucht  wird,  so  gilt  y  als  Constant« 

ox 

und  daher  kann  für  diesen  Zweck  die  Gleichung  P  =  0  so  ange- 
sehen werden,  als  enthielte  sie  nur  die  unabhängige  Yariabele  x  und 
die  abhängige  Yariabele  z\  es  ist  folglich 

und  hieraus  erhält  man  die  erste  der  Formeln  in  Nro.  8).  Die  zweite 
Formel  findet  sich  durch  die  analoge  Bemerkung,  dass  bei  der  Eni- 

Wickelung  von  -tt-  keine  Rücksicht  auf  x  zu  nehmen  ist. 

dy 


Cap.  n. 

Mehrfache  Differentiationen. 

§.  11. 
G-rundbegriffe  und  Beseiohnungen. 

Da  im  AUgemeinen  der  Differeniialquotient  einer  Function 

wiederum  eine  Function  von  x  ist,  so  kann  die  Operation  des  Diffe- 
renzirens  auch  auf  diese  neue  Function  angewendet  werden  und  dann 
entsteht  der  Differentialquotient  des  Differentialquotienten,  der  sogen. 
zweite  Differentialquotient.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
gelangt  man  zum  dritten,  vierten  u.  s.  w.  Differentialquotienten.     So 

^'i'hÄlt  man  z.  B.  von  |  x  yx  als  ersten  Differentialquotienten : 

— i^  =  a;2  =  Yx, 
ax 

*is  zweiten: 


^X        2 


dx  ^  2Vx' 

»Is  dritten : 

dx        -       *•"    '-4xVx  ''•''•''■ 
Wie  mau  sieht,   hat    eine  solche  successive  Entwickelung  der 

l^fferentialquotienten  höherer  Ordnungen  nicht  die  mindeste  Schwie- 

ngkeit,  und  es  bedarf  daher  nur  noch  einiger  Worte  über  die  rich- 

^ge  Bezeiebnung  derselben. 

Da  schon  früher  der  Differentialquotient  oder  die  deiivirte  Funo 

tionv(m/(a;)  mit/'(jr)  bezeichnet  wurde,  so  liegt  es  nahe,  für  die 
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weiteren  Differentialquotienten  oder  derivirten  Functionen  yonf{x 
die  Symbole  /"  (a?),  /"'  (x)  etc.  zu  benutzen ;  hiemach  ist 

überhaupt  allgemein,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

wobei Z^**^ (a?)  für/ (05)  zu  rechnen  ist. 

Eine  ganz  ähnliche  Bezeichnung  wird  auch  in  Beziehung  auf  1 
gebraucht;  man  setzt  dann 

ax  ax  ax 

mithin  ist 

das  symbolisch  ausgedrückte  Resultat  einer  n  maligen  Differentiatioi 
der  Gleichung  1). 

Nicht  selten  bezeichnet  mau  einen  Differentialquotienten  durcli 
ein  vorgesetztes  D  z.  B. 

D(x^)  =  3a;^  Dsinx  =  cosx-, 

die  successiven  Differentialquotienten  von  y  müssen  dann  folgender- 
maassen  geschrieben  werden: 

By  ,  DDy  ,  BBBy  u.  s.  w. 

Da  jedoch  ein  vielmaliges  Hinsetzen  von  B  weder  bequem  noch 
übersichtlich  ist,  so  hat  man  sogen.  Wiederholungsindices  eingeführt 
und  schreibt 

By^    B^y^    B^y  u.  s.  w. , 
also  allgemein 

B^y  =  BV\x). 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  dass  hier  n  keinen  Pa 
tenzexponenten  von  D,  sondern  nur  die  n  malige  Anwendung  da 
Operation  B  (der  Differentiation)  bedeuten  soll.  1 

Die  zwar  umständlichste  aber  consequenteste  Bezeichnung  d 
giebt  sich,  wenn  man  in  Nr.  3)  jede  Gleichung  in  die  nächstfolgend 
Bubstituirt.     So  ist  zuvörderst 


y 


d 
ff  . 


(äy\ 


dx 

doch  lässt  sich  dies  noch  abkürzen.     Unter  der  Voraussetzung  näi 
lieh,  dass  x  die  unabhängige  Variabele  ist,  bedeutet  dx.  einen  g( 
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die  Null  convergirenden ,  im  Uebrigen  aber  wiDkührlidien  Zuwachs 

des  X,  den  man  z.  B.  dadurch   bflden  kann,   dass  man  ^x  =  — 

m 

setxt  und  o  das  Gebiet  der  natniiichen  Zahlen  dnrchlanfen  lässt. 
Ebendesswegen  ist  dx  nicht  von  x  abhangig,  sondern  constant  in 
Beziehnng  anf  x^  wie  es  sich  sonst  anch  andern  möge.  Dag^en  ist 
dy  kein  willknhrlicher  Zuwachs    des  jf,   sondern   yon  x  abhängig 

[dif  z=f'(x)  .  dx},   mithin  besitzt  der  Brach  3—  einen  vanabelen 

ax 

Zahler,  aber  einen  im  obigen  Sinne  ceostanten  Nenner  und  IblgHch 

ist  mm 

„  ddtf 

y    = —  • 

dx  .  dx 
Im  Zähler  benutzt  man  zur  Abkummg  den  Wiederholungsindex, 
im  Nenner  ist  dx  .  dx  das  Quadrat  von  dx,  wofür  man  {dxy^  oder 
kärzer  dx'^  zu  schreiben  pflegt;  demnach  hat  man 

^  dx^ 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 

,,,  Kdx^J  dd^y  d^y 

V      =  — ; =  -^; 7-^  =^  -7-^  u.  8.  w. 

dx  dx  ,  dx^        dx^ 

Fv  den  nten  Differentialquotienten  yon  y  =/(x)  gelten  also 

folgende  Bezeichnungen 

woTon  man  in  jedem  einzelnen  Falle  die  gerade  bequemste  wählt. 

In  dem  Vorigen  gilt  der  nte  Differentialquotient  immer  als  das 
Beeoltat  von  n  nach  einander  ausgeführten  Differentiationen,  und  dem 
tntsprechend  haben  wir  bis  jetzt  keine  andere  Definition  desselben 

D-y=D(J>»>iy)oder/(»)(.)=l.>.  ^^"  "  ^^  ^"  +  ""^'^ ~^^"  "  "  (^) ; 

I 

ffitt  kann  aber  fragen,  nach  welchem  Gesetze  f^*^{x)  mit  der. 
onprünglichen  Function  f{x)  zusammenhängt,  oder  welche  Opera» 
fconen  mit  /(x)  vorgenommen  werden  müssen,  wenn  man  daraus 
jiofort /^*J(a;)  herleiten  wiU,  ohne  die  zwischenliegenden  Functionen 
/'W  ^^{p)  ,  .  .  ./(»-^U«)  za   berechnen.      Da/'(aj)  der  Grenz- 
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werth  des  ersten  Differenzenquotienten  ist,  so  lässt  sich  vermutlieo 
dass  f^*^^(x)  der  Grenz  werth  des  nten  Differenzenquotienten  sei] 
werde;  dies  wollen  wir  genauer  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  /^fx  kurz  mit  h,  so  ist  der  erste  Differenzen 
quotient  Yonf(x) 

Jf(x)  _  f(x  +  h)-f{x)  ^ 
*^  ^x      ~  h  ' 

daraus  erhalten  wir  den  zweiten  Differenzenquotienten,  wenn  wj 
rechter  Hand  x  um  Ji  wachsen  lassen,  von  dem  so  gebildeten  Au^ 
drucke  den  ungeänderten  Bruch  abziehen  und  den  Rest  durch  A\ 
==  h  dividiren;  es  ist  also 

j  ^f{x)        f(x  +  2h)  --fix  +  h)         f(x  +  h)  ^fjx) 
^x  h  h 


^x  h 

oder  kürzer 

J^^fjx)  _  f(x  +  2h)--  2 fix  +  h)+  fix) 
^^  dx^     ~  h^ 

Durch  die  nämlichen  Operationen  gelangt  man  zu   dem  drittd 
Differenzenquotienten 

J^fix)  _fix-{-Sh)^Sfix  +  2h)  +  Sfix-\-h)-}(i) 
^  Jx^     ~  M 

und  indem  man  auf  diese  Weise  fortgeht,  bemerkt  man  leicht,  diu 
der  nte  Differenzenquotient  unter  folgender  Form  enthalten  ist 

^  ^X* 


fix  +  nh)^Cifix  +  n--lh)  +  C2fix  +  n-2h) ±f{x^ 


worin  C] ,  C2 ,  Gs  etc.  gewisse  Zahlencoefficienten  bedeuten.  Di( 
hängen  zwar  von  n,  nicht  aber  von  der  speciellen  Natur  der  Fai 
tion/(2;)  ab,  sie  lassen  sich  daher  bestimmen,  wenn  man  fix)  I 
wählt,  dass  der  nte  Differenzenquotient  von  fix)  unmittelbar,  d.! 
ohne  Anwendung  der  Formel  7)  entwickelt  werden  kann.  Die  pa 
scndste  Wahl  dieser  Art  ist  fix)  =  a*;  man  hat  dann 


«.-*!.»-..    --*r 


nur  i-«»^:rxT7MBM*        ^^4 


f-  —  fc 


*"  —  1 


4«   —    1 


J  C' 


=  «M 


7:7  =  '-'  ^ — 


njKL  -/j*  rwrfT.  I*,  XTji  V«^«rs»«T« 


SiS^:   «it« 


•  ygrwirjiiirticn  Aosdracke  nÜMm,  Iklls  ^ x  =  h  g^f$«n  di^  Null 
<«KTcrgiii^  setBQB  vir  für  den  Aug^mblick 


/(x  -!->)- /(■r)_ 
1 -»^'^ 


^o^öuten 


To  p  glöchaeitig  mit  A  die  Null  sur  Grente  hat.     Aua  der  vt 
f^^'^D^  Gleichung  ergiebt  sich 

*i^  ist  nun 

£ZW  _  /'(x  +  *)  -  fix)  jf'{x) 

^ir Ä +  *  -  -:jt"  +  * 

'■od  dnrch  Debergang  rar  Grense 


>; 


«-^=^=/>). 


Setzen  wir  femer 

f{x-\-2h)-2fix^-h)-\-fix) 


=  «(«), 
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so  haben  wir 

dx^   —  h  —y'{x)  +  Q 

_  fix  +  2fe)  -  2  fix  +  ft)  +  /(a;) 

durch  Uebergang  zur  Grenze  wird  hieraus,  wenn  man  von  der  Glei 
chung  9)  in  der  Weise  Gebrauch  macht,  dass  man  /'  für  /  schreibt, 

Der  weitere  Fortgang  dieser  Schlüsse  ist  leicht  zu  übersehe] 
und  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 

11)  Um  ^^^P^  z=  f*\x), 

womit  die  aufgestellte  Yermuthung  ihre  Bestätigung  findet. 

■ 

Auch  in  diesen  successiven  Differentiationen  kann,  wenigstem 
bis  zu  gewisser  Ordnung,  ein  geometrischer  Sinn  liegen.  Deoke^ 
wir  uns  z.  B.  f{x)  als  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  einer 
ebenen  Curve,  so  ist  /'(a?)  die  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate, 
und  /''(^)  die  trigonometrische  Tangente  des  entsprechenden  Be- 
rührungswinkels. Hiemach  lässt  sich  das  anfangs  erwähnte  Beispie] 
leicht  interpretiren,  und  zwar  gelten  die  erwähnten  Beziehungen  fäj 
eine  Parabel,  deren  Parameter  =  1  ist. 


§.  12. 
Höhere  Differentialquotienten  der  einfachsten  Funotionen. 

I.     Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  fär  die  Potenz  geltei 
den  Differentiationsregel  findet  man  sehr  leicht 

Z)3(ajA')  =  ^  (^  —  1)  (^  —  2)  a;i"--^ 
und  überhaupt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 
1)         D«  (a;/")  =  ^(^—1)  Oii  — 2).  .  .  (fi  —  [n  —  1])  o?^""". 
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Auf  gleiche  Weise  kann  die  Differentiation    der  allgemeineren 
Potenz  (a  -|~  ^^)^  ansgefährt  werden;  das  Resultat  lautet 

2)       2>"(a  +  5x)A*=ftöi— 1)04— 2)...0*— [n— l])6«(a+M^""- 
Ist  §1  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  der  (ite  Differentialquo- 
tient constanty  mithin  hahen  alle  folgenden  Differentialqnotienten  den 
gemeinschaftlichen  Werth  Null. 

Für  ft  =  —  1  und  für  ft  =r  —  |  ergeben  sich  aus  Nr.  2)  die 
\m^  vorkommenden  specielleren  Formeln' 

«  n«        1        _  (-l)"1.2.3...n.&» 

n  nn  t  _  (-l)M.3.S...(2n-l)b" 

V  a  -\-  bx  2*  («  4- 6a;)*  Va  +  bx 

II.  Bezeichnet  M  den  Modulus  des  Systems,  worin  logx  ge- 
nommen wird,  so  hat  man 

D  logx  =r.  — , 

X 

mithin  durch  beiderseitige  (n  —  1)  malige  Differentiation 

D»  logx  =  MD""  -  >  — • 

X 

Der  Werth  des  rechts  stehenden  Differentialquotienten  lässt  sich 
a\ifl  Nr.  3)  ableiten,  wenn  man  a  =  0  ,  ö  =  I  und  n  —  1  für  n 
setzt;  man  erhält 

«^               T11.  7                   (-l)i«-t  1.2  ...  (n  -  1) 
5)  D'*logx=:M' ' ^^ -' 

X* 

Anf  gleiche  Weise  gelangt  man  zu  der  allgemeineren  Formel 

6)  2>-  log  (a  +  bx)  =  Jf  ^^ ^a  +  bx)^ —' 

III.  Sehr  einfiich  gestaltet  sich  die  sucoessive  Differentiation 
der  Exponentialgrösse;  es  ist  nämlich 

I)a'  =  a''  la  ,  D^a'  =  a*  Qa^  ,  D^  a'  =  a*  Qay,... 
daher  allgemein 

7)  D«  a*  =  a'  (lä)\ 

Für  a  =  e^j  woraus  la  =  ß  folgt,  hat  man 
ö)  D"  eP""  =  ß*  e^"". 

IV.  In  Beziehung  auf  den  Sinus  gelten  folgende  unmittelbar 
verständliche  Gleichungen 
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D  sinx  =  -|-.  C08X  =  sin  (|  »r  +  «), 
D^smx  =  —  sinx  =  sin  (§  Jt  -|-  a;), 
D^sinx  =  —  C08X  =  sin  (|  sr  +  a?), 
B^smx  =  +  stwa;  =  sin  (5  «  +  aj), 

u.  s.  w. 
die  allgemeine  Formel  lautet  demgemäss 

9)  D*  sinx  =  sin  f -r-  Jt  -{-  xj» 

V.  Für  den  Cosinus  gilt  eine  sehr  ähnliche  Rechnung,  aus  de 
man  findet 

10)  D»»  cosx  =  cos  f  — -  7t  -\-  X  y 

Weit  verwickelter  gestalten  sich  die  höheren  Differentialquotiei 
ten  von  secx,  tcmx,  cscx,  cotx,  aresin  x  und  ardanx;  bevor  wi 
etwas  Genaueres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  erst  die  Bifff 
rentialquotienten  zusammengesetzter  Functionen  untersuchen. 


§.  13. 

Die  höheren  Differentialquotienten  zusammengesetster 

Functionen. 

I.     Sind  u  und  v  Functionen  der  unabhängigen  Variabelen  x, 
femer  a  und  b  constante  Grössen,  so  hat  man  nach  §.  6,  Nr.  3) 

I>{au  -\-  hv)  =  a  Du  -\-  h  Dv; 
hieraus  folgt,  wenn  beiderseits  weiter  differenzirt  wird, 
n^au  +  hv)  =  a  B^u  +  h  D^v, 

D^{au  +  bv)  =  a  D^u  +  bD*v, 
und  allgemein 
1)  D'^iau  +  hv)  =  a  I)*u  +  b  D«v. 

Nach  dieser  Regel  ist  z.  B.  der  Ausdruck  ; sehr   leich 

1   —  X' 

zu  differenziren,  wenn  man  die  identische  Gleichung 

1  —  a;2        2  (1  —  a;  ^  1  +  icl 
beachtet;  mit  Hülfe  von  Formel  3)  des  vorigen  Paragraphen  erhäl 
man  nämlich 


J)V     ^     ^  =  2.3.4...n^ ^- •         ^      ^^ 


n 


j-^j^- 2.3.4...«  i^^—^^j-j-j  +  -___j 
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IL  Die  Regel  für  die  Differentiatioii  eines  Prodoetee  bus  swei 
Terinderlichen  Factoren  liefert,  mdirmals  nach  einander  angewendet, 

folgende  Gleichmigen 

D  (uv)  =  u  ,  Dv  +  -Dtt  .  V 

IP{uv)  =  u  .  D^v  +  2Du  .  Dv  +  IPu  .  v 

D3(ttf7)  =  u  .  IPv  -f  3Dtt  .  D^v+SIPu  .  Dv  -f  D^u  .  v. 

Hierans  ersieht  man,  dass  der  nte  Differentialqnotient  folgende 
0«sUlt  besitzen  mnss 

+An-iD*'-^u.Dv-\-Än  JD^u  .  r, 

irorin  A^,  A^  ,  A^^  .  .  ,  An  gewisse  noch  nnb^annte  Zahlenooeffi- 
cieütea  bedeaten,  die  nicht  von  der  Natnr  der  Functionen  u  und  r, 
sondern  nur  von  der  Anzahl  der  ausgeführten  Differentiationen,  d.  h. 
Ton  n  abhängen.  Wählt  man  demnach  u  und  v  im  speciellen  Falle 
M.  dass  die  beiderseits  in  Nro.  2)  angedeuteten  Differentiationen  auf 
gewöhnlichem  Wege  ausfährbar  sind,  so  erhalt  man  eine  Bedingungs- 
glfichung  für  jene  Coefficienten.  Diese  Bemerkung  dient  zur  Be- 
stimmung von  ^ ,  ^1 ,  .  .  .  An'     Wir  setzen  nämlich 

u  =  eP',    v  =  e^  mithin  uv  =  e^^+^^, 
voniu  för  ganze  positive  Py  q  und  n  folgt 

mn=ßPe^'^,    D?r  =  c^      D»(«t7)  =  (1  -f /J)*e(i  +  /»)'; 

indem  wir  diese  Werthe  für  die  Gleichung  2)  benutzen  und  am  Ende 

i«n  bdderseits  gemeinschaftlichen  Factor  c^^e^  =  c^^i"^^*  weg- 
^n,  gelangen  wir  zu  der  Gleichung 

(1  +  «- 

=  A^  +  A,ß  +  A.ß^  + +  ^._i/5--i  +  Anß-, 

Hieraus  erkennt  man  sofort,  dass  die  CoefGdenten  ^,  ^i,  A^ 
^tc.  die  sogenannten  Binomialcoefficienten  des  Exponenten  n  sind; 
demzufolge  gilt  für  die  n- malige  Differentiation  eines  aus  zwei  va- 
Habelen  Factoren  bestehenden  Productes  die  Formel 

3)       D»(uf;)  =  {n\u  .  D*v  +  (»X  Du  .  D*-^v 

+  («)2  D^u  .  D«-»r  4- 

Man  kann  dafür  auch  schreiben 
\]  Z)«(ttt7)=  (»)o «(•>!?<•>  +  (»)i  tt't<«  -  i>  +  («),  tt"r(«-«  + , 

tobei  «<«>  for  tt  zu  rechnen  ist.  Die  rechte  Seite  hat  die  Form  des 
binomischen  Satzes  und  man  könnte  daher  symbolisch  schreiben, 

2)«(ttt)  =  (tt  +  r)(«>, 
nar  mnss  man  sich  in  diesem  Falle  erinnern,   dass  nach  geschehener 
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binomischer  Entwickelung  auf  der  rechten  Seite  jeder  Potenzexponeo 
durch  einen  gleichhohen  Wiederholungsexponenten  zu  ersetzen  ist. 

Beispielweis  sei  u  =  Ix,  v  z=  — ;  die  F9rmel  3)  giebt  dan 

nach  gehöriger  Reduction 

§.  14. 
Anwendungen  der  vorigen  allgemeinen  Formeln« 

I.  Bezeichnet  man  secx  kurz  mit  t;,  so  ist  identisch 

1)  C08X  .  t;  =  1, 

mithin   durch   n- malige  Differentiation,  wobei   die  Formel  4)  fii 
u  =  C08X  in  Anspruch  genommen  wird, 

(n)oC08X  .  t;(«^  —  (n)^cosx  .  «;<»»  — '^>  -f  (n)^cosx  .  «;<*  —  *) 

—  {n)i8inx.v^^  ""  '^  +  (n)sSinx,v^* ""  ^^ —  (n%sinx  .  «;<*  —  5)  _|_ .. 

=  0; 
hieraus  folgt,  indem  man  t;^")  als  Unbekannte  ansieht, 

2)  t;(«>  =  [(n)i  t;(»»  -  D  —  {n%  t;(*  -  »)  +  (n)^  t'^«  -  »>  —  .  •  •]  /<?«  j 

+  (n)a «;(«  -  2)  _  (^j^  ^(«  -  4)  _|.  (^)^  ^(«  -  6)  _  .... 

Da  man  v^^^  =  secx  und  v'=8ecx  .  ionrc  kennt,  so  dient  diese 
Gleichung,  wenn  der  Reihe  nach  ?»  =  2,  3,  4  etc.  genonmien  wird 
zur  successiven  Berechnung  von  v*',  v'*'  etc.  Doch  wurde  es  nichi 
leicht  sein,  auf  diesem  Wege  das  allgemeine  Bildungsgesetz  von  r^' 
zu  entdecken. 

II.  Dasselbe  Verfahren  passt  auf  die  Tangente.  Aus  v  :=  tarn 
folgt  nämlich 

3)  C08X  ,  V  =  sinx 
und  nach  der  obigen  Methode 

COS  X 

Die  Cosecante  und  die  Cotangente  liefern  ähnliche  Formeln,  de 
ren  Entwickelung  dem  Loser  überlassen  bleiben  möge. 

III.  Setzt  man 

6)  17  =  aresin  x, 


9  wird 


Vl  —  r^  V  ,1  —  i?-^- 

f&cc  Iflr  IfltotHn  fflM^tnmy  kam  num  ädmÜMn 

(1  —  X*).  rr  —  X  ^     ^       =  0. 
(1  —  x^)  r*  —  X  r  =  0. 

Darcb  »-malige  DifEbrsitiatiua  iiesar  Gloduing  ersri«}(>t  :>itih 

'..  l  —  a?2)  CT'«  -^"  ^  —  ,rt,i  ix  r»  -  -  —  (^/».j  2  .  1  r«^  '  _ 

—  (/»;o  X  C"»  -^  -  —  ^/*)i  .  l  C'"^       )  ~" 
'Ä^,  wenn.  C^*  -i^  ^  als  Üiib6!kaiiiii3&  angoadban  wir»!» 

1  —  x^ 

Toa  C*  mad  C^'  ««yA«*^?  «Aalt  atsut  jetzt  T'^  T^^  etc.« 
j:dem  maa  der  fioiw  nack  »  =  I»  2.  3  etc.  seCzC 

Uei^ig^aifi  kaon  man  trg<eiid  einen  iu3aemt  I>ti!ereixtial(^a<^tieutea 
'-Q  rz=:  omesm  x  aoch  direct  ToLbtän<üg  «ttwxck^,  nur  i^  «iaim 
^  Forsel  wonger  r^nfafli      Ma.w  IwKt;  hai»T-ti^ 

^  .  1  11 

D  aweswmx  —  i=r  -^==r  —  ; 

Vi  —  X*         V  1  -^  X     V  1  —  Jt 

ffiv  Üsst  ach,  wam  beiderseits  »-mal  diiSerenxurt  wird,  r^srhtor 

Hand  am  st  die  F«md  4)  in  §.  13  anvenden  und  nachher  jtnier 

DifacntialqQotient  Ton  «  oder  r  aadi  Formel  4)  in  §.  12  entwickeln. 

Xjcii  amgeii,  von  sd^Mst  sich  darhieiflnden  Rednctionen  gelangt  man 

n  folgender  Fomf el 

")  D«  +  1  aresmx 

_  1.3.5.,.  (2w  —  l)(  l(»)i  1— X  1.3(i»)8         f^^A' 

2«(i^a:)-VT^  (        2«— ll+x"'"(2ii— 1H2»— 3)\l+x/ 

13. 5(11),  (^-''Y  I    .,,.( 

(2»— l)(2fi  — 3)(2ii  — 5)\1 +x/   ^        S 

TV,    Setzen  wir 

-.'  V  =  arctan  x , 

Boist 

durch  n -malige  Differentiation  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir 

5* 
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(n)o (1  +  a;2)  f(«  +  d  -f-  (n)i  2x  F^«>  +  (n)^  2  .  1  F^«  -  »>  =  0, 
oder 

+  1)  =  _  2na;FW+i^(n~  1)  F^  -  ^) 

1  +  a;2 

Für  n  =  1 ,  2,3  etc.  ergeben  sich  hieraus  die  successiven  Diij 
ferentialquotienten   F",  F'"  u.  s.  w. 

Auch  hier  kann  F^"^  =  2)"  arctan  x  noch  auf  andere  Wei  < 
direct  entwickelt  werden.     Da  nämlich  aus  Nro.  8) 

X  =  tan  F,       -; — ; — -  =  cas^  V 

1  -\-  x^ 

folgt,  so  lässt  sich  der  erste  Differentialquotient  in  der  Form 

10)  DV=  cos^  V 
darstellen;  der  Differentialquotient  hiervon  ist 

D^V=  2cosV .  I>cosV=  -'2€osVsinV  .  BV 
oder,  wenn  statt  DV  wieder  sein  voriger  Werth  gesetzt  wird, 
2)2  F  =  —  2  cos^  Vsin  F  =  —  cos^  Vsm  2  F. 
Eine  fernere  Differentiation  giebt 

D3F=  —  2(cos^Vcos2V  —  cosV sinV sin2V)  DV 
=  —  2 cos^ V  (cosVcos 2V  —  sin V sin2V) 
=  —  2  cos^  V  cos  3  F; 
differenzirt  man  von  Neuem,  so  folgt 

D*F=r  +  2  .  S(cos^VsinSV  -f  cos^VsinV cosSV) LT 
=  +  2  .  Scos^V  (cos  V  sind  V  +  sinVcosSV) 
=  +  2  .  3cos*Fsin4F, 

Z)SF=  +  2  .  3  .  4:(cos^Vcos4V  —  cos^VsinVsin4V)D\ 

=  -f  2  .  3  .  4cos'*F(cosFcos4F —  sinVsin4V) 

=  +  2  .  3  .  4cos8  Vcos6  F. 

Den  weiteren  Gang  dieser  sehr  einförmigen  Rechnung  übersieh 
man  leicht;  es  ist  daher 

11)  D^^V=  (—1)*  1.2. 3. ..(2Ä;—  l)cos^^  Vsin2kV, 
^2)    2)2*  +  i7_  (__i)*  1.2.3 (2h)cos^^-^V cos(2k  +  l)\ 

Beide  Formeln  lassen  sich  in  eine  einzige  zusammenziehen,  um 
man  vermeidet  damit  die  Unbequemlichkeit,  bei  der  Angabe  voi 
D"  F  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  ungeraden  n  unterscheide 
zu  müssen.     Setzt  man  nämlich 

W  =  arctan  — , 

X 
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s^igtF=|3r  —  Wj  mithm 

sin2kV=  sin(kx  —  2kW)  =  (—  1)*+  ^Sfn2kW, 

ood  die  Formeln  1 1)  und  12)  werden  jetit 

D''^V=  —1.2...  (2k—  l)sm^^W sin2kW, 

j)it^iV=  +  1.2 (2Ä;)st»"  +  iTFsfii(2k+l)W; 

i  l  überhaupt 

D'V=  (—  l)»-il  .  2  .  3  .  .  .  (»  —  l)sm"TFs7M»ir. 

Setzt  man  endlich  die  Werthe  von  V  und  W  wieder  ein,  indem 
mao  berücksichtigt,  dass 

sinW  =  cosV  =  ^r 

ist  80  gelangt  man  zu  folgender  Formel 

\x\  n.    M             (—  1)"-^1  .2...(n—  1)     .   /    _.       1  \ 
13)  i}"arcto»a;  =  ^^ ,.  sti»  \  fi  orctoi»  —  V 

V(l  -I-  x^Y  \  ^/ 

Allgemeinere  Untersuchungen  über  die  höheren  Differentialquo- 
üenten  zusammengesetzter  Functionen  und  einige  damit  verwandte 
Probleme  werden  wir  im  zweiten  Bande  mittheüen. 


§.  15. 

SoocesaiYe  Differentiation  der  Functionen  mehrerer 

Variabelen. 

Die  wiederholte  Differentiation  einer  Function  mehrerer  unabhän- 
giger Variabelen  kann  entweder  partiell  in  Beziehung  auf  die  eine 
oder  andere  Yariabele  geschehen,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle 
«Abelen  zugleich;  die  Untersuchung  trennt  sich  daher  wie  früher 
(i  9)  m  zwei  Theile. 

L   Wird  eine  Function 

i^t  partiell  in  Beziehung  auf  x ,  und  der  entstandene  Di£Perential- 
{Dotient  partiell  nach  y  differenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Differen- 
tiilquotient 

de  c^df(x,y) 


I 
dx  "       dx 


8y  8y 
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welchen  man  kürzer  mit 

8^;g      ^  dV(x,y) 
dy  dx  dy  dx 

oder  auch  mit 

D^D:,B  =   DyD:cf{x,y) 

bezeichnet;  durch  die  Stellung  von  dy  und  dx  oder  von  Dy  undi)] 
giebt  man  gleichzeitig  die  Reihenfolge  der  Dififerentiationen  zu  ei^ 
kennen,  wobei  immer  von  rechts  nach  links  zu  lesen  ist.  Dem  ent 
sprechend  bedeutet 

^Ty^'-rriV-    oder  D.D..  =  i>,D,/(.,j,), 

dass  die  Gleichung  1)  zuerst  partiell  in  Beziehung  auf  y ,  und  da 
erhaltene  Resultat  partiell  nach  x  difiPerenzirt  worden  ist. 

Zuerst  entsteht  nun  die  Frage,  ob  DyBx^  und  D^ByZ  yot 
einander  verschieden  sind  oder  nicht;  hierüber  lässt  sich  auf  folgend^ 
Weise  entscheiden.     Aus  der  Formel  2)  in  §.  8  oder  \ 

2)  F{u  +  i?)  =  F{u)  +  :pF\u  +  %'p) 

erhalten  wir  zunächst,  wenn  wir  in/(a;,  y)  nur  x  um  h  ändern, 

f(x  +  Ä,  y)  =f(x,  y)  +  hfi(^  +  ^Ä,y),  ! 

wobei  der  Differentialquotient  partiell  in  Beziehung  auf  ic  genommeii 
werden  muss,  weil  y  constant  geblieben  ist;  aus  demselben  Grande 
hängt  d"  nicht  von  y  ab.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  fx  mit  9, 
so  ist 

hl 
Daraus  folgt  weiter  durch  Aenderung  des  y  um  k 

(p(x  +  d'h,y  +  fe)  --  y(a?  +  ^^^y) 

k 
f(x  +  fe,j/  +  k)^f{x,y  +  k)       f{x  +  h,y)  -  fjx.y] 
h h , 

_  /(a?  +  n,y  +  fc)-/(a?,y  +  k) -- f{x  -^h,y)  +  f(x,j\ 
~  kh 

Linker  Hand  kann  wieder  die  Formel  2)  iür  F  =  (p^  u  =^  Pt 
p  =z  k  angewendet  werden  und  es  ist  dann 

(pi(x  4-  -Ö-Ä,  y  +  n^) 
^f(^  +  fe>y  +  A;)-/(a;,y  +  h)  - f(x  +  h,y)  +  f(x,j) 

kh 
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GreheD  wir  niin  mtr  Grenae  för  gkichMÜg  verschwmde&de  h 
and  i  aber,  so  eriiattea  wir  linker  Hand  den  Ansdrock  ipp  (x ,  ff\  und 
diflMr  ist  idodtiflch  mit 

dq>(x,ff)  _  dx       _  8V(x,y) 

8y  Sy  8jf  dx    ' 

nditer  Hand   schreiben  wir  z/x  und  ^y  für  h  und  fc,  und  haben 


3^  av(^.y) 

^p  ^x 

wobei  sich  das  Zechen  lÄm  auf  das  gleichzeitige  Verschwinden  von 
Ai  nnd  <^f  y  bezieht. 

AndererseitB  ist,  wenn  in/(x,  y)  zuerst  y  allein  um  \  geändert 
«itti,  nnd  iL  einen  positiven  achten  Brach  bezeichnet, 

/(*,  y  +  t)  =/(x,  y)  +  */;(». »  +  Afc); 

zur  Abkflrznng  setzen  wir  ^  für  /,  und  haben 

Hierans  ziehen  wir  femer  durch  Aenderung  des  x 

»(a;  + j^,y  +  AÄg)  ~  »(a?,y  +  Ajfc) 

^/(x+  >,y +  3fe)---/(ag  +  ^,y)-/(a;,y  +  fc)  + /(^r,  y) 

mkr,  onter  fi  einen  positiven  ächten  Brach  verstanden, 

_/(x-i-  /i,y  +  fe)-/(a;  +  fe,  y) -/(a?,y  +  A;)  +/(x,y) 

Beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h  =  ^^o^und 
fc  =  z/y  erscheint  linker  Hand  der  Ausdruck 

g  df{x,y) 

*. (a^ ,  y)  -  -g^;—  -        8^        -  -8^8^  • 
nithin  ist  jetzt 

4)     .  8V(^>y) 

8x  8y 
^x  ^  y 


72    Cap.  IL    §.  15.    Successive  Differentiation  der  Functionen 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  3)  und  4)  unterscheide 
sich  nur  durch  die  Anordnung  der  Summanden  im  Zähler  und  de 
Factoren  im  Nenner,  sie  sind  daher  von  gleichem  Werthe;  daran 
folgt  die  Gleichung 


6) 


d'f(x,y)       8V(«.y) 


oder 


d^ß 


a»£r 


dydx  dxdy  dydx       dx  dy^ 

welche  sagt,  dass  es  für  das  Endresultat  gleichgültig  ist,  in  welche 
Ordnung  die  beiden  partiellen  Differentiationen  nach  x  und  y  au8g( 
führt  werden.  Bei  diesem  Satze  darf  man  aber  nicht  übersehei 
dass  die  Formel  2),  auf  der  bier  Alles  beruht,  nur  so  lange  richti, 
ist,  als  die  Functionen  F  und  F'  innerhalb  des  Intervalles  u  bi 
u  -\-  p  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden;  auf  den  voi 
liegenden  Fall  angewendet,  heisst  dies,  die  Variabelen  dürfen  kein 
solchen  Werthe  erhalten,  wodurch  eine  der  Functionen 


f(^>y). 


df(x,y)      df(x,y)      d^f(x,y) 


dx 


dy 


dx  dy 


discontinuirlich  werden  könnte. 


Fig.  13. 


Z 


Man  kann  diesem  Theoremi 
eine  sehr  anschauliche  Seite  ab* 

I 

gewinnen,  wenn  man  sieb  r  als 
das  Volumen  denkt,  welches 
unterhalb  von  einem  beliebi- 
gen Rechtecke  aus  den  Seitei 
OL=ximd  OM=y(¥ig.  13) 
seitwärts  von  den  vier  auf  Ol 
LN,  NM,  MO  errichtetei 
Verticalebenen,  und  oberhall 
durch  irgend  eine  Fläche  be 
grenzt  wird;  es  ist  dai)D  ii 
der  That  z  eine  Function  vo 
x  und  y,   und  man  hat  nacl 


dx 


=  Fläche  LNWü 


d^z    _  d(LNWU) 
dy  dx  dy 


NW, 
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audererseits 

1^     =  Fläche  MN  W  V 
oy 

d^z    _  djMNWV)  ^  ^^ 

dx  dy  3a? 

« 

vas  mit  dem  Vorigen  überemstimmt. 

Sind  irgend  wieviel  Differentiationen  in  Beziehung  anf  irgend 
limele  Yariabele  auszufahren,  so  lassen  sich  nach  dem  Vorigen 
immer  je  zwei  Differentiationen  vertauschen;  auf  diese  Weise  kann 
mu  jede  beliebige  Anordnung  der  Differentiationen  herbeifüüiren, 
oke  dasB  das  Resultat  eine  Aenderung  erleidet. 

IL  Mittelst  des  Vorigen  lassen  sich  die  höheren  totalen  Dif- 
ferentiale einer  Function  leicht  entwickeln;  man  hat  nämlich  zunächst 
bei  zwei  Variabelen 

6)  dz  =  -T--  dx  -\-  :^-  dy 

dx  oy 

ond  unter  Anwendung  desselben  Satzes 

ä<.  =  — 5j—  ,f»  +  — jj—  dg 

H ^ dx  H ^T dy, 

dx  oy 

•ües  üt  soviel  als 

,,  d^z  .  ^   ,      d^z      -      , 

d^z  =  5—  dic2  +  dy  dx 

ox^  oy  ox 

d^z  d'^z 

ox  oy  oy* 

od«r  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  5) 

d^z  d^z  d^z 

Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  findet  sich 

38«  d^  z 

^d  wenn  man  beachtet,  dass  die  hier  vorkommenden  Zahlencoeffi- 
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cienten  durch  dieselhe  successive  Addition  wie  in  §.  13,  II.  entstehe: 
so  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz: 

9)  d-*  =  («)o  1^  dx-  +  (n),  g^f"'gy  dx"  -  1  dy 
Kürzer  schreiht  man  dafür  in  symholischer  Form 

10)  a'.  =  {±dx+j-^d,yz''.. 

Bei  drei  Variahelen,  wenn  z.  B.  u  eine  Function  von  x,  y  und 
beHeutet,  erhält  man  auf  gleiche  Weise: 

11)  d-«  =  (^  d.,  +  i-  dy  +  ^  d.)"8-«, 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  die  Sache  bei  mehi'erei 
Variahelen  gestaltet. 


§.  16. 
Höhere  Differentialquotienten  unentwickelter  Functionen. 

Aus  den  Betrachtungen  des  §.  10,   wissen  wir,  dass  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

1)  /(o?,  y)  =  0  oder/=0 

durch  Differentiation  die  folgende  giebt: 

ox  dy  dx 
wobei  X  die  unabhängige  Yariabele  bedeutet  und  y  als  unentwickelt^ 
Function  von  x  angesehen  wird.  Um  nun  die  Differentialgleichuii| 
zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  de^ 
Gleichung  2)  für  den  Augenblick  mit  /i  (x ,  y)  oder  noch  kürzer  mi| 
/i ;  es  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Regel  I 

dx  ^  dy      dx 
andererseits  hat  man  aber  vermöge  der  Bedeutung  von  fi 

dx        dx^  "^  dy  '  dx^  '^  dxdy'  dx 

8/i  ^    8V      ■     df     ""KdxJ       d^f     dl 
dy        dydx'^dy'      dy      '^dy^'dx' 
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Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  y  nur  von  x  abhiuigt,  da&s  also  auch 

-j-nuT  X  enthält,  mithin  eine  Function  Ton  x  aUein  [nach  der  frü- 

hsm  Bezeidmung  ^{x)]  und  oonstant  in  Benehung  auf  y  ist;  man 

liti  daher 


\dx) 


=  0 


8y 

nnd  wenn  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  Nra  3)  einf&hrt,  so 
erpek  rieh  die  gesudite  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung : 


dy       dV    (äyV^dld^^^ 

dx  "^  dy^     \dx/  "^  dy     dx^ 


ax«  '       dxdy 

Nach  demselben  Yerfiahren  kann  die  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung  aufgestellt  werden;  sie  ist,  wenn  /^  die  linke  Seite  der 
vorigen  Gleichung  bezeichnet : 

dx  ^  dy      dx 
Bei  wirklicher  ESntwickelung  der  angedeuteten  partiellen  Diffs- 
rentialquotienten  findet  sich : 

^A^^V   .    g     8V        dy  dV      d^ 

dx       dx^  "^      dx^  dy'  dx  ^      dx  dy    dx^ 


dV     (diY    .    2  ?!/    ^    ^ 
dx  dy^  \dxj    "*"      dy^  '  dx  *  dx^ 


,    a/    ^  ,     8V      d^ 

"^  dy  '  dx^  '^  dxdy'  dx^ 


8y       8ic^8|/  dxdy^     dx 

+ 


Durch  Substitution  in  Nro.  5)  giebt  dies  bei  Vereinigung  aller 
gleichartigen  Grössen: 

ei  ^/  I  o    8y     dy  83/    /c^yV     dy  fdyy 

8aj8  ^      8a;«  8y  *  da;  "^83;  8y3  Vda;/  "^  8y8  Vda;/ 

■^     8a;  8y     dx^ '^     dy^  '  dx  '  dx^ 

+  ^  .  ^   =    0. 
8y     da;* 

Man  übersieht  leicht,  wie  sich  mittelst  dieses  Verfahrens,  was 
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freilich  immer  längere  Rechnungen  erfordert,  die  höheren  Differen 
tialgleichungen  der  gegebenen  Gleichung  entwickeln  lassen ;  aus  ib 
nen  lassen  sich  dann  auch  die  Differentialquotienten  der  Functioi 
y  von  X  herleiten;  denn  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  2): 

^  dx  —  d£' 

dy 
wie  schon  bekannt  ist;  ferner  aus  Nro.  4): 

^  —  _  8;g^  "^      dxdy'dx'^  dy^  \dxj 
^  dx'^  ~  df_ 

dy 

dy 
und  hier  kann  man  den  vorhergefundenen  Werth  von  -;—  emsetzei 

dx 

d^y 
die  Gleichung  6)   führt  dann  weiter  zur  Eenntniss  von  ^-^  u.  s.  f. 

ax^ 

Auch  bei  Functionen  mehrerer  Yariabelen  bleibt  das  Yerfahrej 
ganz  dasselbe,  man  unterlässt  es  jedoch,  allgemeine  Formeln  aufzi^ 
stellen,  weil  diese  sehr  verwickelt  werden  würden,  und  zieht  es  da^ 
gegen  vor,  in  jedem  gegebenen  besonderen  Falle  die  nöthige  speciei/e 
Rechnung  auszuführen. 


§.  17. 
VertauBchung  der  unabhängigen  Variabelen. 

Bezeichneta?  die  unabhängige  Yariabele,  in  Beziehung  aufwelclj 
6in-  oder  mehrmal  differenzirt  wird,  so  ist  nach  den  Prinzipien  de 
Differentialrechnung  dx  ein  dem  x  wiUkürlich  ertheilter  und  a^ 
irgend  eine  Weise  gegen  die  Null  convergirender  Zuwachs,  und  esi^ 
mithin  dx  unabhängig  von  x\  anders  verhält  es  sich  mit  dem  Di£fi 
rentiale  dy  der  abhängigen  Yariabele  y^  denn  für  y  =  f{x)  i{ 
dy  z=if\x)  .  dx^  und  hier  bildet  dy  eine  Function  von  ar,  weil  i 
aus  zwei  Factoren  besteht,  deren  erster  x  enthält.  Nach  dieser  B^ 
merkung  folgt  bei  zweiter  Differentiation,  indem  dx  als  constant^ 
Factor  gut,  d'^y  =  df{x)  .  dx  =f*{x)dx.dx  =f'(x)dx^  übel 
einstimmend  mit  den  Früheren,  und  ebenso  würden  für  die  fernere 
Differentiationen  (2^^,  dx^  etc.  als  Constanten  anzusehen  sein.  Es  kau 
nun  im  Yerlaufe  einer  analytischen  Untersuchung  nöthig  werden,  dei 
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X  deo  Charakter  der  anabhangigen  Veränderlichkeit  abzunehmen  und 
ik  auf  eine  andere,  entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  ein- 
zofahrende  Yariabele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Un- 
tefsochnng  einer  Curve,  deren  Abscissen  t  und  deren  Ordinaten  // 
lifi<sen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Abscisse,  sondern  die  Ordinate 
als  unabhängige  Yariabele  anzusehen ,  oder  man  könnte  in  den  Fall 
kommen,  die  Coordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Curre  als  Functionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfliesst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
geschieht.  Schärfer  aufgefasst  ist  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
die  Stefle  der  Differentialquotienten 

dy_        d^        ^_y 

dx'      dx^'      dx^' 
n  setzen  habe,  wenn  x  nicht  mehr  als  unabhängige  Yariabele ,  son- 
<iem  als  Function  einer  anderweiten  unabhängigen  Yeränderlichen  / 
ogeeehen  wird,  wodurch  nun  auch  y  in  letzter  Instanz  eine  Function 
TOD  f  geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y  von  x  und  x  von  t  abhängt,  also  y  eine 
asammengesetzte  Function  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren  des 

5.6.: 


ttM  man  erhält  hieraus 


1) 


dy      dx 

U  ~  Ix  "dT 


dy 
dy  dt 


dx  dx 

TT 
Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Yaria- 
Kle  /  diferenzirt,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen  Ton 
'  abhängen,  findet  man  links 


öf )  ■  ^  m 


dx        d^y     dx 


dt  dx  dt         dx^     dt 

<^  rechter  Hand   nach  der  Regel  für  die  Differentiation  der  Quo- 

dx     d^y         dy     d^x 
Ti"  Jt^  "^  ~dT  '  dF 


(; 


dt) 


78  Cap.  IL  §.  17.  Vertauschung  der  unabhängigen  Variabele 
Stellt  man  beide  Ausdrücke  in  eine  G-leichung ,  so  ergiebt  si< 

durch  Reduction  auf  rr-^ 


2) 


dx  d^y  dy  d^x 
d^y  _  'dT_dP  '^  It  "d¥ 
dx^  ~ 


m 


Durch  Wiederholung  der  Differentiation  in  Beziehung  auf  t  fi 
det  man  auf  gleiche  Weise 

3) 


dx^ 


( 


dt)    dt^  dt'dt^"di^^      dtKdpJ        U'Tt'l 


(dx\ 
\dt) 


Wie  man  auf  diese  Weise  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar  klai 
allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Gomplication  der  Am 
drücke  von  keinem  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t  •=  y^  womit  gesagt  ist,  dass  nun 
mehr  y  als  unabhängige  Variabele  gelten  oder  die  Gleichung  y  -=f(i. 
umgekehrt  werden  soll  [x  •=  ^(y)],  so  ist 

dy   __       1 
dx  dx 

ly 

d^ 
d^y  dy^ 


4) 


ö) 


dx^  /dx\^ 

\dZ) 


6) 


\dyy 


dy, 
dx     d^x 


dyV         dy     dy^ 


dx^  (dx\ 

\dy) 


Ay 
u.  s.  w. 

Dasselbe  Verfahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  ii 
abhängige  Variabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  noj 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor,  die  Rechnung  ersti 
den  gerade  vorkommenden  speciellen  Fällen  auszuführen,  wie  m^ 
dies  später  sehen  wird. 
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§.  18. 

2iuammenlxang  zwischen  einer  Function  und  ihren  suooes- 

cdven  Differentialquotienten. 

Sowie  in  §.  8  Gleichungen  zwischoi  oner  Function  and  ihrem 
enten  Differentialquotienten  abgeleitet  wurden,  so  lassen  sich  auch  aU- 
gemeisere  Formeln  entwickeln,  in  denen  ausser  einer  gegebenen  Func- 
tioii  noch  beliebig  viele  ihrer  Differentialquotienten  voi^ommen.  Man 
geäugt  hierzu  auf  folgendem  W^e. 

Analog  der  Gleichung 

1)  m  =fia)  +  (b  -  a)f'(a  +  ^[6~a]),    0<^<1, 

ut  iQch  unter  den  gehörigen  Bedingungen 

/'(c)=/(a)  +  (c-a)/>4-f[c-a]),     0<f<l; 

ninimt  man  c=a  4~'^(b  —  ^X  Bubstitnirt  nachher  den  Werth  Ton 
/  (c)  in  die  vorhergehende  Gleichung  und  beseichnet  ^  £  kurz  mit  ^i 

60  erhalt  man  die  neue  Formel 

l)m=f(a)  +  (b^a)f(a)  +  ^(5-«)«/>  +  »lip  —  a]). 
Im  letzten  Sammanden  kommen  zwei  positive  ächte  Bruche  # 
^i  ^1  vor,  deren  Werthe  man  nicht  näher  kennt ;  um  diesen  Uebel- 
^nd  zu  vermeiden,  suchen  wir  den  Betrag  der  Summe 

f(a)  +  (b-  a)f'(a) 
&iif  anderem  Wege  zu  bestinmien.     Zu  diesem  Zwecke  sei 

^  ist  dann  einerseits 

0        9  (a)  =  /(«)  +  (ft  -  a)f\a) ,      ip(b)=f(b), 

"'^»aaeitB  durch  DifPereniiatioii  von  Nro.  3) 

5)  ip'ix)  =  (b-  x)r{x). 

Bi«r  Itet  gich  die  bekannte  Formel  (§.  8,  Nro.  8) 

9(6)  =  ?)(a)  +  ^ (1  ^Z^P  -  1  <»'(«  +  ö[»  -  «]) 

*D»«iden,  indem  man  aus  Nro.  4)  die  Werthe  von  y(6)  und  ip{a) 
^^  nach  Nro.  5) 

9'(a  +  ö|>  —  a])  =  (1  —  ö)(b  —  a)f\a  +  Ö[6  —  a\) 
iQbstitnirt;  man  gelangt  sofort  zu  der  Gleichung 

«)  /(b)=/(a)  +  (6 - «)/'(«)  +-^=^^r(a  +  0[b- «]), 
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welche  genauer  als  die  frühei^e  (2)  ist,  insofern  sie  nur  den  einen  [ 
sitiven  ächten  Bruch  0  enthält.    Etwas  einfacher  wird  die  Formel 
für  p  =  2y  nämlich 

7)    f(b)  =  /(a)  +  (b-  a)f'(a)  +  i  (6  -  a)V"(«  +  Ö  [&  -  a] 
Üebrigens  gelten  diese  Resultate  nur  imter  der  Vorausset zuj 
dass  ^>{x)  und  9>'(a;),  mithin  auch/(a;), /'(a?)  und  f"{x)  stetig  m 
endlich  bleiben  von  a;  =  a  bis  a;  =  6. 

Das  soeben  benutzte  Verfahren  lässt  sich  wieder  auf  die  Fom 

7)  anwenden;  man  hat  nämlich 

/"(c)  =/"(a)  +  (c  -  a)/"'(a  +  c[c  -  «]), 
mithin  wenn 

c  T=:  a  4-  fl(b  —  a),         Öf  =  ö, 
genommen  und  substituirt  wird, 

8)  /(6)  =/(«)  +  (b  -  a)f'  (a)  +  •  (b  -  «)  V"(«) 

.       +  iö(b_a)3/"'(a4^,p,_fl 

Auch  hier  kommen  zwei  unbekannte  Brüche  ti  und  Oi  vor,  ai 
daher  verbessern  wir  die  Formel  auf  folgende  Weise.     Es  sei 

9)  ti>  (x)  =  fix)  +  (6  -  x)f{x)  +  \(b-  xyf'ix) , 
SO  haben  wir  einerseits 

10)  i>{a)  =f(a)  +  (b-a)f>(a)  +  l(b-ayf"ia),    V(6)=/(J 
andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  9) 

p'(a  4-  ^p,  —  o])  =  1(1  —  ^)«(6  —  a)if"'(a  4-  «•p,  _  o]) 
Substituiren  wir  diese  Weiihe  in  die  Formel 

11)  ^(6)  =  t(a)  +  ^(^^^S»)P-i  *'(«  +  *[?»-«]). 

so  gelangen  wir  augenblicklich  zu  der  Gleichung 

12)  f(h)  =f(a)  +  (b  -  a)f(a)  +  ^  (t  -  a)^r(a) 

die  sich  für  p  r=  S  noch  etwas  vereinfacht,  nämlich 

13)  /(&)  =-/(«)  +(p^  a)f\a)  +  1  (?>  -  a)V"(a) 

Dabei  müssen  i^(aj)  und  ^'(x),  mithin  auch  f{x),  f{x),  /'( 
und  /'"(ic)  endlich  und  stetig  bleiben  von  a;  =  a  bis  rc  =  &.       , 

Um    die    bisherige    Schlussweise   ganz    allgemein    auszufühil 
setzen  wir 


+  o„:   L.-j"'(fl+ni-'^ 
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u)  H^)  =/(^)  -I-  ~^f'(T)  +  ^f^f'i')  + 

.      .       .       .        J 1 Zl f(n       -    I)    (y.\ 

worin  f{x)  eine  gegebene  Function ,  i^  (x)  dagegen  die  unbekannte 
SoDime  der  rechts    stehenden  Summanden    bezeichnet.      Einerseits 

ist 

m  =f(a)  +  ^^/Ca)  +  ^=l^/"(o)  +  .  .  .  . 

•••  +  1.2...i»-l)^"-'^('*)' 
«-(5)=/(b), 

andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  14),  wobei  sich  alle  ne» 
gativen  Aosdrftcke  heben, 

QQdwenn  man  diese  Werthe  in   die  Oleichung  11)  einsetzt,   so  ge» 
^gt  man  zu  der  Formel 

16)  /(6)  =/(«)  +  ^/'(«)  +  ^^-f^f'ia)  +  .  .  . 

(i,  _  o)«  - 1 

(1  —  ^)»-pf5  —  a)"    , 

Zur  Gültigkeit  der  vorstehenden  Gleichung  gehört  übrigens  die 
Endlichkeit  und  Continuität  der  Functionen  ^{x)  und  ^>'{x)\  dazu 
i^t  Her,  wo  tlf{x)  und  ^'(x)  durch  die  Gleichungen  14)  und  15) 
bestimmt  werden,  erforderlich,  dass  f{x),f(x),  /"(a?),  .  .  ./^"H^) 
^dlich  und  stetig  bleiben  von  2;  =  a  bis  x  =  &. 

Fär  h  —  a  =  ft  nimmt  die  Formel  16)  folgende  Gestalt  an. 
1?)  f(a  -I-  Ä)  =/(a)  +  -J-/'(a)  +  i^/"(«)  +  '  •  •  ' 

^chlOmilch,  Aualysis.  G 
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und  dabei  müssen  f{x)  ,  f'(x),/"(x) ,  .  .  .  /^"^  (x)  endlich  und  coni 
nuirlich  bleiben  von  x  =^  a  hiB  x  =  a  -\-  h. 

Als  Specialisirungen  der  Zahl  p  empfehlen  sich  die  Werthe  p  = 
und  jp  =  1 ;  im  ersten  Falle  erhält  man 

18)  /(«  +  Ä)  =/(«)  +  ^/'(a)  +  i^/"(«)  +  •  •  •  • 

dagegen  im  zweiten  Falle 

19)  f(a  +  h)  =f(a)  +  ^f(a)  +  y^/"(«)  +  '  •  •  • 

^  1.2...  (w— !)•'  ^^  ^  1.2...(n— 1/     ^ 

Hier  bedeutet  <&  immer  einen  positiven  ächten  Bruch,  desse 
Werth  nicht  näher  bekannt  ist.  Dieser  kann  übrigens  in  den  drei  lets 
ten  Formeln  verschieden  sein,  denn  man  sieht  an  einzelnen  Beispie 
len  zu  Formel  17)  sehr  leicht,  da6s  ^  gleichzeitig  von  a,  h,nmi 
p  abhängt  und  daher  bei  verschiedenen  p  im  Allgemeinen  verscbie 
dene  Werthe  erhält. 

Eine  sehr  einfache  Anwendung  von  Formel  18)  gewährt  äh 
Specialisirung 

f(x)  =  logx, 
wobei  M  den  Modulus  des  logarithmischen  Systems  bezeichnen  möge: 
es  ist  dann 


20) 


"  '  '^  n—l  \aj  "^  n  \ai-^h 
und  zwar  gilt  diese  Formel  für  alle  positiven  a  und  h.  Setzt  m 
für  d^  das  eine  Mal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit,  so  wir 
der  absolute  Werth  des  letzten  Summanden  im  ersten  Falle  zu  gross 
im  zweiten  zu  klein,  und  man  erhält  daher  zwei  Zahlen,  zwischeii 
denen  log{a  -{-  h)  enthalten  ist. 

Auch  für  Functionen  mehrerer  Variabelen  können  ähnliche  Glei« 
chungen  wie  Nro.  17),  18)  oder  19)  entwickelt  werden,  doch  unter- 
lassen wir  dies,  da  wir  ohnehin  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen. 


Gap.  IlL 

Untersuchungen  über  krumme  Linien  und  Flachen. 

§.  19. 
Der  Lauf  ebener  Curveo. 

L  Die  erste  Frage  bei  der  Betrachtung  einer  ebenen  krummen 
iiflie  wird  sich  immer  auf  deren  Steigung  oder  Fall  beziehen,  weil 
schon  hieraus  die  Gestalt  der  Curve  mit  einiger  Sicherheit  zu  ersehen 
^  Soll  nun  die  Curve  steigen,  so  muss  die  nächstfolgende  Ordinate 
P^äer  alsiÜe  vorhergehende  sein,  beim  Herabsteigen  dagegen  ent- 
^ndit  der  grösseren  Abscisse  eine  kleinere  Ordinate.  Betr. ich ten 
^  daher 

X  und  y  =f(x), 
X  +  j^x    „     y  +  ^y  =f(x-\-^x) 
«fi  Coordiaaten  zweier  benachbarten  Punkte,    so  steigt  die  Curve, 
Venu  bei  hinreichend  kleinen  ^dx  die  Differenz 

^y=/(x-{-  ^x)^f(x) 

IT  ist  und  es  bleibt,  falls  ^x  noch  weiter  abnimmt  und  gegen 
Hüll  convergirt;  dagegen  fallt  die  Curve  bei  negativ  bleibenden 
^Ü*  Zufolge  der  Voraussetzung  eines  positiven  ^x  kann  man  auch 

^en,  dass  die  Curve  steigt  oder  fällt,  je  nachdem  der  Differenzen- 

ptient 

^y  ^f(x  +  ^x)^f(x) 

^x  ^x 

^^  positive  oder  negative  Vorzeichen  behält.     Wie  in  §.  8  nachge- 
^esen  wurde ,  hat  aber  der  Differenzenquotient  bei  hinreichend  klei- 

6* 
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nen  ^x  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  Differentialquotient ;    es  gj 
daher  der  Satz: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  =  f(x)  ist,  steij 
so  lange  als/'(a;)  positiv  bleibt,  sie  fällt  dagegen  i 
lange  f  (x)  das  negative  Zeichen  behält. 
Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  ms 
sich  an  die  Gleichung 

y'  =f'(^)  =  ^«wr 
erinnert.    Bei  positiven  /'  (x)  ist  nämlich  r  positiv  und  die  Tanger 
TP  (Fig.  14)  bildet  mit  der  positiven  Seite  der  a;- Achse  den  spitzi 


Fig.  14. 


und    zwar    positivi 

Winkel  X  TP,  wol 

die  Drehung  von  4 

Eechten   zur   Linkj 

als    die  Drehnng  i 

positiven    Sinne    b 

trachtet    wird ;     u 

ter  diesen  Umstand 

steigt  die  Curve.  De 

negativen  /'  (x)  entspricht  ein  negativer  Winkel  r  =  Zl  X  Ti  U,  w€ 

eher  durch  die  entgegengesetzte  Drehung  entstanden  ist;   die  Cnr^ 

fallt  dann. 

Wenn  die  derivirte  Function  /'  (x)  ihr  Vorzeichen  auf  die  "Weisi 
ändert,. dass  sie  entweder  vom  Positiven  durch  Null  hindurch  in 
Negative,  oder  umgekehrt  aus  dem  Negativen  durch  Null  hindurc 
in's  Positive  übergeht,  so  tritt  an  der  Stelle,  wo  f'(x)  =  0  wir 
entweder  der  Uebergang  von  Steigen  zu  Fallen  oder  von  Fallen  5 
Steigen  ein.  Derartige  Punkte  kann  man  passend  Culmination 
punkte  nennen;  im  ersten  Falle  ist  die  Culmination  eine  ober 
im  zweiten  eine  untere.  An  jedem  Culminationspunkte  wird  r  = 
mithin  die  Tangente  parallel  zur  Abscissenachse ,  wie  in  Fig.  14  i 

dem  oberen  Culminationspunkte  C. 

I 

Als  Beispiel  kann  man  die  Ellipsengleichung  | 

h  ,/ 

y  =  —  V  2ax  —  x'^ 
a 


benutzen;  der  Differentialquotient 


^         a 


a 


X 


]/  2ax—  x^ 

hat  für  X  <i  a  das  positive,  für  x  ^  a  das  negative  Vorzeichen  ui 
geht  an  der  Stelle  x  =  a   aus  dem  Positiven  in's  Negative  üh( 
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Die  Curve  besitzt  daher  an  der  Stelle  x  =  a^y  =  b  einen  oberen 
Cokmationspnnkt,  wie  auch  geometrisch  bekannt  ist. 

IL  Hat  man  mittelst  der  angegebenen  Regel  gefunden,  dass 
eine  Gurre  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  steigt  oder  fallt,  so 
bleibt  noch  die  zweite  Frage,  wie  jenes  Steigen  oder  Fallen  ge- 
schieht Eine  Curve  kann  nämlich  beim  Steigen  entweder  die  erha^ 
bene  oder  die  hohle  Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehren  (s.  Fig. 
iDimd  16).  Dasselbe  g^t  auch,  wenn  die  Curve  föllt,  und  es  bedarf 
dabei  eines  Unterscheidungszeichens  f^  diese  verschiedenen  Lagen. 
Istnimder  Bogen  PPi  convez  gegen  die  Abscissenachse  (Fig.  15), 

so  heisst  dies  nichts  Au- 
^^'  deres,  als  dass  er  zwi- 

schen seiner  Sehne  und 
der  o;- Achse  liegt ;  dage- 
gen ist  der  Bogen  PP'2 
concav  (Fig.  16),  wenn 
umgekehii  die  Seime  zwi- 
schen dem  Bogen  und 
der  Abscissenachse  durch- 
geht. Schalten  wir  auf 
der  Mitte  der  Sehne  noch 
den  Punkt  Q  ein  und  be- 
zeichnen mit  Pf  denjeni- 
gen Curvenpunkt,  wel- 
cher die  nämliche  Ab- 
scissc  wie  Q  besitzt,  so 
haben  wir  bei  convexer 
Krümmung 

MiQ>M,Pu 
X        bei  concaver  Krümmung 

und  es  ist  also  die  CuiTe 
konvex  oder  concav  gegen  die  Abscissenachse,  je  nachdem  MiQ  —  MiPi 
^  positive  oder  negative  Vorzeichen  hat  Für  OM  =  x,  MMi 
^  3fi  Jlfj  =  jdx  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  Mi  Q  das  arithme- 
^scbe  Mittel  zwischen  MP  und  M^  Pi  darstellt,  findet  sich 

MiQ--M,P^ 

Jjx+2z/a;)+/(a;)    ^^^  ^  j^^^f(x^-2Jx)^2f{x^Jx)^f{x)^ 

^ßser  A\ißdruck  hat  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie 


Fig.  16. 


0 


86  Cap.  IIL    §.  19.    Der  Lauf  ebener  Curven. 

f{x  -\-2^x)-  2 fix  +  ^x)  +  f{x)  ^  ^^^f(x) 

und  letzterer  ist  wieder  einerlei  mit 

/"(a')  \  9, 
WO  Q  eine  gleichzeitig  mit  ^x  gegen  die  Null  convergirende  Grösi 
bezeichnet.  Hieraus  folgt,  dass  bei  hinreichend  kleinen  /^x  ^ 
zweite  Differenzenquotient  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  zweite  Difift 
rentialquotient  besitzt,  dass  mithin  die  Curve  convex  oder  conc^ 
ist,  je  nachdem  /"  (x)  das  positive  oder  negative  Zeichen  hat.  Dies 
Bemerkungen  sind  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die  Gurv 
unterhalb  der  Abscissenachse  liegt,  mithin /(o;),  f{x  +  ^x),  f(x  -|-  2  4 
negativ  sind;  man  findet,  dass  umgekehrt  ein  negatives /'' (o;)  dj 
convexe,  ein  positives /"  (a?)  die  concave  Krümmung  anzeigt  Mi 
dem  Vorigen  zusammen  giebt  dies  den  Satz,  dass  die  Curve  conve 
oder  concav  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt  ist,  je  nachdem  f{i 
.und/"(a?)  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 

Zu  demselben  Besultate    führt   auch   eine  andere  BemerkuD| 

Bei  einer  convex  steigenden  Curve  wachsen  nämlich  die  Tangenten 

winkel,  bei  einer  concav  steigenden  nehmen  sie  ab,  wie   man  unmii 

telbar  aus  Fig.  17  und  18  ersieht,  worin  PTund  Pj  Ti   die  tJ 

Fig.  17.  Fig.  18. 


genten  an  zwei  aufeinander  folgenden  Punkten  sind.  Die  gleich 
Bemerkung  gilt  auch  für  fallende  Curven,  und  daher  deutet  jederzej 
ein  wachsendes  r  auf  convexe,  ein  abnehmendes  r  auf  concave  Krüni 
mung.  Die  Zunahme  oder  Abnahme  von  r  erkennt  man  an  deij 
Vorzeichen  des  Differentialquotienten 

dt  darctany' 1  „  { 

dx  ~        dx        —"  1  +  3/'2  y   5 

dieses  Vorzeichen  hängt  lediglich  von  «/"  ab,  und  damit  gelangt  mal 
wieder  zu  dem  vorigen  Satze.  Um  letzteren  etwas  einfacher  mi 
für  Anwendungen  bequemer  aussprechen  zu  können,  denken  wir  un| 
die  Abscissenachse  so  weit  abwärts  parallel  zu  sich  selbst  verscH 
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ben,  dass  alle  in  Frage  kommenden  Ordinaten  positiv  ausfallen;  mit 
anderen  Worten,  ¥rir  vergrössem  alle  innerhalb  des  betrachteten 
lotenralles  liegenden  Ordinaten  um  eine  constanto  Strecke,  welche 
mehr  als  die  grösste  Ordinate  beträgt.  Auf  j^'  und  y"  hat  diese 
Operation  keinen  Einfinss;  der  vorige  Sats  aber  lautet  dann: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  =/(j;)  ist,  kehrt 
die  conveze  oder  die  concave  Seite  nach  unten,  je 
nachdem /''(:r)  positiv  oder  negativ  ist. 

Aendert  f"  (x)  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  den 
Wertli/''  (x)  =  0,  60  findet  an  dieser  Stelle  ein  Krümmungswechsel 
stsü]  ein  derartiger  Punkt  heisst  ein  Inflezionspunkt  oder  Wen- 

depnnkt. 

IIL     Nach   diesen  Sätzen  ist  der  Lauf  einer  durch  ihre  Glei- 
chung gegebenen  Gurve  auf  folgende  Weise  zu  untersuchen.     Man 
ermittelt  zunächst  die  Intervalle,  innerhalb  deren  y  sein  Vorzeichen 
behält,  sowie  die  Stellen  wo  j^  =r  0  wird;  man  erhält  dadurch  die 
Punkte,  welche  die  Curve  mit  der  Abscissenachse  gemein  hat,  d.  h. 
Durchschnitte  oder  Berührungspunkte  mit  dora?-Achse.  Nach- 
her entscheidet  man,  wie  weit  y'  positiv,  wie  weit  es  negativ  ist  und 
vo  y*  Bein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  Null  wechselt; 
dies  gieht  die   Gulminationspunkte.     Endlich    untersucht  man, 
innerhalb  welcher  Intervalle  y"  positiv  bleibt,  innerhalb  welcher  an- 
deren negativ ,  und  an  welchen  Stellen  y"  sein  Vorzeichen  mittelst 
Abganges  durch  Null  wechselt,  d  h«  wo  Inflezionspunkte  vor- 
bmmen.    Diese  sogenannten  ausgezeichneten  Punkte  reichen  hin, 
^  <üe  Gestalt  der  Gurve  keimen  zu  lernen. 

Als  Beispiel  diene  eine  Gurve  von  folgender  Entstehungsweise.  In 
einem  über  dem  Durchmesser  ii  £  =  2  a,  Fig.  1 9  (a.  f.  S.),  construirten 
Kreise  sind  parallel  zu  AB  Sehnen  gezogen,  von  denen  Qi  Q^ 
irgend  eine  darstellen  möge;  sie  schneidet  den  zu  ^^  senkrechten 
Dwchmesser  in  einem  Punkte  N.  Man  legt  ferner  Jtfi  ^i  ||  CD  ||  Jlfj Q2 
ni  zieht  die  Gerade  A  N\  letztere  trifft  Jlf,  Qi  in  Pi ,  M^  Qj  in  P^, 
^dnun  sollen  Pi,p3  Punkte  der  neuen  Curve  sein.  Bezeichnet  man 
^If]  oder  AMi  mit  a;,  und  die  zugehörige  Ordinate  mit  ^,  so  erhält 
^  als  Gleichung  der  krummen  Linie 

xy2ax''  x^ 

*  =  — z — ' 

Qnd  hieraus  ergiebt  sich,  das  Wurzelzeichen  erst  als  positiv  voraus- 
gesetzt, dass  zu  jedem  negativen  x  ein  imaginäres  y  gehört,  dass 
ferner  für  x  =  0  auch  y  =  0  wird,  dass  jedem  zwischen  0  und  2  a 
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liegenden  o;  ein  positives  y  entspricht,  dass  für  x  =  2a  wieder //  =  ü, 
und  für  x  ^  2a  jedes  y  imaginär  ist.  Die Curve  geht  demnach  von 
A  aus  über  die  a?-Achse  hinauf  und  steigt  am  Ende  in  B  wieder  zu 

Fig.  19. 


ihr  herab.  Nimmt  man  das  Wurzelzeichen  negativ ,  so  erhält  man 
gleich  grosse  und  entgegengesetzte  Ordinaten;  demnach  besteht  die 
Curve  aus  zwei  congruenten,  über  und  unter  der  Abscissenachse  lie- 
genden Zweigen,  die  zusammen  eine  geschlossene  Figur,  ein  soge- 
nanntes Blatt  bilden. 

Man  erhält  weiter  als  ersten  Differentialquotienten 

, rr(3a  —  2x) 

aV  2ax  — a;^' 

wobei  das  Wurzelzeichen  positiv  genommen  werden  kann,  weil  man 
nur  einen  der  beiden  congruenten  Zweige  zu  untersuchen  brauchtj 
Für  X  =  0  wird  2/'  =  0;  so  lange  x<i^a  bleibt,  ist  y'  positiv,  füJ 
X  -=  \a  wird  y'  ==  0,  bei  grösseren  x  wird  y*  negativ  und  zuletj|| 
d«  h.  für  X  =  2  a,  negativ  unendlich  gross.  Demnach  hat  die  Gurrt 
in  A  die  Abscissenachse  zur  Tangente ;  von  A  aus  steigt  sie  bis  ztj 
dem  oberen  Culminationspunkte  6r,  dessen  Goordinaten  AF=^\^ 

FG  =  — ' —  a  sind ,  und  fallt  dann  bis  B ,  wo  sie  die  Abscissea 
4 

achse  rechtwinklig  schneidet. 

Was  ferner  den  zweiten  Differentialquotienten 

„  _  a;(3ag— 6aa;  +  2rr'0  *_  2 a; [(a;  —  .f a)^  —  f  g'^] 

^    """      a  V  (2  aa;  —  «2)8       ~      aV(2ax—x^y 

anbetrifft,  so  übersieht  man  leicht,  dass  derselbe  positiv  bleibt  vd 
x=Obia  zudem  kleineren  der  beiden Werthe,  welche (o?  —  5a)*=i' 
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3  _  y  3 

machen,  d.  h.  bis  zu  x  = r a  =  g  rt  —  a  cos  30^.  Beim  üeber- 

schreiten  dieses  Werthes  geht  y"  aus  dem  Positiven  in^s  Negative 
über  and  bleibt  negativ  bis  x  =  2a,     Es  würde  zwar  später  ftir 

3  -1-  V^ 
X  = a  wieder  ein  Zeichenwechsel  eintreten ;  dieser  kommt 

3  -I-  V^ 
aW  nicht  in  Frage,  weil  r a  ^  2  a  ist  und  die  zugehörigen 

%  y,  f  imaginär  sind.  Die  Curve  ist  demnach  convex  gegen  die 
ilidcissenachse  von  A  bis  zu  dem  Inflexionspunkte  J,  dessen  Goordi* 
uk^AU-^^.  \a  —  a cos 30^  und  HI  leicht  construirt  werden  kön- 
nen; darüber  hinaas  bleibt  die  Linie  concav. 


§.  20. 

Bogendifferential,  Tangenten,  Asymptoten  und  Normalen 

ebener  Cnrven. 


I-    Die  schon  öfter  benutzte  Gleichung 

^  iant=y'  =  ^ 

dx 

W  die  Grundlage  für  alle  Formeln  und  Conetructiouen ,  welche 
^^  dem  Probleme  des  Tangent^nziehens  in  irgend  einem  Zusammen- 
^e  stehen.    Zunächst  bemerken  wir,  dass  aus  Nr.  1)  die  folgenden 

Weicliungen  entspringen. 

dp 

2)        1  .  dx 


cosz  =  - — ,  stnt  = 


fenen  man  auch  die  Gestalt  geben  kann : 

^        cost  =  ^,       ^^  ,    smr  ^  -^=i£_  . 

Vdx^  4-  dy'i  Vdx'^  +  rft/2 

^ßr  besitzt  der  Nenner  eine  geometrische  Bedeutung.  Je  kleiner 
i^mlich  dx  und  dy  gedacht  werden,  desto  eher  ist  es  erlaubt,  das 
zwischen  den  Punkten  x,  y  und  x  -\~  dx,  y  -\-  dy  liegende  Curven- 
stöck  mit  seiner  Sehne  zu  verwechseln  oder  das  aus  den  Katheten 
^Myund  dem  zugehörigen  Bogen,  welcher  ds  heissen  möge,  ge- 
"dete  Dreieck  als  geradliniges  Dreieck  anzusehen.     Dass  diese 
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Vorstellung  richtig  ist,  beweist  die  daraas  folgende  Gleichung  tan\ 

=  -~ ,  welche  mit  Nr.  1)  übereinstimmt.     Dann  darf  man  aber  wei 
dx 

ter  schliessen,  dass  für  das  Bogendifferential  ds  die  Gleichung 

4)  ds^  =  dx^  +  dy^ 

gelten  muss.     Dies  kann  auch  direct  auf  folgende  Weise   gezeigl 
werden. 

In  Fig. 20  sei  OM  =  x,  MP  =  y,  MMi  =  PQ  =  Jx,  P,( 


Fig.  20. 


=  Jy,  Z.  PTX  =  r,  der  voi 
einem  festen  Punkte  C  an  gerech 
nete  Bogen  GP  =  s,  mithin 

Are  PPi  =  jds, 
endlich  R  der  Punkt,  in  welchen 
die  Tangente  TP  die  Ordinati 
Ml  Pi  schneidet ;  wählt  man  Ji 
so  klein,  dass  der  Bogen  PPi 
keinen  Inflexionspunkt  enthält, 
also  entweder  nur  convex  oder 
nur  concav  ist,  so  hat  man  folgende  Ungleichungen 

ArcPPi  >,PPu  d.  h.  Js>  V  Jx^  +  Jy^, 

ArcPPi  <  PR  +-  RPu  dLh,Js<idx  secv  -f  ^iJy  —  ^xißMt 
Durch  beiderseitige  Division  mit  ^x  ergiebt  sich 


M   MiU 


Ki+(^y<^<--+^-'«'*'' 


^x 


jdx 


beim  Uebergange  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  ^x^  ^ü* 
^s  erhält  man  auf  der  linken  Seite  als  Grenz werth 


y.  +  (g;  =  VTT7-: 


und  auf  der  rechten  Seite 

dy 
dx 


sect  -\-  ^  —  tant  =  secr  =  Vi  -\-  tarier  =  V  1  +  y'*. 


Beide  Seiten  conyergiren  also  gegen  eine  und  dieselbe  Grenze, 
daraus  folgt 

was  mit  der  Gleichung  4)  übereinstimmt.     Auch  ist  nun 
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1  dx 

cos  T  =  — 7====i  =  -r— , 

Vi  +y'^       ^« 

stn  T  ==  ^ .  =  =  —^ . 

Vi  +y'»       ^« 

Wenn  die  Gleichung  der  Gorye  nicht  in  der  expliciten  Gestalt 
jf=/(j),  sondern  implicite  unter  der  Form 

F(x,  y)  =  0 
gegeben  ist,  so  hat  man 

,        äy  dx 

y'=        — 


dx  8F 

dy 
zo  setzen,  wie  in  §.  10  gezeigt  worden  ist. 

II.  um  durch  den  Punkt  P  eine  Tangeute  an  die  Curve  zu 
legen,  kann  nian  entweder  den  Berührungswinkel  r  aus  der  Formel  1) 
iwstimmen  und  sein  Complement  MPT  (Fig.  20)  an  die  Ordinate 
JtfP  antragen,  oder  eine  der  Geraden  JtfTjPT  berechnen  und,  wenn 
möglich,  construiren.  Die  erste  dieser  Strecken  heisst  die  Subtan- 
gente,  die  zweite  die  Tangente,  und  zwar  ist 

6)  m.  =  ycatx^^^j„ 

•^         Stn  %  y' 

Bezeichnen  §  und  i}  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
<^er  Tangente,  so  gilt  die  Gleichung 

ri  —-  y  =z  {^  -^  x)  tan  r, 

▼OD  deren  Richtigkeit  man  sich  durch  wirkliche  Construction  der 
Mferenzen  J  —  x  und  ly  —  y  leicht  überzeugt ;  demnach  lautet 
^ie Gleichung  der  Tangente: 

Far  den  Fall,  dass  die  Gleichung  der  Curve  in  der  unent- 
•'ckelten  Form 

F{x,y)  =  0 

l^geben  ist,  erhält  die  Gleichung  der  Tangente  die  symmetrische 

fie^Ult 


92       Cap.  III.    §.  20.    Bogendifferential,  Tangenten,  etc. 
III.     An  die  Gleichang  8)  oder 

V  =  y'^  +  y  —  ^y' 

knüpft  sich  noch  folgende  Bemerkung.  Wenn  die  Curve  in's  ünend 
liehe  geht,  so  kann  es  geschehen,  dass  bei  unendlich  wachsenden j 
die  Ausdrücke 

^'  und  y  —  xy' 

sich  bestimmten  Grenzen  nähern ;  es  giebt  dann  eine  feste  Grenzlag 
der  Tangenten,  der  sie  sich  mehr  und  mehr  nähern,  je  weiter  d^ 
Punkt  xy  fortrückt,  d.  h  eine  sogenannte  Asymptote  der  Curvi 
Setzen  wir 

Limy'  =^  Lim  f\x)  =  A^ 

lAmiy  —  xy')  =  Lim[f(x)  —  xfix)]  =  JB, 

so  haben  wir  als  Gleichung  der  Asymptote 

10)  ri  =  Ä^  +  B. 

Nur  für  den  Fall,  dass  die  Asymptote  parallel  zur  y- Achse  lieg! 
wird  diese  Gleichung  unbrauchbar  wegen  A  =  oa  und  B  =  cc]  mal 
hat  aber  dann  die  vorige  Betrachtung  nicht  nöthig,  weil  sich  ein 
derartige  Asymptote  von  selbst  dadurch  bemerklich  macht,  das 
einem  endlichen  x  ein  unendliches  y  entspricht. 


(x  =  od) 


Fig.  21. 


M   MiU 


11) 
12) 


Suhnorm. 

y 


IV.  Errichtet  man  im  ?nM 
P  auf  der  Tangente  eine  Senk- 
rechte, welche  die  Abscissenacke 
in  ü  schneidet,  so  erhält  man  di< 
sogenannte  Normale  der  Curve 
MU  heisst  die  Subnormal 
(Fig.  21).  Aus  der  Bemerkunj 
dass 

^  MF  ü=  Z.  MTB  =  r 
ist,  findet  man  leicht 
ytant  =  yy\ 


Norm.  = 


cosz 


=  yVi  +  y''i 


femer  ist,  wenn  |  und  rj  die  Goordinaten  eines  Punktes  der  Normal 
bezeichnen, 

ri  —  y  =  (x  —  ^)  cott, 

mithin  die  Gleichung  der  Normale: 


13) 


y  =  —  -rr  (S  —  «)• 


i  4-   T? 


^ftasDQiiif  -wrnt  ji iaiiwa.'5flii^v»Ti>an}:^. -irfa  ii;c.    >J» 


-^sr  iiiiiiui;.v:idiEat29L  Farn,   rtar  C»nrrfflir]jf?i.'!iflnjr    flifficcTiÄc   jw^ 
r  —  r'  — X  —  i    - —  =  \i. 


AiT^smiüiumL  Q 


?^- 


=  2j>j 


^x^ 


^  AZr«sesBe  G^^itsr^  der  K^^g^^s^'lmiUe^  wcinn  >»  de«  H;iühpara» 
ceter  lüe  Ordinate  im  BTsnfcnkfe^i  bedeatet.     Man  findet  hvNnuns 


2t 


Ff    =jp 


lütbin  als  Gliäüauig  der  Tangynte 


i> 


i|  —  jr  = 


9' 


U  -  xV 


Für  I  =r  O  er^giebt  sich  hieraus  ein  specielles  tj,  das  i^^^  h^^i^^st^n 
c<«t  und  zwar  bedeutet  es  geometrisch  die  Strecke  0  7\  ^reiche  di^ 
^^vente  ▼<m  der  Ordinatenachse  abschneidet;  man  hat  dafilr 


>»•  =  y  — 


\P 


gx 


"ItT,  vermöge  des  Werthes  von  y\ 
4)  «    —  ^"^ 

y 

Dies   giebt   folgende   Tangentenconstruction   (Fig*   22).     Mau 

nehme  0  C=|>,  f&lle  von  doiw  fos^t^ni 
Punkte  C  auf  den  Radiusveotor  OP 
eine  Senkrechte,  welche  die  Ordinn« 
tenachse  in  T  schneidet,  und  «iohe 
die  Gerade  TP. 

Man  hat  ferner  durch  Subatitu* 
tion  des  Werthep  von  y 
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.,  _       P  +  ga^       _ 
V2px  +  qx^ 


X        * 


V^f 


y  ^  xy'  =  fio 


px 


X 

p 


+  Q 


V2px  +  qx^ 


'  X 


+  a 


bei  unendlich  wachsenden  x  wird  hieraus 

Limy'  =  -^  =  Vq,  Lim(^  —  ajy')  =  -~=  • 

Diese  Ausdrücke  sind  reell  und  von  endlichem  Werthe,  weni 
g  ^  0,  d.  h.  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist;  letztere  besitz 
daher  zwei  Asjrmptoten,  deren  Gleichungen  aus 


5) 


,=y^.s  +  ^ 


hervorgehen,  wenn  man  yq   das  eine  Mal  mit    dem  positiven,  das 
andere  Mal  mit  dem  negativen  Vorzeichen  nimmt. 

Was  endlich  die  Normale  betrifEt,  so  bemerke  man,  dass  die 
Gleichung  2)  linker  Hand  den  Auadruck  yp\  d.  h.  die  Subnormale, 
enthält  und  dass  die  Gleichung  2)  mit  folgender  übereinkommt: 


6) 


p- 


Man  kann  daher  die  Normale  unabhängig  von  der  Tangente 
durch  folgende  Gonstruction  erhalten:  Auf  dem  RadinsvectOT  OP 
errichtet  man  in  P  eine  Senkrechte,  welche  der  Abscissenachse  in  ^ 
begegnet,  und  nimmt  QU  =  p;  dann  ist  P ü  die  Normale. 

II.     Die  Cycloide  ist  bekanntlich  der  Weg,  den  irgend  ein 


Fig.  23. 


Punkt  eines  Kreises  be- 
schreibt, wenn  letzterer, 
ohne  zu  gleiten,  anfeiner 
Geraden  fortrollt,  woba 
sich  die  Peripherie  des 
Kreises  auf  jener  Gera- 
den abwickelt    Nehmen 
wir  die  gegebene  Gerade 
AB,  die  sogenannte  Ba- 
sis, zur  a>  Achse,  den  An- 
fangspunkt der  Bewegung  zum  Coordinatenanfang  und  setzen  (Fig» 
23)  AM  =  X,  MP  —  y,LP  =  Lü=a,Z^PLü=(o,BO  gel- 
ten folgende  Gleichungen 
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X  —  AU—  Mü=  ÄrcUP  —  PF, 


iL 

■ 

7) 

X        ao  —  asinio; 

y—  UV—  LU--  LV, 

i  L 

3) 

y  —  a  —  acosG). 

Durch  Eliminatioii  von  (o  aus  7)  und  8)  würde  man  zu  einer 
Gleachnng  zwischen  x  und  y  gelangen,  da  aber  dieselbe  etwas  com- 
pHdrt  sosfallt,  so  thut  man  besser,  die  obigen  zwei  Gleichungen  bei- 
zobeyten  und  darin  den  Walzungswinkel  coi  als  unabhängige  Varia- 
hde  m  betrachten.     Dann  ist 

dx  =  a(l  —  coscj)  dco,  dy  =  asincj  do, 

loithin 

dx        1  —  cos(o  ^ 

oder,  zufolge  der  geometrischen  Bedeutung  des  Differentialquotienten, 

tanz  =  cotl<o  =  lan  (90^  —  |a>). 

Da  während  der  ersten  halben  Umwälzung  <o  <^  180^  mithin 
90*  —  I  Ol  ein  spitzer  Winkel  und  ebenso  r  jedenfalls  <  90®  ist,  so 
schüesst  man  aus  der  vorigen  Gleichung 

r  =  90»  —  ica  oder  90»  —  r  =  Jo, 

4.L  Z  MPT=  dem  Peripherie  Winkel  ÜWP;  es  ist  folglich  WPT 
^  Tangente  und  die  darauf  senkrechte  P  U  die  Normale. 

Nicht  selten  nimmt  man  den  höchsten  Punkt  C  der  Cycloide 
2Qm  Coordinatenanfang  und  den  Pfeil  CD  zur  Abscissenachse.  Für 
CV=  Xi,  NP  =  yi  ist  dann 

ixi  =  CD—  BN  =  2a  —  ^  =  a(l  +  cosai) 
yi  =  AD  —  AM  =  na  —  a?  ==  a(n  —  d  -f-  9tn^) 


dyi        dx        ,     ,  1/1  — cosa 

dxi        dy  ^  Y    l  -}-  C08C3 


«ler  weiren  cosc^  = 1, 

a 


dyi  1 /2g  —  ^ V2aa?i  —  Xi^ 

dxi  Y         X\  X\ 

IHeses  Resultat  stimmt  mit  dem  vorigen  fiberein.  Die  linke 
beite  bedeutet  nämlich  geometrisch  den  Winkel  Ti,  den  die  Tangente 
i^r  mit  der  neuen  Abscissenachse  einschliesst,  es  ist  daher 


96 
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tan  ti  =  -^  oder  tan  MP  T  —      ^ 


NC  "~^'  ^^"^' NC 

woraus  wieder  folgt,  dass  P  W||  CQ  die  Tangente  sein  muss. 

III.  Die  Kettenlinie.  Aus  statischen  Gründen  bildet  ein  voll 
kommen  biegsamer  homogener  Faden,  frei  aufgehangen  und  nur  de| 
Einwirkung  seines  Gewichtes  unterworfen ,  eine  krumme  Linie  voij 
folgender  Gleichung 


12) 


y 


7/3?  X  \ 


wobei  die  Abscissenachse  horizontal  in  der  Entfernung  Je  unter  dei 


Fig.  24. 


'\ 

Y 

\^ 

H 

\ 

T 

\ 

\ 

^          \ 

Scheitel  der  Curve   liegt,    und  di 

I 

Ordinatenachse  vertical  durch  de 
Scheitel  geht  (Fig.  24).  Aus  Nr.  Ü 
folgt 


y 


=i(e*  -e      *) 


ü 


MIST 


U      X 


tanz  = 


und  es  ist  vermöge  der  Werthe  vo 
y  und  2/' 

(f)*  -  '■' = '■ 

oder  zufolge  der  geometrischen  Bei 
deutung  von  y' 

Vy^- 


k^ 


k 


Um  hiernach  die  Tangente  am  Punkte  P  zu  construiren,  b 
schreibt  man  aus  dem  Scheitel  C  mit  MP  als  Halbmesser  eini 
Kreis ,  welcher  die  Abscissenachse  in  N  schneidet ,  zieht  die  Gerai 
CN,  die  mit  0  C  einen  Winkel  =  r  bildet,  und  legt  PT  senkrec 
zu  CN;  die  Normale  P  ü  ist  parallel  zu  CN. 


§.  22. 
Krümmungskreis,  Krümmungsmittelpunkt  und  Evolute. 

I 

I.  An  zwei  Punkte  P  und  Pi  einer  Curve  CPPi  (Fig.  2 
denken  wir  uns  die  Tangenten  TP  und  Ti  Pi  gelegt ,  die  sich  in 
schneiden,  und  die  zugehörigen  Normalen  construirt,  deren  Durc 
schnitt  Q  heissen  möge;  in  dem  Sehnenvierecke  PQPy  ü  ist  dann 


^  ^QPi 
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=  ^  TUT,  =  ^  MiT.P,  ~  ^  MTP=T,  -  r. 


0   T 


Fig.  25. 


der  Winkel  PQPi  giebi 
also  den  Zuwachs  des  Tan- 
gentenwmkels  x  an  und  kann 
daher  mit  ^dx  beieichnet 
werden.  Ziehen  wir  femer 
die  Secanie  P,  PS  and  setzen 

^  PSM=  6, 
so  haboi  wir  im  Dreiedke 


^PiPQ=  900  _  ^ PiPU=  90®  —  ^  SPr  =  90«  —  (ö  —  r), 
^?Pig=900  — ZPPirrzr:90«  — ^£SPiT,  =  90«  — fr,  —  <J). 

'«Böge  der  Proportionalität  der  Seiten  und  der  Sinus  der  Gegen- 
winkel können   wir  hieraus  die  Strecken  PQ  =  r  und  P^Q  r=  r, 

•^reclmen  und  finden 


oder 


Sin  ^x 


StM^T      ^X 


cos(t  -L  -^T  —  ö) 


'>ö<l  dem  entsprechend 


v' 


•+^) 


2 


f  1  = : — ^3 COS  (Ö  —  t). 

$%nAx    Ax  ^ 

Lassen  wir  jetzt  den  Punkt  P,  immer  näher  an  P  rücken,  mit- 
i  ^^1  -^r  und  <J  —  X  glmchzeitig  gegen  die  Null  convergiren,  so 
»«fändert  der  Durchschnitt  Q  seine  Lage,  geht  aber  nicht  in's  Un- 
■flliche  hinaus;  yielmehr  nähern  sich  r  und  r,  der  gemeinschaft- 
Grense 


^cblfimileh.  Aaaiysi«. 
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Umr  r=:  lAmti  ■= 


V 


'  ^  m 


dt 
dx 


welche  wir  q  nennen  wollen.     Aus  tanr  =  y*  folf;^  ferner,  weili 
einen  positiven  oder  negativen  spitzen  Winkel  bedeutet, 

t   t?r  1  dy'  1  „ 

T  =  arrfav  ti\  -r—  =■ s-  •  ^r—  = r;  V  y 

•' '  dx         1  +  3/'2     (?rr  1  +  y'«  ^  ' 

daher  ist  zusammengenommen 

Das  für  den  ersten  Augenblick  überraschende  Resultat,  da^B  de 
Durchschnitt  zweier  Normalen  beim  Zusammenfallen  der  letztere 
nicht  in^s  Unendliche,  sondern  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Crem 
punkte  fortrückt,  ist  übrigens  geometrisch  leicht  zu  erklären.  J 
weniger  nämlich  die  Entfernung  der  Punkte  P  und  Pi  beträgt,  ni 
so  kleiner  ist  auch  die  Differenz  der  Längen  von  P  Q  und  Pi  ö,  mit 
hin  lässt  sich  näherungsweis  P  Q  =  Pi  Q  als  Halbmesser  eines  Er« 
ses  ansehen,  welcher  sowohl  die  Punkte  P  und  Pi  als  die  zngeböri 
gen  Tangenten  P  T  und  Pi  T\  mit  der  Curve  gemein  hat.  £befl 
desswegen  schliesst  sich  dieser  Kreis  genauer  an  die  Curve  an  als 
jeder  andere,  dessen  Mittelpunkt  willkührlich  auf  der  Normale  P(j 
gewählt  wäre  und  der  nur  die  eine  Tangente  PT  mit  der  Curve  ge 
mein  hätte,  oder  kurz  ausgedrückt,  jener  Kreis  hat  nahezu  dieselb 
Krümmung  wie  die  Curve  von  P  bis  Pj.  Diese  Schlüsse  erhalt^ 
ihre  volle  Gültigkeit  beim  Zusammenfallen  der  Punkte  P  und  P| 
der  Grenzpunkt  des  Normalendurchschnittes  heisst  dann  der  Krüii 
mungsmittelpunkt,  die  Strecke  p,  als  Radius  eines  Kreises  gl 
dacht,  der  Krümmungshalbmesser,  und  der  mit  q  aus  jeMJ 
Punkte  beschriebene  Kreis  der  Krümmungskreis;  er  schliesst  sij 
der  Curve  genauer  an  als  jeder  andere  in  P  sie  berührende  Ki^ 
und  hat  durchweg  dieselbe  Krümmung,  wie  die  Curve  in  P.         j 

Diese  Vorstellungsweise  führt  auch  sehr  rasch  zur  Formel  l 
Setzt  man  nämlich  Are  CP=^8,  so  ist  ArcPPi  =z:/s,  femer  nfl 
rungsweis,  indem  m^nds  wie  einen  mit  dem  Halbmesser  PQ  =  A 
r=:  r  beschriebenen  und  zum  Centriwinkel  PQPi  :=  ^t  gehörig 
Kreisbogen  berechnet, 

^ s  =  r  .  ^r  oder  r  =  -r— 
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folglich  genaa  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  Zls 

..  ds 

Durch  Einführung  der  Werthe  ^ 

ds  =\^1  +  i/'2  .äx,      ät  =  z-^—To  y"  äx 

die  Formel  2)  in  die  Formel  1)  über. 

Fimmt   man    das    vorkommende  Wurzelzeichen    im    absoluten 

\  so  hat  Q  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  ^";  d.  h.  geome- 
M,  der  Krümmungshalbmesser  kann  zwei  verschiedene  einander 
entgegengesetzte  Lagen  haben,  je  nachdem  die  Gurve  die  convexe 
oder  die  concave  Seite  nach  unten  kehrt;  im  ersten  Falle  ist  er  posi- 
tir,  im  zweiten  negativ. 

Für  die  Oonstruction  des  Krümmungshalbmessers  ist  in  man- 
flien  Fällen  die  Bemerkung  von  Nutzen,  dass 


3)  e  = 


U^ 


y'y" 


gesetzt  werden  kann,  wo  u  die  Normale  im  Punkte  P  bezeichnet. 
Ans  der  Gleichung  der  Kegelschnitte 

y  =  V  2px  +  Sa;2 
erhält  man  z.  B.  durch  zweimalige  Differentiation 


y'  =  - 


p1  _         p2 


V{2px  +  qx^y        y 

daher  ist  der  Krümmungshalbmesser 

w»  /mV 


p^  \p. 

»as  sich  ohne  Schwierigkeit  construiren  lässt,  wenn   man   z.  B.  — 

•  Jtr 

«k  Tangente  eines  Winkels  betrachtet.    Die  eleganteste  Oonstruction 
wr  Formel  werden  wir  im  §.  24  zeigen. 

Für  die  Cycloide  ist  nach  §.  21 

dx  =  2a  sin'^  Icodco,  y*  =  cotlcj, 

fluthin 

«'oreas  darch  Division  mit  dx  und  dessen  Werthe  folgt 

1 


y"  =  - 


4  a  sin^  ^  ca 
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Dies  giebt  den  KrümmungshalbmeBser 

^=  —  4as«w|cj  =  —  2  PTJ 

oder  gleich  dem  Doppelten  der  Normale ;  der  Erümmongsmittelpunkt 
wird  demnach  erhalten,  wenn  man  die  Normale  PC  um  ihre  eigene 
Grösse  verlängert. 

Für  die  Kettenlinie  ist  nach  §.  21, 

y   =\\e^  —e      * j,    w  =  ysect  =  j 
femer 

mithin  nach  Nr.  3) 

y^ 

Die  Kettenlinie  hat  also  mit  dem  Kreise  die  Eigenschaft  gemein, 
dass  der  Krümmungshalbmesser  gleich  der  Normale  ist;  die  Lageo 
sind  aber  einander  entgegengesetzt. 

II.  Um  die  Coordinaten  |  und  ij  des  Krümmongsmittelpunktes 
zu  bestimmen,  braucht  man  nur  zu  berücksichtigen ,  dass  der  ge- 
suchte Punkt  auf  der  Normale  um  Q  vom  Punkte  P  entfernt  liegt; 
daher  ist  aus  einfachen  geometrischen  Gründen 

X  —  ^  =  Qsint,     71  —  y  =  Qcasz 

oder  vermöge  der  Werthe  von  9,  sim  und  cosr 

4)  g  =  a; -ir-  y  ,         V  =  »  -\ rn— ' 

Für  die  Parabel,  deren  Gleichung 

y  =  Y2px 
ist,  findet  man  hiernach 

^=  Bx  +  p,      ri  =  --  y  — . 

Wenn  die  Gleichung  der  Curve  nicht  in  entwickelter  Form  ge- 
geben ist,  so  müssen  y*  und  y'^  nach  den  Lehren  des  §.16  berechnet 
werden. 

III.  Die  Formeln  4)  enthalten  in  letzter  Instanz  nur  die  drei 
Yariabelen  |,  ij  ^^^  ^'  ^^  man,  wenigstens  bei  entwickelten  Gleichun- 
gen von  der  Form  y  =f(x)y  sowohl  y  als  y[  und  y^'  durch  x  aus- 
drücken kann.  Denkt  man  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  x  elimi- 
nirt,  so  bleibt  nur  eine  Gleichung  zwischen  |  und  t}  übrig,  d.  h.  die 
Gleichung  derjenigen  Curve,  welche  von  den  stetig  aufeinanderfol- 
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genden  ErammungsmittelpniikteD  gefaüdet  wird.  Dieser  geoneln- 
sehe  Ort  der  Krümmongsmittelpiiiikte  heisst  die  ETolnte  der  gege- 
benen CnirCi  und  zwar  kommt  diese  Benenniuig  daher,  dass  man  sich 
^e  ursprügliche  Gurve  durch  Abwickdung  eines  am  die  Evolute  ge- 
legten Fadens  entstanden  denken  kann. 

Als  Gleichimg  der  ParabeleTolnte   findet  man  mittelst  der 
angegebenen  Elimination 

iIm  eine  Gurve  dritten  Grades  (die  sogauuiiite  eemicabische  Parabel). 
För  die  Ellipse,  deren  Gleichung  nnter  d^  Form 


©■  +  ©•  = 


1 


dargestellt  wird,  erhält  man  als  Gleichung  der  Evolute 

2  .5 


(iy^(ü=- 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

o»  — &«  ^         a«  — 1>» 

Ol  = — - — ,  Ol  = — i: 

a  0 

Für  die  Hyperbel  ist  die  Mittelpunktsgleichnng 
^vus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Evolute 

(1)'-©'=  '• 

Für  die  Gycloide  gilt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die 
Eyolnte  eine  mit  ihr  congruente  Gycloide  ist,  die  jedoch  eine  andere 
Lage  besitzt. 


§.  23. 
Formeln  for  Polarooordjnaten. 

Bei  dem  Grebrauche  von  Polarcoordinaten  wird  meistentheils  der 
Kinkel  zwischen  dem  Ra^usvector  und  der  Abscissenachse  ab  un- 
abhängige Yariabele  betrachtet  und  jener  Vector  ab  abhängige 
Variabele;  für  Z.  XOP  =  d  und  OP=^r  (Fig.  26  a.f.S.)  ist  dem- 
nach  die  entwickelte  Gleichung  der  Gurve  von  der  Form 
1)  r  =/(60. 
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woraus  sich  die  Differentialquotienten 


dr 

de 


d^r 


=  r'  =/(ö),  ^  =  r"  =/"(Ö)  u.  8.  w. 


dd^ 


Fig.  26. 


leicht  ableiten  lassen.  £i 
fragt  sich  nun,  welche  neue 
Formehl  an  die  Stelle  der  frü- 
heren treten,  wenn  man  stati 
der  rechtwinkligen  Coordioft 
ten  Polarcoordinaten  einführt 
Der  üebergang  von  den 
einen  zum  anderen  Coordin& 
tensysteme  geschieht  bekaimt 
lieh  mittelst  der  Formeln 


2)  x  =  rcosO,  y  z=  rsinO; 

eine  Aenderung  des  8  hat  nun  gleichzeitige  Aenderungen  von  r,i 
und  y  zur  Folge,  mithin  ist 

dx         dr        ^  •    /j 

— -  =  — ^  cosö  —  rstnü, 
dö        dö 


dy        ^*"     .   /j    1  u 

5ö  ~dö  ^^^     "^  rcosd, 


dy 


und  durch  Division  unter  Berücksichtigung  der  Formel  -r^  =:im%^ 

dx 


tant  = 


dO 


sinO  -\-rcosO 


dr_ 
dO 


tanO  -\~r 


dr^ 
dO 


cosO  —  rsinO 


dr 
dS 


—  r  tan  0 


Hieraus  ergiebt  sich 

dr 

de~ 


1  4-  tan  r  tan  0 
tan  r  —  tan  0 
oder,  wenn  r  —  0  =  <p  gesetzt  wird, 

3) 


ta/n  (r  —  0) 


1    dr        r' 
cot(p  =  —  -—  =  — 
r    du         r 


Diese  Formel ,  die  man  auch  durch  eine  sehr  einfache  geomctrii 
sehe  Betrachtung  finden  kann,  löst  das  Problem  des  Tangentenzi» 
hens,  denn  es  ist  q)  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  PT  und  den 
Radius vector  OP. 
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Xennen  wir  4f  den  Winkel  OP  ü,  welchen  die  Normale  mit  dem 
MiLsvector  einschliesst,  so  ist  ijf  =  90^  +  9,  folglich 

r' 
r 

Eine  im  Coordinatenanfange  auf  dem  Yoctor  errichtete  Senk- 
rechte wird  von  der  Tangente  in  einem  Punkte  F,  von  der  Normale 
m  emem  Punkte  W  geschnitten;    die  Strecke  OV  heisst*  dann  die 
Pularsabtangente,  OW  die  Polarsubnormale.    Man  findet  OF 
=:rtQn(p  oder 

0}  Folarsubtg.  =^  -y, 

6)  Folarsubn.  =  r'; 

die  letzte  Gleichung  lässt  die  geometrische  Bedeutung    von  r'  er- 
keooeo. 

Die  Formel  für  das  Bogendifferential 

ds^  =  dx^  +  dp^ 

ferwaadelt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  dx  und  dy  in  die 
folgende 

7)  ds^  =  dr^  +  (r  dO)'^ 

oder 


^) 


ds  =  ddy  r^+  (^y  =  dO  Vr'  +  r'^. 


Zu  demselben  Resultate  führt  auch   eine  einfache  geometribche 
Betrachtung. 

Um  endlich  den  Krümmungshalbmesser  in  Polarcoordinaten  aus- 
ndrücken,  halten  wir  uns  an  die  Formel 

ds 

Worin  ds  schon  durch  Nr.  8)  bekannt  und  daher  noch  dz  zu.  berech- 
nen ist    Die  Formel  3)  liefert 

r' 

t  —  ö  =  arccot  —, 

r 

ler  ist 

rdr'  —  r'  dr 


,          ,,.  r2  rdr^  —  r' dr 

dt  —  du  = 


1  + 


(f) 


'\2  |.2  _|_  y'2 


dr'  f  dr 

.         ao^ —  — T—, — 7—  dtß 
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r2  -(.  2r'2  —  rr" 


oder 


dt  = 


de, 


und  nun  ergiebt  sich  vermöge  der  Werthe  von  ds  und  dt 

Für  den  Fall ,  dass  die  Grleichung  der  Curve  unentwickelt  || 
Polarcoordinaten  gegeben  ist,  hat  man  r'  und  r*'  nach  §.  16  zu  bJ 
rechnen. 


9) 


§.24. 


Beispiele  zu  den  vorigen  Formeln. 

I.  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  den  einen  Brennpidki 
des  Kegelschnitts  zum  Pol,  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  mdl 
rechnet  den  Winkel  6  vom  nächsten  Scheitel  aus,  so  ist  bekamitlicli 
die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  | 


1) 


P 


1  +  fi  cos  ö 


Fig.  27. 


E 


N 


D 


und   in    Beziehung  loi 
Fig.  27, 

FF=r,  Z.AFP-h 
dabei  bedeutet  j?  den 
Halbparameter  gleich  der 
BrennpunktsordinateJff 
und  £  die  numerische 
Exentricität,  d.  h.  da« 
Verhältniss  von  r  zum 
Abstände  P-^  des  Punk- 
tes P  von  der  Directrix 
BE.  Aus  Nro.  1)  erhält 
man  für  den  Winkel 
FPV  =  ^ 


V^tcor  und  Normale  die  Formel 


B  sin  8 


1  +  ^costi 
und  für  dessen  Supplement  FPU,  welches  x  heissen  möge, 
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ssind 

'*'  1   +   SC08Ö 

1  4-  scosO  ssinO 

=   ,  ,     sm  r  =    ,  • 

V 1  4-  2 g cos e  +  ß2  Vi  +  2€co8e  +  «« 

Hieraus  kann  der  Winkel  zwischen  der  Normale  und  der  Hauptachse 
il)geleitet  werden ;  es  ist  nämlich  ^  FüP  =  0  —  Xi 

sinFüP  =  sin 0  cosx  —  cos 6 sin x 
ond  nach  Substitution  der  Werthe  von  cos  x  nnd  sin  x 

•       XI  TT  71  **^  ö 

Vi  +  2  6  cosO  +  «' 
In  dem  Dreiecke  FF  ü  kennt  man  jetzt  eine  Seite  FP  =  r 
Md  alle  Winkel,  woraus  die  übrigen  Seiten  F  Ü  und  Pü  <=  u  leicht 
n  berechnen  sind.     Man  hat  zunächst 

--  „  rsinx 

Fü  = ^^—  —  fr 

sinFUP 

nithin 

=  e  =  •— ~ ,     Fü  = 


r  PN'  PN' 

£e6  giebt  eine  neue  Normalenconstruction  entweder  mit  Hülfe  der  Di- 
«ctrix  oder  bequemer  in  der  Weise,  dass  man  auf  dem  Vector  die 
Strecke  FT  gleich  der  grossen  Halbachse  des  Kegelschnitts  nimmt, 
Tmit  dem  Mittelpunkte  G  verbindet  und  nachher  die  Normale 
^mTC  legt.     Für  die  Normale  u  erhält  man 


u 


r  sin  0  ^r- — j— r ^-r r 

=  r  K  1  4"  2  fi  cos  ö  +  «2 


sin  F  ÜP 

ttithin 

tfcos3r  =  r(l  4"  6C0sd)  =^  p-, 

™nD  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz ,  dass  die  Projection  der  Nor- 
Btle  auf  den  Vector  eine  constante  Grösse  und  zwar  gleich  dem 
nalbparameter  ist.  Nimmt  man  demgemäss  auf  dem  Vector  die 
«recke PS=F ff  und  errichtet  in  8  auf  PS  eine  Senkrechte,  so  be- 
^lunt  letztere  auf  der  Achse  den  Punkt '  Z7,  durch  welchen  die  Nor- 
^  geht    Aus  der  obigen  Gleichung  ersieht  man  ferner  die  geo- 


u 


■etrische  Bedeutung  von  — ,  und  hierdurch  wird   die  in  §.  22  für 

!hd  Krümmungshalbmesser  entwickelte  Formel  zur  folgenden 

p  =  —  usec^Xi 
Mren  Construction  einfach  darin  besteht,  dass  man  in  ü  auf  der  Nor- 
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male  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  den  Vector  in  B  schneidet,  und 
nachher  durch  B  eine  zu.  PB  senkrechte  Gerade  legt,  welche  der 
Normalen  im  Krümmungsmittelpunkte  Q  begegnet. 

IL  Die  Lemniscate.  Auf  einer  Geraden  sind  zwei  feste 
Punkte  F  und  G  im  Abstände  FG  =  2  e  gegeben,  und  es  wird  der 
geometrische  Ort  des  beweglichen  Punktes  P  für  den  Fall  gesucht 
dass  das  Rechteck  FP  ,  G  P  von  constantem  Inhalte  und  zwargleicb 
dem  Quadrate  über  i  jP6r  =  c  ist.  Auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  bezogen,  dessen  o:;- Achse  die  Gerade  F  G  (Fig.  28)  und 
dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  von  F  G  ist,    lautet  die  Gleichoüg 

der  Curve  

\f[c  —  xy  +  y'-  •  V  (c  4-  xy  4-  y'^  =  c^ 
und  nach  gehöriger  Reduction 

(a;2  +  2/2)2  =  2  c2  (aj2  _  y2y 

Durch  Einfuhrung  von  Polarcoordinaten  (x  =  rcosO ,  y  =  r  sin  U) 
wird  die  Gleichung  einfacher 

_  r*  =  2c2r2cos2ö 

oder,  wenn  c  V2  =  a  gesetzt  wird, 

r  =  a  V  cos  2  Ö. 
Hieraus  ergiebt  sich*  augenblicklich 

tan  tp  =  tan  2  0 ; 

der  spitze  Winkel  zwischen  Vector  und  Normale  beträgt  also  das 
Doppelte  von  0,  wonach  die  Normale  sehr  leicht  zu  construiren  ist 

Fig.  28.  Fig.  29. 


III.  Die  Kreisevülvente.  Wenn  eine  Gerade  ohne  zu  glei 
ten  so  um  einen  Kreis  herumgedreht  wird,  dass  sie  denselben  immei 
berührt,  so  beschreibt  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  die  ge 
nannte  Curve.  Bei  der  Anfangslage  der  Geraden  sei  A  jener  Punk 
und  zugleich  Berührangapunkt ,  eine  spätere  Lage  der  Geraden  sc 
QP,  der  Wälzungswinkel  Ä  0  Q  =  (ü ,  ^  ÄOPx=  Oy  A0  = 
(Fig.  29),  es  ist  dann 
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QP  =  arc  QÄ  =  a», 
lithin  in  dem  Dreiecke  OP  Q 

r  =  aV  1  +  o^»     ^«w  (^  —  Ö)  =  Gl. 

Dorch  Elimination  von  (o  würde  man  aus  diesen  Gleichungen 
eine  Gleichung  zwischen  r  und  0  ableiten  können,  doch  ist  es  beque- 
mer, die  obigen  Gleichungen  ungeändert  beizubehalten  und  Gi  als  un- 
abbäogige  Variabele  zu  betrachten.     Man  hat  jetzt 

a(o  d(o         d(D  —  dO  , 

y  1  4-aj3     cos^  (öl  —  ö) 

and  aus  der  zweiten  Gleicbung 

dO  =s  sin^  ((o  —  0)d(D  =  — — ; d  cd  , 

^  ^  1  +  ai2 

ttithin  durch  Division 

,        dr        aVl  +  ß>2 


r 


dO  ~         CO 


Setzt  man  wie  früher  ^^  OPV  =  iff,  Z.  OP Q  =  Xy   so  er- 
gebt sich 

r'  1  1 

te»^  =  —  —  = ,    tanY=  —  =z  cot(ci}  —  Ö) , 

«fc  ist  folglich  ;f  =  900  —  z:  P  0  ö  oder  P  §  die  Normale ,  wie  zu 
<"Mten  war. 

Man  hat  femer 


dr'  =  di ■ 1  = ,y  dco 

«nd  durch  Division  mit  d  0 


r"  =  - 


»4 

^h  Formel  9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich 

Q  =  a<o  =  PQ, 

Nthin  ist  Q  der  Krümmungsmittelpunkt ,  wie  sich  nach  der  £nt- 
jteliangBweise  der  Curve  erwarten  liess. 
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» 

§.  25. 

Tangenten  und  Normalebenen  an  doppelt  gekrümmten 

Linien. 

I.  Eine  Curve  doppelter  Erümmimg  hat  bekanntlich  zwei  61ei 
chnngen,  weil  sie  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  angesehen  werde! 
kann;  sind  die  Gleichungen  der  letzteren  gegeben,   etwa  in  der  Gel 

I 

stalt 

1)  f{x,y,z)  —  0,        F{x,y,z)  =  0, 

so  kann  man  aus  ihnen  einmal  z^  einmal  y  eliminiren  und  erhält  dam 
zwei  neue  Gleichungen  von  der  Form 

2)  y  =  q)(x),         ^  =  ^(aj), 

womit  die  Projectionen  der  Curve  auf  die  xy-  und  auf  die  xe-Ehm 
bestimmt  sind.  Es  mögen  nun  zwei  Curvenpunkte  PundJPi  betrach 
tet  werden,  deren  Goordinaten  Xy  y  j  z und x  -\-  ^x,y  -{-  dy^z\A 
heissen  sollen.     Die  Länge  der  Sehne  PPi  ist 

PPi  =  V^a?2  +  ^y^  +  Jz^ 
und  wenn  wir  die  Winkel,  welche  PP^  mit  den  Coordinatenadweu 
einschliesst,  durch  0«,  0y^  6^  bezeichnen,  so  haben  wir 

^x  1 


cos  6^  == 


V  ^x^  +  ^y^  +  ^z^ 


V'+(^)*+(j-^)'' 


C0S6y      = 


^y 

^y  ^x 


C06  6m  = 


dl 

^z  ^x 


]/  ^x^  +  ^y^  +  Jz^        \/       ,    f^y\^  ,    (^z\ 


V^^WFW^ 


Bei  unendlich  abnehmenden  ^  x  rücken  die  Punkte  P  und  J 
einander  immer  näher,  die  Secante  dreht  sich  um  den  fest  bleibende 
Punkt  JP  und  geht  schliesslich  in  die  Tangente  über,  deren  Richtuii 
durch  drei  neue  Winkel  r^.,  ty,  tg  bestimmt  wird;  aus  den  vorigd 
Gleichungen  erhalten  wir  jetzt  die  folgenden 
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iL 

du  «' 

31',  1/,    ,    rd»V   ,    /dz\*         V 1  +  y'«  +  e'* 


V'  +  («)*+(fe)' 


ftwr,  =r 


de 
dx 


V  • + m + (M)' 


V 1  +  *'»  +  #'» 


Der  gemeinBchafbliche  Nenner  der  drei  Brüche  hat  einen  geo- 
letrischen  Sinn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Bogen  PPi  mit  ^$ 
od  die  gleichnamige  Sehne  mit  z^(^,  so  findet  die  Gleichung  statt 

Jx'"  ^ö'  ^x~-^0   V        "^  VW    ^  \^x)  ' 
W  verschwindenden  zijc  convergirt  —r-  gegen  die  Grenze  1  und  am 
iffvorigeo  Gleichung  wird 

^=V'+(S)"+(iy 

oder 

5)  ds2  =  dx^  +  dy^  +  dxr«. 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  3)  erhalten  wir  fttr  die 

A'<^i)tnng8winkel  der  Tangente  folgende  Formeln: 

I.  dx  dy  dz 

(6  cosr,=-^.       c(«t,  =-^.      cost.  =  -^. 

Um  die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  xyz  aufzustellen, 
Kooen  wir  I,  i|,  S  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Tiogente,  r  seinen  Abstand  vom  Punkte  xyz  und  haben 

{  — x  =  rcosr,,     ly  —  yz=rco8ty,    t  —  z  =^  rcost^ 

*tki.  Lzl  =  !Lzl  =  Inf 

ea8  r^         cos  r,         costz 
*Kr  Termöge  der  drei  angegebenen  Cosinuswerthe 

ilx  djf  dz 

di  ds  ds 
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Denkt  man  sich  die  Tangente  auf  die  Ebenen  xy  und  x  z  pro 
jicirt,  so  gelten  für  die  Projeotionen  die  Gleichungen 

d.  h.  die  Projectionen  der  Tangente  sind  die  Tangenten  an  dei 
gleichnamigen  Projectionen  der  Gurve,  was  geometrisch  umnittelbai 
einleuchtet. 

IL  Eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Tangente  durch  den  Berül 
rungspunkt  der  letzteren  gelegt  ist,  heisst  eine  Normalebene  de 
doppelt  gekrümmten  Gnrve;  ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgei 
dem  Wege.  Sind  |,  i^ ,  f  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Pimkt< 
der  Normalebene,  so  muss  die  gesuchte  Gleichung  von  der  Form 

A(M-x)  -I-  B{ri-y)  +  G{l-e)  =  0 
sein,  weil  die  fragliche  Ebene  den  Punkt  xyis  enthalten   muss.    1) 
ferner  die  Normalebene  senkrecht  zur  Tangente  liegen  soll,   so  mw 
sen  ihre  Stellungswinkel  identisch  mit  den  Winkeln  r, ,  r^,  tg  seii 
woraus  nach  bekannten  Sätzen  der  analytischen  Geometrie  folgt 

A  :  B  :  C  =  cosr^  :  cosXy  :  costg. 
Die  Gleichung  der  Normalebene  ist  daher 

cos  Xg  (I  —  ip)  -|-  cos  ty  (tj  —  y)  +  cos  r,  (g  —  ä^)  =  0 
d.h. 

oder  auch 

Die  in  den  vorigen  Formeln  auftretenden  DifiPerentialquotienti 

-r^  und  ^—  kann  man  aus  den  Gleichungen  2)  unmittelbar  erhalte 
dx  dx 

wenn  die  Gleichungen  der  Gurve  in  dieser  Form  gegeben  sind;  ken| 

man  aber  nur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die  Lin 

angesehen  wird ,  und  lässt  sich  die  im  Anfange  dieses  Paragraphi 

angedeutete  Elimination  nicht  ausführen,  so  muss  man  die  Gleichu 

dy  dz  •.        .       I 

gen  1)  zur  Entwickelung  von  -^  und  -j-  benutzen.     Die  Differfl 

(XX  OiX  ' 

tiation  derselben  giebt  unter  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  ei 
unabhängige  Yariabele  o?  und  zwei  abhängige  Variabelen  y,  z  vorlu^ 
den  sind, 
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dx 
dF 
dx 


+ 


+ 


dl 

dF 
dy 


äff 

dx 

dy 
dx 


+ 


+ 


dl 

dz 
dF 
de 


dg 
dx 
de 
dx 


=  0, 


=  0, 


lud  hieraus  findet  sich  durch  Elimination 

df     dF 

=  + 


^y 


dx      de 


dF 
dx 


d£ 

de 


dx 


II] 


dß 
dx 


dF 

dy 

dl 

dx 


dl 

dz 

dF 
dy 


dl 

dy 

dF 
dx 


dF 
dz 

dl 
dy 


dF 
dy 


dl 

de 


dl 
^y 


dF 
de 


Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  einer  Kugelfläche  mit  einem 


Fig.  30. 


f{x,y,e)  =  x^  + 
F{x,  y,  £r)  =  3^2  —  2ae  +  £r2  =  O. 
Darans  erhalten  wir 

8/ 

dy 

=  2y, 


Cylinder,  dessen  kreisförmiger 
Querschnitt  den  Kugelhalbmes- 
ser zum  Durchmesser  haben, 
und  dessen  Mantel  durch  den 
Kugelmittelpunkt  gehen  möge. 
Nennen  wir  2  a  den  Kugel- 
halbmesser und  legen  die  rr- 
Achse  in  die  erzengende  Ge- 
rade, welche  durch  das  Kugel- 
centrum geht  (Fig.  30),  so  gel- 
ten für  unsere  Curve  folgende 
Gleichungmi 

2  -f  ;er2  —  4a2  =  0, 


dx 

dF 
dx 


=  2x, 


=  2y. 


=  0, 


^y 


de 

dF 

de 


=  2e, 


=  2(e  —  ä) 


B»i  mittelst  der  Formeln  in  Nro.  11) 

dy  xißs  —  a)        de  

dx  ay      '       dx 

[••"inach  sind  die  Gleichungen  der  Tangente 
x(e  —  a) 
ay 


X 

a 


l-y  = 


(|-:r),       f-;,  =  _^(|_^). 
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Die  Gleichung  der  Normalehene  ist 

und  hei  gehöriger  Reduction 

—  IH —-n  —  5  =  0; 

X  y 

man  ersieht  hieraus,  dass  die  Normalehene  immer  durch  den  Coor 
dinatenanfang  (den  Kugelmittelpunkt)  geht,  was  hei  einer  sphärische] 
Curve  zu  erwarten  war. 


§.  26. 

Die  Krümmung  räumlicher  Curveu* 

I.  So  wie  wir  in  §.  22  den  Grenz punkt  aufsuchten,  in  wd< 
chen  der  Durchschnitt  zweier  henachharter  Normalen  einer  Plao' 
curve  üherging,  wenn  die  Normalen  in  einander  fielen,  so  können  wii 
auch  hei  doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestimmen,  in 
welche  der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalebenen  beim 
Zusammenfallen  dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
trachten wir  zwei  i\inkte  P  und  Pi ,  deren  Coordinaten  x^y^eund 
X  -\-  ^x^  y  +  ^Vi^  4"  '^^  heissen  mögen,  und  legen  durch  jeden 
eine  Normalehene;  die  Gleichungen  dieser  Ebenen  sind 

1)  (J^-X)dx  +  (i^~y)^y  +  {l-^z)dz  =  0, 

{i  —  Xi)dxi  +  {ri  —  y\)dyi  -f  {t  —  e^jdßi  =0. 
In  Beziehung  auf  x ,  y  ^  z  betrachtet,  ist  die  erste  Gleichung  p- 
ter  der  allgemeinen  Form  f  (o; ,  ^ ,  ^er)  =  0  enthalten ,  die  zweite  im< 
ter  der  entsprechenden  Form  l{x\  9  yi,  Zi)  z=  0   oder  i(x  +  ^^ 
y  -\-  ^y,  z  -\-  ^z)  =  0;  ea  gilt  aber  immer  die  Gleichung 

i(x  +  Jx,  y  +  ^y,  z  +  ^z)  =  i(x,  y,  z)  +  ^t(x,  y,^), 
worin  ^i(x,  y,  z)  die  totale  Differenz  der  Function  i  bedeutet,  fep 
ner  ist  f(a;,  y,  z)  =  0,  mithin  lässt  sich  die  Gleichung  der  zweiteij 
Normalebene  durch 

2)  ^[(l'-x)dx  4-  (V-y)dy  +  (t  —  if)dz]  =  0  I 
darstellen.  Um  noch  auszudrücken,  dass  später  die  zweite  Norma|| 
ebene  mit  der  ersten  zusammenfallen  soll,  schreiben  wir  d  statt  ^ 
und  erhalten  durch  Ausfuhrung  der  angedeuteten  totalen  Di£Perenti«tia^ 

—  dx^  —  dy^  —  de* 
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oder  kürzer 

Die  Gleichungen  des  Dnrchschrnttes  beider  Normalebenen  wür- 
den sich  jetzt  dadurch  finden,  dass  man  eüunil  t  —  -  >  <^  andere 
Msltj  --  y  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  eüminirte,  da  es  uns 
aber  nur  auf  die  Grenzlinie  des  Durchschnittes  ankommt,  so  nehmen 
vir  die  Gleichung  3)  statt  Nra  2),  wobei  der  beabsichtigte  Üeber- 
gang  ZOT  Grenze  schon  durch  den  Gebrauch  Ton  d  statt  ^  ausge- 
sprochen ist.     Indem  wir  die  Abkürzungen 

^J     X=dyd^e  —  dzd^y,  Y=dzd^x  —  dxd^z, 

Z=  dxd^y  —  dyd*x 

euMaea,  erhalten  wir  mittelst  der  aDgedeuteten  Elimination 

T  ^^        .        ds^dg 

^  ~  y  =  ^  (1—^) ^— . 

t-^  =  _(|-x)  +  ^, 

and  dies  sind  nun  die  Gleichungen  der  Grenzlinie  des  Durchschnittes 
von  zwei  benachbarten  NomuJebenen.  Die  Winkel ,  welche  die  ge- 
Qurnte  Grenzlinie  mit  den  Goordinaftenachsen  einschliesst,  mögen  ^x, 
^p  ^t  heissen ;  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geo- 
loge ist  dann 

..       casd'x  cas^f cos^g 1 

X    ~    Y   ~    z    "^  V  X«  -I-  r*  -h  z^ 

Auf  die  hiermit  bestimmte  CrrenzÜme  fallen  wir  vom  Punkte  P 
eise  Senkrechte  P  Q;  den  Fusspunkt  Q  nennen  wir  den  zu  P  gehö- 
rten Krftmmungsmittelpunkt,  die  Lange  PQ  =  g  den  Krnm- 
inangshalbmesser.  Sind  nun  ^,,  ^y,  Qg  die  Winkel,  welche^  mit 
den  Goordinatenachsen  bildet,  so  gelten  erstens  die  drei  Gleichungen 

"*)  i  —  x  =  QcasQx,    n  --  9  =  Qco$99^    t —' ^  =  QcosQg, 
ferner  ist,  weü  die  Grenzlinie  und  der  Krümmungshalbmesser  einen 
achten  Winkel  einschliessen, 

^  auch  durch  Substitution  der  sechs  Cosinuswerthe  aus  6)  und  7) 
H)  Xa-x)  +  T(n-y)  +  Z{i-e)  =  0. 

Zar  Bestimmung  von  $,  17,  £  fuhrt  nun  die  Bemerkung,  dass 
der  Krümmnngsmittelpunkt  sowohl  in  der  Grenzlinie  5)  als  auch  in 
der  Senkrechten  PQ  Hegt,  dass  also  £,  17,  £  den  Gleichungen  5),  7) 
und  8)  genagen  müssen ;  hieraus  findet  man 
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«     *  —  X«  +  r«  +  z«      • 

,  Zdx  —  Xdz     ,  - 

t,  Xdy  —  rd«     ,  , 

I      ^-*  =  x»  +  r»  +  z*'*'- 

Für  die  Grösse  des  Krümmungshalbmessers  erhält  man 

und  nach  Substitution  der  vorigen  Werthe 

,„,  V  (Ydz-Zdyy  +  (Z(ix-3:d;g)»  +  (Xdy-  TJa;)» , , 

10)  9  = x^  +  r^  +  z^ '^'  ■ 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen ,  entwickeln  wir  die  miter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Quadratsumme,  geben  ihr  die  neue  Form 
X2  (^3/2  4.  dz^)  +  r2  (^£f2  +  dx^)  4-  Z2  (da;«  -f  dy'^) 
—  2(Xrt?rcdy  +  ZZ^lTierda;  +  YZdydz) 
und  ersetzen  die  Coefficienten  von  X«,  F«,  Z«  durch  die  gleichgel- 
tenden Werthe  1 
ds2  — .  (^a;2,      ds^  —  dy^,      ds^  —  dz^; 

die  vorige  Quadratsumme  geht  dann  über  in 

(X2+  r2  +  Z2)dfs2  --  (Xdx+Ydy  +  Zdzy, 
und  hier  verschwindet  der  Subtrahend  vermöge  der  in  Nro.  4)  ange- 
gebenen Werthe  von  X,  F,  Z.     Damit  verwandelt  sich   die  Formel 
10)  in  die  folgende 

11)  Q  =  _.  . 

V  X«  +  r«  +  Z2 

Femer  überzeugt  man  sich  durch  gewöhnliche  Ausrechnung  von  der 
Richtigkeit  der  Gleichung 

X«  H-  r«  +  Z2  =  [(d^xy  +  (d^yy  +  (d^z)^  —  (d^sy]ds', 
und  kann  daher  statt  der  Formel  11)  auch  die  folgende  schreiben 

ds^ 


V(d'^xy  -\-  (d^y)^  +  (d^z)^  —  {d^sy' 
diese  ist  wieder  einerlei  mit 


12)      9  = 


ds 
wie  man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  DifiPerentiationen  finden 
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fird.    Endlich  kann  man  die  Formeln  9)  durch  die  folgenden  er- 

jtetzen 

Nicht  überflüssig  ist  die  Bemerkung,  dass  man  zu  diesen  For- 
meln auch  auf  einem  anderen  Wege  gelangen  kann,  wobei  der  Krüm- 

mnogsbalbmesser  als  der  Grenzwerth  des  Verhältnisses  --r-  angese- 
hen wird,  wenn  jdt  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten  in  den 
Pimirf«n  P  und  Pi  bedeutet.  Wir  woUen  diese  Betrachtung  kurz 
dorclifnliren,  weil  sie  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  auf 
S.  98.  gegebenen  Entwickelung  ist  Die  Tangente  im  Punkte  P 
bOdet  mit  den  drei  Coordinatenachsen  die  Winkel  r^ ,  r, ,  Tg ,  deren 
C«9mas  an  die  Gleichung 

i4j  {cost^y  +  (cosT^y  +  (cost^y  =  i 

gebunden  sind;  die  Tangente  im  nächsten  Punkte  Pi  schliesst  mit 
den  Achsen  drei  neue  Winkel  ein,  deren  Cosinus  von  den  vorigen 
Cosinus  verschieden  sind  und  durch 

cos  tx   ■\-    ^  cos  Xx  ,  COS  X^   -\-   jd  cos  Ty  ^  COSX^  +   d  COS  Xg 

bezeichnet   werden    können;    für    dieselben    gilt    die   entsprechende 

Gleichung 

^{mXx-\-  J  COSX:,^'^  +  {C0SXy-\-Jc0SXyy  +  {C0SXg-\-^C0SX^'^^=\, 

Beide  Tangenten  bilden  mit  einander  den  Winkel  /Ix,  welcher  be- 
Jtinuntwird  durch  die  Formel 
mdx  =  cos  Xx  (cos  Xx  +  ^cos  r^)  -\-  cos  Xy  (cos  Xy  -(-  ^cos  Xy) 

-f-  cos  Xg  (cos  Xg  -|-  /Jcos  r  J. 
äabtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
Gleichungen  14)  und  15),  so  bleibt 

2(1  — cos  ^r)  =  (^cosXxY  +  (^cosXyY  +  (^rosx.y, 

voraus  folgt  

2sm\Jx  =  y (JcosXxY  +  {dcosXyY  -f  (Jcosx^y. 
Femer  ist,  wenn  der  Bogen  PPi  mit  zJs  bezeichnet  wird, 

^s        sin\^x         jds 


/Ix  \/lx       2sm\/ix 

«ud  nach  dem  Vorigen 


^s  _  s\n\/lx 


^T         xjz       \  ff^cosxA'^   .    /^cosx^ 


\f  f/lcosx^       (/lcosXy\^       (Acosx\ 


8* 
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Geben  wir  nun  zur  Grenze  für  verschwindende  ^s  und  Jr  üb^ 
so  erhalten  wir  linker  Hand 

^.     jds  ds 

Ltm  —-  =  -—  =  ^ , 

^T        dt        ^ 

rechter  Hand  convergirt  der  erste  Bruch  gegen  die  Einheit,  und  d 
mit  gelangen  wir  zu  der  Formel 

1 

Q    =  - —  , 

V  {-jt)  +  [-ir)  +  {-ir) 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  von  cosXx,  cosXy^  cos  Tg  (Nro 
in  §.  25)  mit  Formel  12)  identisch  wird. 

Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmitt 
punktes  sowie  des  Krümmungshalbmessers  gelten  völlig  allgemc 
welche  auch  die  unabhängige  Yariabele  sein  möge;  sie  vereinfad 
sich  aber,  wenn  man  eine  der  Grössen  Xy  y,  z,  s  als  unabhäng 
Veränderliche  betrachtet.  Wird  z.  B.  die  Curve  durch  ihre  Horizoni 
und  Yerticalprojection  bestimmt,  so  ist  x  die  unabhängige  Yariabi 
e^o;  ein  irgendwie  beliebig  gegen  die  Null  convergirender  und  el 
desshalb  von  x  unabhängiger  Zuwachs  des  x^  folglich  d^x  =  0\\ 
ter  Benutzung  der  gewöhnlichen  Zeichen 

^  =  y'  =  9'(^),     S  =  2'"  =  9'"(^)  «•  B-  "• 

erhält  man  jetzt  aus  den  Formeln  11)  und  9) 


17)         Q  =  V g + y" 


+  «'*) 


'2^3 


^   -—   X  =  —  Q' 


y'y"  +  z'z'' 


(1  +  2/'2  +  z'^y 
18)  <       7}  —y  =  Q 


_  ^,  y'^  -^  (3^'z''  ^  y"z*)z' 


5  —  ^  =  9 


(1  +  y*^  +  z'^y 
,  ^''  +  (y' 1^'' -  y'' ^')y' 


(1  +  y'^  +  z'-y 

Die  Gleichungen  18)  enthalten  nach  Substitution  der  Wer 
von  y,  y' ,  y",  z,  z\  z**  und  q  nur  die  vier  Variabelen  x,  |,  i?, 
man  kann  daher  durch  Elimination  von  x  zwei  Gleichungen  zwisc 
I,  1^,  g  bilden.  Diese  neuen  Gleichungen  bestimmen  den  geome 
sehen  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte. 

Besonders  symmetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  m 
als  unabhängige  Variabele ,  mithin  x^  y,  z  ixh  Functionen  von  j> 
sieht ;  es  ist  dann  ci^  s  =  0  und 
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1 


19)  Q  = 


V(sy + (»)* + (S)* 


IL  Wir  kehren  wieder  zu  den  Formeln  6)  zurück,  um  eine  weitere 
Bemerkimg  daran  zu  knüpfen.  Legt  man  durch  den  Punkt  P  eine 
Ekne  senkrecht  zur  Grenzlinie  6),  so  erhält  man  die  Ebene  des 
Krönunimgskreises,  die  sogenannte  Krümmungsebene;  ihre  Glei- 
cliong  ist  bereits  in  Nro.  8)  gefunden  worden,  nämlich 

Diese  Ebene  ändert  ihre  Lage  von  Punkt  zu  Punkt,  und  man 
laoD  daher  den  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Beruh- 
nngsebenen  bestimmen.  Da  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  der- 
selbe ist  wie  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  diesen  Ebenen  errich- 
teten Perpendikeln ,  so  brauchen  wir  nur  den  Winkel  zu  ermitteln, 
welchen  zwei  aufeinander  folgende  Grenzlinien  einschliessen.  Die 
MtungBwinkel  O^,  -Ö'y,  0",  der  ersten  Grenzlinie  befriedigen  die 
Gleichung 

'^e  zweite  Grenzlinie  hat  andere  Richtungswinkel,  deren  Cosinus 
durch  cos  d'g.  -|-  ^cos  d'^ ,  cos  ^y  -f  ^  ^08  ^y ,  cos  -&•,  -4-  zi  cos  -&•,  darge- 
^llt  werden  können,  und  für  welche  die  Gleichung  gilt 

^^^K^^  cosd'^y  -^-icos^y-^-  J  cos^yY  -^{cos^^  +  ^cos  ^.)*=  1 ; 
endlich  bilden  die  beiden  Grenzlinien  mit  einander  einen  Winkel  zio, 
<^essen  Cosinus  durch  folgende  Formel  bestimmt  wird : 
mdGi=z  cos  ^x  (cos  d":^  -f  Jcosd-^)  +  cosd^y(cosd^y  4-  ^COS^y) 

+   COS^ticOS^e   -[-   ^COSd^t). 

oQbtralurt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
Wden  vorigen  Gleichungen,  so  erhält  man 

H\  —  cosJg))  =  (^cosQ-sV  +  {^cos^yY  -f  {dcos^.y, 

2sinlJ(o  =  V  {Jcos^xY  +  (dcos^yY  +  {/Icos^^Y^ 
Ferner  ist 

/is  sin\jdm  ds 


Jg)  \^(o        28in\/i(D 


WWF(cWF^Wf 
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beim  Uebergange  zm*  Grenze  für  verschwindende  ^s  und  ^o  wi 
Lim  — ; —    =  —^ —  und   diese  Grösse  nennt  man  den  HalbmesB 

der  zweiten    Krümmung   oder  den    Torsionshalbmesser; 
liegt  senkrecht  zum  Krümmungshalbmesser  und  bestimmt  sich  dm 
die  Formel 

21)  Ol  =  ,    ,. 

y  \~d7')  +  \~dr)  +  K—dr-) 

Differenzirt  man  cos  %'x ,  cos  d'y ,  cos  d'g ,  indem  man  ihre  Wert 
aus  Nro.  6)  nimmt  und  die  Abkürzungen 

22)  U=YdZ''ZdY,  V=ZdX—XdZ,  W=XdY'-Yl 

J?2  =  X2    +    Y^    +    Z2 

einführt)  so  findet  man  leicht 

,      ^        VZ-WY    .      ^        WX-ÜZ    .      ^        üY-y 
dcosd's;  = ^ ,  dcos&y= — ,  dcosv'g=z — 

(dcosd':^)^  +  (dcosd'yy  +  {dcos^gy 

_  {Tji  4-  7^  4-  w^)  (X2  +  r^  +  ZQ  -  iJJ^  +yy+  WZ} 

zufolge  der  Werthe  von  U,  F,  W  ist  aber  UX-{-VY-\-  WZ-\ 

mithin 

172  _L    72  4-    }f2 

(dcos%:,Y  +  {dcos^yY  +  (dcos^.y  = j^^     ' 

23)  Qi  —     .. 

y  ij2  ^  Y2  ^  w^  I 

Um  ü^  V,  W  weiter  zu  entwickeln,  berechnen  wir  zuerst     j 
dX  =  dyd'^z  —  dzd'^y^  dY  =  dzd'^x  —  dxd^z, 

dZ  =  dxd^y  —  dyd^Xy 
und  leiten  hieraus    ü",  F,  W  nach  Nro.  22)  ab,  indem  wir  zur  i 
küi'zung  setzen 

24)  S  =  (d^xd^y  —  d^yd^x)dz  +  (d^zd^x  —  d^xd^z)dij 

+  {d^yd^z  —  d^zd^y)dz\ 
wir  erhalten  ; 

U—Sdx,     V=8dy,     W=Sdz, 
y  TJI  4.V2  _j_  y^i  —  sVdx^  +  dy'^  +  dz^  =  Sds, 
mithin  nach  Nro.  23) 

25)  Qi  = g 
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Wenn  for  alle  Pnnkte  einer  Corre  die  Gleidiong  5  =  0  be- 
steht, 80  ist  9x  =  OD  ,  d.  h.  je  awei  auf  einander  folgende  Krnmmungs- 
ebenen  fallen  zusammen.  Die  Gleidumg  5=0  spricht  also  die 
allgemeine  Bedingung  ans,  unter  wddier  öne  im  Räume  liegende 
Cnrve  eben  ist. 


§27. 

Tangentialebenen  und  Ifonnalen  an  FUUdien. 

Die  Gleichung  einer  Flache  kann  entweder  in  da-  nnentwickel- 
toD  Form 

1)  Fix,  9,e)  =  0 
oder  in  der  entwickelten  Form 

2)  e=/ix,») 

gegeben   sein,    jedenÜBÜls   enthjüt    sie   zwei  unabhängige   Yariabele, 


Fig.  31. 


welche  in  Fig.  31  durch 
die  Coordinaten  OM.=x 
und  MN=  y  dargestellt 
sind,  während  die  dritte 
Goordinate  NP^=^s  von 
z  und  y  abhangt.  Einer 
partiellen  Aenderung  des 

mtspricht  eine  partielle 
Aenderung  des^r,  welche 
durch  ^  Zx  bezeichnet 
werden  möge ;  ebenso 
?  fuhrt  die  partielle  Aen- 
derung des  y,  nämlich 
JV^Tj  •=!  Ay^  zu  einer 
zweiten  partiellen  Aende- 
rung desxr,  die  zij^y  heis- 
sen  möge.  Durch  die  drei 
Paukte  2^,  Pi,  Pj,  deren  Coordinaten  sind 

J^t  y,  ^;    ^  +  ^•»»  y,  ^  +  -^^*;    x,y  ^  ^y,  z  +  ^dz^, 
legen  vrir  eine  £bene,  und  es  sei  die  Gleichung  der  letzteren 

3)  5  =  ^1  +  Sn  +  C; 

die  Coefficienten  Ä^  Bf  C  müssen  dann  folgende  Bedingungen  er- 
füllen 
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4)  z  =  Äx  -^  By  +  Cy 

z  -\-  /iz:c  =  A.{^-\-  ^x)  +  By  +  C, 
z  ^  Jzy  =  Ax  -\-  B{]ß  -\-  ^4y)  4-  C. 

Hieraus  erhält  man  leicht 

yl  —  ^^^        R  —  "^^y         r  —  ^         ^^*   ^         ^^«'  « 
z/flj  ^y  jdx  Jy  ^ 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Schnittebene  P  Pi  P^ 

Bei  verschwindenden  /ilx  und  ^y  fallen  die  Punkte  P,  Pi,  h 
in  einander,  die  von  der  Ebene  abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  auf 
einen  Punkt  zusammen,  die  Schnittebene  wird  zur  Berührungsebene, 

die  partiellen  Differenzenquotienten      .  ^  und  ——-  gehen  in  die  pari 

I 

G  Z  u  Z  I 

tiellen  Differentialquotienten -^—  und  -^—  über,  und  daher  ergiebt 
sich 

5>  e-.  =  |J(i-.)+|f(i»-.) 

als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

Dass  wirklich  diese  Ebene  alle  durch  den  Punkt  xyz  gehenden 
Tangenten  der  Fläche  in  sich  enthält  und  daher  mit  Recht  die  Be^ 
rührungsebene  heisst,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Dnrdi 
zwei  Punkte  der  Fläche,  deren  Coordinaten  x,  y,  z  und  x  -\-  ^x^ 
y  -f-  jdy,  z  '\-  /dz  sein  mögen,  legen  wir  eine  Gerade;  ihre  Glei- 
chungen sind 

Halten  wir  den  ersten  Punkt  fest  und  lassen  ^x^  ^y^  ^z  ge%^ 
die  Null  convergiren,  so  wird  die  Secante  zur  Tangente,  und  di^ 
Gleichungen  der  letzteren  sind 

Der  Uebergang  von  einem  Flächenpunkte  zum  anderen  ge- 
schieht nun  im  Allgemeinen  auf  die  Weise,  dass  man  sowohl  Jx^ 
/ly  willkührlich  wählt  und  die  entsprechende  totale  Aenderung  d« 

z  berechnet;  es  ist  daher  — ~ ,  mithin  auch  -^  eine  ganz  beliebige 

^x  ax 

Grösse  q  und  zwar,  geometrisch  betrachtet,  die  trigonometrische  Tut 
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gente  des  Winkels  zwischen  der  o;- Achse  und  der  Horizontalprojeo- 
ti(Hi  der  Tangente.     Andererseits  hat  man 

-  dz    ,      ,    ds    .         dz         dz    ,     dz 

/olglich  als  Gleichungen  irgend  einer  durch  den  Punkt  xpz  gelegten 

laogente 

lisst  man  den  Winkel  zwischen  der  x- Achse  und  der  Horizon- 
tsiprojection  der  Tangente  von  0®  his  360^  gehen,  mithin  q  alle 
Waihe  ?on  —  co  bis  -\-  oo  durchlaufen,  so  erhält  man  rings  um  den 
Ponkt  xyz  hemm  alle  Tangenten  der  Fläche;  die  Gleichung  des  geo- 
sietrischen  Ortes  jener  Tangenten  ergiebt  sich  durch  Elimination  von 
i  uu  den  beiden  vorigen  Gleichungen,  und  sie  ist  identisch  mit  der 
Gldchong  5). 

Die  Winkel,  welche  irgend  eine  auf  der  Tangentialebene  errich- 
tete Senkrechte  mit  den  Goordinatenachsen  einschliesst  (die  sogenann- 
ten Stellnngswinkel  der  Ebene),  mögen  i/^)  ^yy  ^«  heissen;  nach  bekann- 
ten Formeln  der  analytischen  Geometrie  erhält  man  dafar  aus  Nr.  5) 

dz_ 

dx 


C08V^  =  — 


F(PT(t)  +  ' 


de 


«1       \  dy 


'"  V(iR^.+. 


dy) 


COSVt  =   -\- 


y(iMfe' + ' 


dy) 


Eine  im  Berühioingspunkte  der  Tangentialebene  auf  letzterer 
^tete  Senkrechte  wird  die  Normale  der  Fläche  genannt;  ihre 
Hicliianggwinkel  sind  identisch  mit  v^,  Vy^  Vg  und  daher  durch  die 
Fonneln  6)  gegeben.  Da  ausserdem  die  Normale  durch  den  Punkt 
*P  gehen  muss,  so  sind  ihre  Gleichungen  nach  bekannten  Regeln 
'Jeicht  aufzustellen;  man  findet 
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wobei  man  sich  die  Normale  auf  die  £benen  xz  und  yz  projicirt  z| 
denken  hat.  I 

Die  in  den  Formeln  5),  6)  und  7)  vorkommenden  partielle 
Dijßferentialquotienten  berechnet  man  entweder  direct  aus  Nro.  2)  ode 
aus  Nro.  1)  nach  den  Formeln 

dF  dF 

dz  dx  dz  dy 


10)  COSVa:  =       ^^     ,       COSVy  =  — ^,       COSV^ 


dx  dF_  '  dy  dF_ 

dz'  dz 

Im   letzteren  Falle   nimmt  die  Gleichung  der  Berührungsebene  fo 
gende  symmetrische  Gestalt  an 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

so  erhält  man  aus  Nro.  6) 

dF  dF  dF 

dx  dy  dz 

und  als  Gleichungen  der  Normale: 

in  izLf  _  2jzI  —  LH-f 

^  dF    ~     dF    ~     dF    ' 

dx  dy  dz 

Passende  Beispiele  för  alle  diese  Formeln  bieten  die  Fläcl 
zweiten  Grades;  bei  den  Flächen  ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleick 
gen  von  der  Form  z  =.  Ax'^  -\-  By^  sind,  wird  man  sich  der  F 
mein  5),  6)  und  7)  bedienen ;  bei  den  centralen  Flächen ,  deren  G 
chungen  in  dem  Schema  Ax^  -\-  By'^  -\-  Cz'^  -\-  D  =  0  enthal 
sirid,  ist  die  Anwendung  der  Formeln  8)  bis  11)  bequemer,  weil  u 
damit  Wurzelzeichen  vermeidet.  Für  das  dreiachsige  Ellipsoid  t 
dessen  Gleichung 

x^         ?/2  z^ 

—  +  —  -{-- 1  =  0 

a«   ^   &2   ^   c2 

ist,  findet  man  als  Gleichung  der  Tangentialebene 


^  (t-^)  +  !-('?-»)  +  -f  (5-^)  =  0 


oder 
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foraus  folgt,  dass  die  Strecken,  welche  die  Berührongsebene  von  den 
Coordinatenachsen  abschneidet,  der  Reihe  nach  — ,  — und  —  sind. 


§.  28. 

Die  Erümmiing  der  Flächen. 

Um  die  in  einem  besti^lnlten  Punkte  stattfindende  Krümmung 
einer  Fläche  kennen  zu  lernen,  ist  es  das  Natürlichste,  durch  jenen 
Punkt  eine  Normale  auf  die  Fläche,  durch  diese  Normale  eine  Keihe 
Ton  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  unter- 
suchen, welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen  und  der  Fläche  be- 
sitzen. Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausführen.  Die 
Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xy/s  mögen  sein 

1)     l-a;  +i>(g-^)  =  0  und  1?  -2^  +  g(e-;^)  =  0, 
wobei  wir  zur  Abkürzung 

dx  oy 


haben ;  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  sei 

3)  «I  +  /3^  +  yt=  1; 

eoE  diese  Ebene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  muss  die  Glei- 
ciiaug  3)  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  man  statt  |  und  1^  die  aus 
»Vro.  1)  entnommenen  Werthe  einsetzt ;  dies  giebt 

(Y—ccp  —  ßa)  t  +  cioo  +  ßy  +  (ap  +  ßq)  z  =  l, 

tind  diese  Gleichung  kann  für  jedes  5  nur  dann  erfüllt  sein ,  wenn 
gleichzeitig  die  Beziehungen 
^4)  y  =  ap  +  ßq, 

5)  ax  +  ßy  +  yz  =  l 

(t&ttfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  Normale  gehende  Ebene 
bildet  mit  der  Fläche  eine  Durchschnittslinie,  die  wir  einen  No r mai- 
sch nitt  nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man  da- 
durch finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3)  x,  y,  z  für  |,  17,  £[  setzte, 
wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus  dieser  und 
der  Gleichung  der  Fläche  z  =/(a;,  y)  einmal  z^  das  andere  Mal  y 
eüminirte.  Für  die  Krümmung  des  Schnittes  hat  man,  x  als  unab- 
luuigige  Yariabele  angesehen, 
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ferner  durch  Differentiation   der  Gleichungen  der  Fläche  und  der 
Ehene : 

e?^  =  -g^  eia;  H-  -^  eiy  =  pdx  +  qdy, 

a  dx  -\-  ßdy  -\-  ydß  =  0, 

und  durch  nochmalige  Differentiation: 

d^z  =  rdx^  +  2s  dx  dy  +  tdy^-+  qd^y, 
ßd^y  +  yd^z  =  0, 

wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  ist: 

—  ^         —     ^^^  _  ^ 

^  ^~dx''    ^~dxdy'  dy^' 

Aus   den   obigen   Gleichungen   erhält  man  durch   gewöhnliche 
Elimination : 

dy  «4-  py        de  |>/J  —  qa 

dx  /3  +  gy'      dx         ß  -{■  qy 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

so  findet  sich  für  die  zweiten  Differentialquotienten: 
d'^y  _  My  d^z  _      Mß 

dx^  ~~        ß  +  qy'     dx^~  ß  -\-  qy' 

Bevor  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  6)  einsetzen,  bemerkei 
wir  noch  folgende  Transformationen : 

dx^  +  dy^  4-  dz^ ^(ß  +  gyy  +  (^  +  pyy  +  (pß - g«)^ 

dx^  (ß  +  qy)' 

wobei  sich   der   Zähler    mit  Rücksicht  auf  y=jpa  -[-  qß  in  i 
Form  bringen  lässt: 

aH^  +  Q')  +  ßH^+p')  +  ^(«p  +  ßQ)y'\-(p'  +  Q')y^-2^ßp 

=  (a^^ß^  +  y^)(l+p^  +  q^h 
demnach  ist  also 

dx^  +  dy'  +  d?^2  _  («2  +  /32  -f-  y2)  jV-2  ^ 

^  e?ic2  —  (^  ^_  yg)2         '  ; 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

10)  N'  =  l  +  1?»  +  q'. 
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Man  hat  non  weiter 

d^'  ~  (ß  +  YO)'  ~     ß  +  ?a 

nod  zufolge  der  oben  bestimmten  zweiten  Differentialquotienten  von 

^ond  x: 

^         dx^  /   "*"  \dxy  "^  \dxV  ~         (ß  +  yq)^ 

Mittelst  dieses  Werthes  und  der  in  Nro.  9)  bemerkten  Substi- 
tation  erhält  man  für  die  Krümmung  des  Normalschnittes : 

1_  _        Miß  +  yqy 
^  Q    ~  N^a^  +  /J2  +  y2) 

oder  auch  durch  Elimination  von  ß  -\-  yq  aus  9)  und  11): 

_1_ Mdx^ 

"^  Q    ~  N{dx^  4-  dy^  +  dz^) ' 

Bezeichnet  man  -^^  kurz  mit  y' ,  setzt  für  de  seinen   Werth 

dx 

j>rfj  -\-  qdy  =  {p  +  qy')dXy  und  für  M  den  ursprünglichen  Aus- 
druck r  -|-  2sy'  +  ty'^j  so  hat  man  noch 
131  -L  —  r  +  28y'  +  ty'^ 

^  9~  N\\  +  y'^  +  (P  +  qy'y] 

In  diesem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes 
änd  die  partiellen  Differentialquotienten  jp,  g,  r,  s,  t  von  der  Natur 
der  Fläche  einzig  und  allein  abhängig ,  unabhängig  dagegen  von 
<^ili,  y,  d.  h.  von  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
S^  die  Tangentialebene,  nur  y'  enthält  a,  ß,  y\  denn  es  ist 

ß 
,  _  _  a  +  yp  _  __  CC  +  (ccp  +  ßq)p  _  _  "«"^^ 

Bnd  es  hängt  demnach  y' ,  mithin  auch  die  Krümmung  des  Normal*- 

Kimittes,  von  dem  Verhältnisse  —  ab.     Aendert  man  dieses  fort- 

a 

«ührend,  so  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um   die  Nor- 

'ttale,  zugleich  erhalten  y'  und  —  andere  Werthe  und   man  kann 

I  ^  Q 

I  demnach  die  Krümmung  als  Function  von  y'   ansehen.     Nach  dem 

Theoreme  iu  §.  8,  I.  nimmt  dieselbe  zu,  so   lange  der  Differential- 
Quotient  d( — j'dy'   positiv  bleibt,    und  sie   nimmt  ab,   so  lange 
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er  negattv  ist;   ein  Wechsel  der  Krümmung  findet  also  in  den 
Falle  statt,  wo 


<t) 


d[ 

wird ;  durch  Ausführung  dieser  Differentiation  erhält  man  als  Bedi^ 
gung  dafür 

14)  <>{s  +  tp')  =  N{i/'  +  (p-\-qy')ql 

Eliminirt  man  q  aus  dieser  und  der  Krümmungsgleichung,  s 
folgt 

s  +  ty'  M-f  (1+2^)2/' 

und  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  y' : 

15)  [il  +  q')s-'Pqt]y^^+  [(l  +  q')r-il +p^)t]y' 

+  pqr'-(l+p^)3  =  0. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt  nun  diejenigen  Wertl 

von  t/',  mithin  auch  die  Werthe  des  Verhältnisses  -^,  für  weld 

ein  Wechsel  der  Krümmung,  also  eine  grösste  oder  kleinste  Eriiii| 
mung  stattfindet.  Vorausgesetzt  wird  dabei  nur,  dass  die  Diffeneu- 
tialquotienten  jp ,  q,  r,  s,  t  in  dem  Punkte  xye  endliche  bestimmti 
Werthe  haben,  dass  also  xy0  keinen  ausgezeichneten  Punkt  (»li 
z.  B.  eine  Spitze)  bedeutet.  Die  Gleichung  15)  zeigt  nun  die  Er 
stenz  von  zwei  Hauptnormalschnitten ,  deren  gegenseitige  Lage  ma 
dadurch  erfahren  kann,  dass  man  die  Gleichung  vereinfacht,  indei 
man  den  Punkt  xyz  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  tmdd 
Tangentialebene  im  Punkte  xyjs  zur  Ebene  xy  nimmt.  Es  isti 
diesem  Falle  x  -=  y  =.  g  z=z  Q  ^  ferner  constant  5  =  0;  die  Gl 
chung  der  Tangentialebene  wird  j)  |  +  g  iy  =  0  und  diese  kann 
alle  7]  und  5  nur  bestehen,  wenn  p  -=1  q  z=z  0  ist.  Die  Gleichung  1 
verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende : 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt  Ist  nun  weiter  y=a7f<5 
die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Hauptnormalschnitt  mit  der  C( 
dinatenebene  xy  (der  Tangentialebene)  bildet,  so  hat  man 
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■tUn  ibtt  iier  yoiiiy  ixleicbmii^  die  njigemifi: 

r  — t 
tan^<a  -^ turnet  —  1  =  0. 

int  WiEO^  fam  Ot  und  ^an  4%  hnsBat  nittgan;  tur  üeee  geiten  ü« 

t  —  r 

ba  lefiitaei»  khHiAiiwh  unk  der  Gleiddai^  co^iSfi  —  s>0  r=r  0  bM;> 
Du»  faigt  flg^  —  (Bk  :^  l^  i  X  aiier  mife  aitiler«ft  W*jrteii.  »las»  di«? 
BuzpcaxmaljBGiiiiäte  auf  eamfluier  senkrecht  jteheiL 

Suts  dar  GIsc&nzu^  11  •  kann  maa  .iaca  eimf  i^midr^uiscae  ülec-» 
hoe  lo&telLai  *    dutrei  IForaeizi   der  ärru^ste  and   kl*fiii2^t»   Kruj»^ 
hiuhmeaBae  asäbsA  smli  sat  isgiebc  sLcbu.  weaa  man  üo;^  d«^a 
iongCK  13)    oiifi  1-4)  meht  f «  sozuIanL  ji'  eÜaiizxirti .  wu&«?i  zur 

-*-  =  ! 

j 

i(r  -I-  2*,'^t,'i>  =  1  4- ,**  -L  (>  J-  .^ .»y 

id  wenn  man  i^'  aas  d«-  zw«tea  G^ichang  ui  slie  «rste  eiasetzt^ 
>  erhält  man  ziotaeiist : 

i»  durch  Rednction  auf  Xnll: 

Hier  kann  nini  der  erste  Factor  nicht  =r  0  $ein,  weil  sonst  d<er 
Ain  snbstitnirte  Werth  t<mi  jf',  nämlich 

Wich  oder  unbestimmt  (wenn  zugleich  der  Zahler  verschwände) 
■den  würde ,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  Es 
to  daher  der  zweite  Factor  =  0  gesetzt  werden  und  dies  giebt 
^  Entwickelung  der  Potenzen  von  X: 

i  vermöge  des  Werthes  von  k  und  der  Bedeutung  von  N: 

)    {rt- 8^) (f^^  1(1 +q^)r'-2pqs+il-\-q^)t]NQ  +  N*  =  0. 
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Nennen  wir  Qi  und  ^2  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  finde 
zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Erümmungshalbmesser  i 
Punkte  a;^;e^  die  Beziehungen  statt: 

17)       p,  + ,.  =  (i±i^rzi2M-fa±^^, 

18)  Qi  Q2  =. 


Die  Ebenen   der   beiden  Hauptnormalschnitte   standen  sowo' 
aufeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht;  es  liegt 
her  nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  zu  wählen, 
dass  nunmehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  Oi  und  «02  die  Wert 
c»!  =  0  und  (»2  =  ^Ä  erhalten  müssen.     Die  Gleichung 

r  —  t 
tan  oji  4-  tan  cjo  = 

8 

f  f 

wird  jetzt  00  = und  zeigt,  dass  für  diesen  FaU  s  =  0  a 

s 

muss,  weil  im  Allgemeinen  r  und  t  endliche  Werthe  besitzen.   I 

Formel  13)  wird 

J_  _rj-ty^ 

oder  wenn  y'  =  tanv  gesetzt  wird,  wo  v  die  Neigung  der  Ete 
irgend  eines  Normalschnittes  gegen  die  Ebene  des  ersten  Haii{ 
Schnittes  (91)  bezeichnet: 

—  =  rcos^v  4-  tsin^v. 
Q 

Für  die  Hauptschnitte  ist  1/  =  0  und  v  =  ^jt,  also 

—  =  r  —  =  t 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung: 

.   ^                                  1          cos^v    .     sin^v 
19)  —  = H 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  bestimmen  vollständig 
Krümmungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xyjsf  geleg 
Normalschnitte;  aus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen 
Hauptschnitte ,  aus  1 9)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  l 
malschnittes ,  welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winke 
bildet. 

Bemerkenswerth  ist   noch  der  specielle  FalJ ,  in  welchem  i 
den  Xj  y^  z  solche  Werthe  ertheilt,  dass 
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r  st 

Tird;  es  ist  nämlich  unter  dieser  Voraussetzung 

rt  s2    '  p^q^  s«  ' 

woraus  man  leicht  findet : 

1  +  1>»  +  ä«  =  2V»  =i>»3*  ^^^^- 

S^ 

Die  Gleichung  16)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 

^  s       ^  ^       s"^       ~    ' 

telche  die  gleichen  Wurzeln 

\ 

besitzt.     Aus  Nro.  19)  erkennt   man  weiter,   dass  jeder  Normal- 

'     .  ,  11 

Khnitt  durch  diesen  Punkt  dieselbe  Krümmung  —  =  —    besitzt; 

Q  Qi 

fcr  fragliche  Punkt  heisst  dann  ein  Kreispunkt  der  Fläche.    Durch 

Verbindung  der  zwei  in  Nro.  20)  aufgestellten  Gleichungen  mit  der 
öidchung  der  Fläche  erhält  man  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
fedrei  Unbekannten  x^  y,  z, 

Besitzen  die  Krümmungen  —  und  —  der  beiden  Hauptschnitte 

«Ifcselbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  —  jedes 

Äderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Normalschnittes  zu,  wie  man 
Xro.  19)  augenblicklich  ersieht.  Dann  kehren  sämmtÜche  Nor- 
ilschnitte  des  Punktes  ihre  convexen  Seiten  derselben  Gegend  des 
mmes  zu  und  die  Berührungsebene  liegt  gänzlich  auf  der  einen 
ite  der  Fläche.  Wenn  dagegen  g^  und  ^2  entgegengesetzte  Vor- 
gehen haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin)  der 
Hauptschnitt  convex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
Naelt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen;  die  Tangentialebene 
K^  in  diesem  Falle  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei- 
bt  dieselbe  in  ihrem  späteren  Verlaufe.  Eine  derartige  Fläche  ent- 
feht  z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Curve,  die  der  Drehungs- 
fchse  ihre  convexe  Seite  zuwendet. 

*  Ausser  den  obigen  zwei  Gattungen  von  Flächen,  welche  die 
Camen  der  concav-concayen  und  der  convex-concaven  Flächen  führen, 

^chlftmtlch,  AualysU.  9 
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giebt  es  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  Uebergang  von  der  eine! 
zur  anderen  Gattung  bildet ;  es  sind  dies  die  Flächen,  an  denen  dJ 
eine  Hauptschnitt  in  jedem  Punkte  die  Krümmung  Null  besitzt,  d.1 
eine  gerade  Linie  ist.  Da  in  jedem  Falle  die  Tangentialebene  di 
Tangenten  der  Normalschnitte,  also  auch  die  Tangente  des  geradlini 
gen  Normalschnittes  enthält,  so  ist  unmittelbar  klar,  dassdengi 
nannten  Flächen  die  Eigenschaft  zukommt ,  von  einer  Ebene  nie 
nur  in  einem  Punkte,   sondern  in  einer  Geraden  berührt  zu  werd 

Nennen  wir die  Krümmung  einer  Fläche,  so  ist  für  dies 

Q1Q2 

Flächen  die  Krümmung  gleich  Null;    als  analytisches  Kennzeiche 
dafür  ergiebt  sich  aus  Nr.  18)  r^  —  s^  =  0,  oder: 


KdxdyJ 


dx^     dy^        \dxdy. 

Die  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Flächen  sind  übn 
gens  sämmtlich  abwickelbar,  und  darin  unterscheiden  sie  sich  gec 
metrisch  von  den  vorigen  Flächenarten.  Weitere  Auseinandersetzui 
gen  hierüber  gehören  in  die  höhere  Geometrie. 


§.  29. 
Einhüllende  Curven. 

In  der  Gleichung  einer  ebenen  krummen  Linie  kommen  ausse 
den  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes  gewöhnlich  nocl 
constante  Grössen  (sogenannte  Parameter)  vor,  wodurch  sich  di 
Dimensionen,  Gestalt  oder  Lage  der  Linie  bestimmen;  eine  solcli 
Constante  sei  h  und 

1)  F{x,y,h)  =  0 

die  Gleichung  der  betreffenden  Curve.  Giebt  man  dem  h  verschie 
dene  Werthe  d ,  2 d ,  Sö ,  40  etc. ,  so  erhält  man  eine  Reihenfolg 
von  Curven  derselben  Art,  die  sich  aber  in  ihren  Dimensionen,  6e 
stalten  oder  Lagen  von  einander  unterscheiden.  Hierbei  kann  e 
geschehen,  dass  jede  solche  Curve  die  nächste  schneidet,  und  in  die 
sem  Falle  entsteht  die  Frage  nach  dem  geometrischen  Orte  dd 
Durchschnittspunkte.  Nennen  wirk  irgend  einen  individuellen  Wert 
des  h,  und  k  -\-  Ö  den  nächsten  Werth  von  Ä,  so  gelten  für  de 
Durchschnitt  der  beiden  entsprechenden  Curven  gleichzeitig  die  bei 
den  Gleichungen 


Fr.  t.  <    =0    imd    F  r.  ^,  t-I- *>  =  0 
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ftOer  laiiit 


F  r^  y  .  i    =  ',  mii = =0i 

o 


I:-  •-  'i-imnur  «tß»  gWFftrffg  y^om-^tr^sehen  Ortes  &id«t  s£ch  mm 
ir\i  £'Tifnaca;n.  T'Io.  fe  ia»  «iEösen  l:«ieii  GleiciianiT'en  und  vonie 
t'S  i^^  FiEDL  y'  r.  ».  *?*  :^  0  seöx.  Lassen  wir  d  geg«ii  die  Xnll 
'ctT-ri^au  -nt  f.üpffl.  i:  -  andiSÄS  s^nannten  Carren  stetig  anfein- 
ii^kf  lüit  r  «*  « r::«HLssieiJ!üJizL:Z  J*^-  * '  =^  *iJ  bestimmt  den  geu xne- 
^•'-Ä  '.m  iar»r  x--i«iiLi^  co2«in.*iiri:':li  aufeiz^uider  feilenden 
D-r  ü^irLüiSLfcraikri»-  D^j^sfa*  s^tjmetrbcke  Ort  heisst  di-?  ernhdl- 
''■••-  '- xrT^  JHiii*r  Stöaar  Toa  Liciec.;  ikre  GIri:ri3n^  erzitbt   *ich 
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A   r .  y .  5:    ^0  Bsd    ^^^^ =  0 


F'-r    VI. 


et 

L  l>is  erste  B?i^piet  hi-sin 
eTvis  aiisrlhrli:her  betrachtet 
Verden.  In  ein-?™  glricÄsch-enklijen 
Dreiecke  ABC  iFigor  3?»,  desssen 
SiMikel  AC^=BC^=c  sein  mögen, 
zieht  mAn  «üe  Genden  Jf  3r  so,  dass 
imaier  C  Jf  =  ^^^  ist :  man  sacht 
di^  EinLlHeTtde  aller  dieser  Geraden. 
Xehmrn  wir  ^  C  als  Abr^rissen-,  B  C 
als  Ordbistenachse  und  setzen 

CM=BX=i. 

so  «icl  die  GleichaE^-en  zweier  sol- 
chen Geraden 


4  + 


=  1, 


=  1. 


<M^  aach,  wenn  man  die  Brache  wegsehaft,  die  zweite  Gleichonjg 
TU.  der  ersten  abzi^  and  mit  d  diridirt. 

Der  zweiten  Glaclning  kann  man  den  Werth  tod  k  entoebmen 
ittd  in  die  erste  sabsütniren;  die  Gleichung  d«  gedachten  Orte*  lau- 
tet dann 

X»  4-  y*  —  2i?f  —  2ez  —  2cy  4-  -p»  —  d«  =  0, 

9* 
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und  bestimmt  eine  Parabel,  auf  welcher  die  Durchschnitte  aller  G 
raden  liegen,  welche  dadurch  entstehen,  dass  M  und  .A'' jedesmal  u 
8  fortrücken.  Für  stetig  nach  einander  folgende  Gerade  hat  m 
daher  als  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 


a;2  _[_  2/2  —  2irt/  —  2ca;  —  2cy  +  c2  z=  0 


oder 


Yx  +Vy  =--  Vc. 

Dasselbe   findet   man  unmittelbar,   wenn  man  h  aus  den  Gl* 
chungen 


X 

h   ^  c  —  k 


=  1      und 


k'^  ^  {c  —  ky 


=  0 


eliminirt  *).     Beiläufig  werde  noch  bemerkt ,  dass  der  Scheitel  dies 
Parabel  in  der  Mitte  der  Dreieckshöhe  CD  liegt ,    dass  sie  von  A 


und  B  G  berührt  wird,  und  dass  ihr  Halbparameter  = 


CD 


ist. 


IL    In  Fig.  33  sei  F  ein  leuchtender  Punkt,  CD  die  Trennung 


Fig.  33. 


linie  zweier  durchsichtigi 
Media  von  verschiedea 
Brechbarkeit,  FMemlick 
strahl,  welcher  bei  Mjei^ 
Trennungslinie  trifft  nnt 
nach  dem  bekannten  Gestt» 

sinNxMP  i 

Sin  N  MF 
gebrochen  wird;  man^uc 
die  einhüllende  Curve  all 
gebrochenen  Strahlen.  i 
Nimmt  man  C  zum  Co 
dinatenanfang ,  den  un 
brochenen  Strahl  GX  i 
a;- Achse,  CD  zur  ^-Aclj 
und  setzt  FC =c,  CM^ 
1  —  w^  =  w^  so  ist  die  Gleichung  irgend  eines  gebrochenen  Stii 
les  MP  I 


•)    Man  ersieht  hieraus  sehr  klar  die  Bedeutung  des  Differentil 
Denkt  man  sich  nämlich  die  verschiedenen  Punkte  M  in  gleichen 

c 

ständen,  so  ist  (f  ein  aliquoter  Theil  von  c,  etwa  (f  =  — ;  ander« 

muBs  cfy  insofern  es  einen  Zuwachs  von  k  darstellt,  mit  Ak  bezeic 
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\Ac2  +  W-'  k'^ 

oder 

f)  i»U-*?j:2  —  {c'-  +  wU-2)  (?/  —  Ä:)2  ^  0. 

Partiell  in  I»eziehung  auf  k  difiPerenziit  giebt  dies 
5)        wiU-x'  -f  ic'^  A- fC^k^)  (y  —  k)  —  w^^  (y~ky  =  0; 
maltiplicirt  man  dies   mit  k  und  subtrahirt  von  dem  Producte  die 
Glncliung  4),  so  läset  sich  der  Rest  mit  y  —  k  dividiren  und  bleibt 

c^y  +  n^k^  =  0     oder     k  =  —   j/  ^; 

maltiplicirt  man   dagegen  Nr.  5)   mit  y  —  k  und  addirt  Nr.  4) ,   so 

kommt 

w2j2y_,t2(y_^)3  =  0     oder     y  ^  k  =y   ^^^-^  . 

Indem  man  hierzu  den  vorigen  Werth  von  k  addirt,  erhält  man 
il*  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 


=-f^+y=f^ 


bder 

Für  m  ^  1   charakterisirt  diese  Gleichung   die  Evolute  einer 

Klipse,  für  m  <^  1    eine  Hyperbelevolute;  die  gebrochenen  Strahlen 

Etihen  also  im   ersten  Falle  auf  einer  Ellipse,  im  zweiten  Falle  auf 

*üer  Hyperbel  senkrecht.    In  jedem  Falle  ist  F  ein  Hrennpunkt  des 

C 
feelschnitts   und  seine  Haupthalbachse  =  mc  oder  =-^  — ,  wenn  (l 

den  sogenannten  Brechungsexponenten  bezeichnet. 
I  III.  Man  sucht  die  einhüllende  Curve  aller  Kreise,  deren  Mit- 
Ml'unkte  auf  einer  gegebenen  Ellipse  liegen  und  deren  Peripherien 
fcch  den  Mittelpunkt  derselben  Ellipse  gehen.  Nimmt  man  die 
iAfhsen  der  Plllipse  CA  =  a,  CB  =  h  (Fig.  34  a.  f.  S.)  zu  Coordi- 
'•»^eoachsen  und  bezeichnet  die  Coordinaten  eines  Ellipsenpunktes 
•itp  und  q,  sowie  mit  r  den  Radius  eines  Kreises,  welcher  pq  zum 
Mittelpunkte  hat  und  durch  C  geht,  so  gelten,  den  angegebenen 
^ÜDgungen  gemäss,  folgende  Gleichungen: 


I  yi 

»frden,  und  es   ist  daher  Jk  =:  —  Bei  unendlich  wachsenden  n,  d.h. 

n 

^♦:  »stetiger  Aufeinanderfolge  der  Punkte  M,  convergirt  Jk  gegen  den 
»*>iüptoti8chen  Werth  Null  und  in  diesem  Falle  tritt  dk  an  die  Stelle 
»on  Jh. 


134 

7) 
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a-^  +  b2  —  ^' 


p2  ^  q2  —  r2y 

aus  den  beiden  letzten  folgt 

8)  '2  +  ^2  —  2px  —  2^2/  =  0. 

T.  34.  Der    veränderlitln 

Parameter  ist  hier  j),  im 
für  et  wäre  sein  Wert! 
aus  Nro.  7)  zu  substi 
tuiren,  doch  bleibt  dii 
Rechnung  symmetrische 
wenn  man  die  zweiGlei 
chungen  7)  und  8)  mit  j 
und  g  beibehält.  Durd 
partielle  Differentiatio; 
derselben  erhält  man 


a2 


+ 


b2 


dp 


und  nach  Elimination  von 


9) 


=  0, 
84 


.  +  s.-|-  =  o, 


dp 


qx 


—  4^=0. 


»2  ^2 

Aus  den  Gleichungen  7)  und  9)  finden  sich  p  und  q,  und  wem 
man  deren  Werthe  in  Nro.  8)  substituirt,  so  ergiebt  sich 

10)  (a;2  +  y^y  z=  (2  a)2  x^  +  (2  hy  y^ 
als  Gleichung  der  gesuchten  Curve;  letztere  ist  die  Fusspunktlini 
einer  aus  den  Halbachsen  2  a  und  2  b  construirten  Ellipse. 

IV.  Die  Modification  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  ii 
letzten  Beispiele  benutzt  wurde,  kann  allgemein  auf  folgende  Weis 
dargestellt  werden.     Die  Gleichung  der  veränderlichen  Curve  sei 

11)  F(x,y,x,l)  =  0 
und  enthalte  zwei  veränderliche  Parameter  x  und  A,  welche  &k 
nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  durch  die  Bedingungi 
gleichung 

12)  g)(x,A)  =  0 
verbunden  sein  mögen.  Das  Nächstliegende  wäre  nun,  erst  A  ai^ 
11)  und  12)  zu  eliminiren  und  dann  partiell  in  Beziehung  auf  x  zi 
dififerenziren ;   man   kann  aber  auch  den  umgekehrten  Weg  geheil 
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wenn  man  die  AenderuDg  beachtet,  welche  k  in  Folge  der  Aenderang 
Yon  X  erleidet.     Aus  Nro.  1 1)  folgt  nämlich 

udererseits  ist  nach  Nro.  12) 

d(p 
dX  dx 


dx  ö(p 

"aT 

DDd  wenn  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  substituirt ,   so  erhält 

mao 


13) 


dF 

dF 

dx 

dX 

d(p 

Öq> 

dx         dl 

Durch  Elimination  von  x  und  l  aus  den  drei  Gleichungen  11), 
12)  und  13)   gelangt  Ji.an  wieder  zur  Gleichung  der   einhüllenden 

Conre. 


§.  30. 
Einhüllende  Flächen. 

I.  Die  im  Eingange  von  §.29  angestellten  Betrachtungen  sind 
iasi  wörtlich  auf  den  Fall  ausdehnbar ,  wo  die  einhüllende  Fläche 
«nerSchaar  von  Flächen  gesucht  wird,  welche  dadurch  entstehen, 
dat6  man  in  der  Flächengleichung 

F(x,  y,  e,x)  =  0 

der  Constanten  x  stetig  aufeinander  folgende  veischiedene  Werthe 
Wegt;  die  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche  ergiebt  sich  nämlich, 
ndem  man  aus  den  Gleichungen 

1)  F(x,y,z,x)  =  0    und    ^^^^'/' "' ^^  =  0 

^  ^  ÖX 

&  Grösse  x  eliminirt. 

Läset  man  z.  B.  den  Mittelpunkt  einer  Kugelfläche  auf  der 
'•Achse  fortrücken  und  gleichzeitig  den  Radius  proportional  dem 
Abstände  des  Centrums  vom  Coordinatenanfange  wachsen,  so  ist  die 
Gleichung  der  Kugelfläche 

«*   +  y*   +   (^  — Ä)2  =  (gx)2; 
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partiell  in  Beziehung  auf  x  differenzirt  gieht  dies 

—  (;er  — x)  =  q^TC 
und  durch  Elimination  von  x  findet  sich 

x^  +  2/2  ==       ^ 


l-g2  1 

als  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche.  Für  g^  <^  1  ist  letztere  ■ 
Rotationskegel,  dessen  Achse  mit  der  ;er- Achse  zusammenfallt,  oi 
dessen  Seite  mit  der  Achse  den  Winkel  aresin  q  einschliesst.  i 

Auch  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläcl 
zwei  Parameter  enthält  und  letztere  einer  bestimmten  BedinguBj 
genügen  müssen,  kommt  man  wieder  auf  ähnliche  Erörterungen,  wi 
in  Nro.  IV.  des  vorigen  Paragraphen;  aus  den  gegebenen  Gleichung^ 

2)  F{x,  y,  z,  X,  A)  =  0     und     ^(x,  A)  =  0 

folgt  nämlich  durch  Differentiation 


3) 


dF 

dF 

ax  ^      dk 

und  nachher  sind  x  und  A  aus  allen  drei  Gleichungen  zu  elimiuireo 
Endlich  kann  es  auch  vorkommen,  dass  die  gegebene  Fläck/Ji 
gleichung  drei  veränderliche  Parameter  enthält,  welche  an  zwei  Be- 
dingungen gebunden  sind,  dass  also  folgende  drei  Gleichungen  vor 
liegen 

^x  I  F(x,y,  z,  K,  k,  ^)  =  0, 

1    9(x,  A,  ft)  =  0,  ^(x,  A,  fi)  =r  0. 

In  diesem  Falle  sind  A  und  fi  implicite  Functionen  von  x  un 
daher  führt  die  Aenderung  von  x  zu  den  Differentialgleichungen 

dF    ^     dF     dl     ^     dF     dpi 

8x  dX       dx  d(i      dx  * 

dq>         d(p      dl     ,ö<]P      ^1"*  f. 

"8x""'"'8r'"^  +  "8^"'dx""~    ' 

dTC    '^   dl    '  du    ~^   dfi  '  dK  ~    * 

dl  dfi 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  -tt —  und  -r — ;  set 

°  dx  d% 

man  deren  Werthe  in  die  erste  Differentialgleichung  ein,  so  gel 
diese  über  in 
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'"■■{dl  du       dfi   dl)  '   alXcfi   ex       i»   Cft) 


8x 

cF 


\c«    ex.        ct.    C%J 


und  die  Gleichung  der  einhäUenden  Fläche  ergiebi  sich  nnn  dnrch 
Elimination  von  x ,  A ,  fi  ans  den  Tier  Gleichungen  4)  und  5). 

11.  Bei  den  vorigen  UnterBUcfamigen  wurde  immer  nur  ein 
Parameter  (x)  als  willkuhrlich  betrachtet,  denn  in  den  Fällen,  wo 
meke  Parameter  vorkamen ,  waren  auch  soviel  Bedingungsgleichnn- 
ges  Torhanden ,  dass  die  übrigen  Parameter  als  implicite  Functionen 
voD  X  gelten  mussten.  Anders  gestaltet  ndi  die  Sache,  wenn  die 
Gleichmig  der  Fläche  zwei  you  anander  unabhängige  Parameter 
enthält,  die  sich  gleichzeitig  ändern. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

«)  F(a:,  y,  z.  «,  1)  =  0, 

nod  es  werde  zunächst  x  allein  um  i  geändert ;  die  neue  Gleichung 

F{x,y,z,x^b  ,  A)  =  0, 
vofor  man  auch  schreiben  kann 
7^  JP(j;,  y,  z,  x4-3,A)  —  F(x,y,  z,  x,  l)  _ 

charakterisirt  dann  eine  zweite  Fläche  derselben  Art,  nur  von  anderer 
Lage  und  von  anderen  Dimensionen.     Dasselbe  gilt  für  den  Fall, 
^  A  allein  um  6  geändert  wird,  wodurch  die  Gleichung  entsteht 
^,  F(x,  y,  z,  X,  1+  b)^F(x,  y,  z,  x,  1)  _  ^ 

£ 

Im  Allgemeinen  schneiden  sich  die  drei  Flächen,  welche  den 
Oleicbangen  6),  7),  8)  correspondiren ,  in  einem  Punkte  zyjs,  und 
wenn  man  aus  jenen  Gleichungen  die  beiden  CrrÖssen  x  und  X  elimi- 
oirt,  80  gelangt  man  zur  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  allor 
Üarcfaschnittspunkte ,  vorausgesetzt,  dass  sich  x  jedesmal  um  ^x 
=  ^i  and  A  immer  um  ^k  =  s  ändert.  Bei  gleichzeitig  gegen  die 
Kall  convergirenden  d  und  £  folgen  die  erwähnten  Durchschnitts- 
P'uikte  stetig  aufeinander  und  erzeugen  die  einhüllende  Fläche.  Die 
meichang  der  letzteren  wird  demnach  gefunden,  wenn  man  aus  den 
Oleicbangen 
(  F(x,y,  ^,x,  X)  =  0, 

^)      cF(x,y,^,x,A)  dF(x,y,z,x,X)        ^ 

(  dx  — "'  al  — " 

die  beiden  veränderlichen  Parameter  x  und  X  eliminirt^ 
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Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  elliptischen  Paraboloid  liegen,  unc 
deren  Oberflächen  durch  den  Scheitel  des  Paraboloides  gehen.  Ken 
nen  wii*  a,  b  die  Halbparameter  des  Paraboloides ,. und  x,  A,  ft  di( 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  irgend  einer  jener  Kugeln,  so  habcE 
wir  als  Gleichung  der  beweglichen  Fläche 

wobei  noch  die  Bedingungen  zu  erfüllen  sind: 

f^^T^  +  TF'       P*  =  x^  +  ^*  +  M». 

Setzt  man  die  Werthe  von  p^  un^j  ^  jn  ^{q  erste  Gleichung  ein 
so  wird  letztere 

x^  +  y^  +  z^  -~  2xx  —  2Xy  —  f  —  -f  _J^  =  0; 

durch  partielle  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x  und  A  ergiebl 
sich 

a;  +  --^  =  0,  y  -{-  —z  =  0, 

a  0 

und  durch  Elimination  von  x  und  A 

(-j;2    ^    y2    ^    g2)jg    ^    a  X^    +    5^2   —    Q.  j 

Die  einhüllende  Fläche  ist  hier  dieselbe  wie  die  Fusspuiiil- 
fläche  eines  elliptischen  Paraboloides  mit  doppelten  Parametern*). 
Für  das  hyperbolische  Paraboloid  gilt  ein  analoger  Satz. 

Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten,  wo  die  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche  drei  Parameter  x,  A,  ft  enthält,  welche  an  ein^ 
bestimmte  Bedingung  gebunden  sind.   Man  hat  jetzt  zwei  Gleichungei 

10)  F(x,y,  z,7i,  X,  ii)  =  0,  9?(x,A,fi)  =  0 

und  könnte  hieraus  (wie  im  vorigen  Beispiele)  fi  eliminiren,  um  nai 
zwei  von  einander  unabhängige  Parameter  übrig  zu  behalten.  Dage 
gen  wird  die  Rechnung  eleganter,  wenn  man  diese  Elimination  bi 
zuletzt  aufspart  und  berücksichtigt,  dass  ft  eine  implicite  Functioj 
von  X  und  A  ist.  Durch  partielle  Aenderung  von  x  erhält  mal 
nämlich 

8x    "^   dii    dx   ~    '  dK    ^  d(i    dx  ~ 

mithin,   wenn  man  den  Werth  von  -^^  aus  der  zweiten  Gleichuii 


8x 


^)  Siehe  des  Verfassers  Analytische  Geometrie  des  Baumes,  S 


.2dfl| 
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in  die  erste  einsetzt, 

dF  dg)         dF  8y  _q 
da    dfi         dfi    dx 
Die  partielle  Aenderung  von  A  führt  zu  der  analogen  Gleichung 

dF  dq>         dF   dg)  _ 

beide  Differentialgleichungen  können  in  der  Form 

dF  dF  dF 

dx  dk     __    dii 


dq)  dcp  d(p 

'dx  TT  "dji 

nsammengefasst  werden,  und  man  ündet  nun  die  Gleichung  der 
oubüllenden  Fläche  durch  Elimination  von  x,  A,  ft  aus  Nro.  10) 
md  11). 

1  Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  dreiachsigen  Ellipsoide  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  gehen. 
Sind  a,  6,  c  die  Halbachsen  des  Ellipsoides ,  x,  A,  fi  die  Coordinaten 
fin<:B  Kugelcentrums,  so  hat  man  als  Gleichung  der  beweglichen 
Kagelfläche 

^^  +  y^  +  ^^  —  2  XÄ  —  2  A  3/  —  2  ft^er  =  0, 
»übei  X,  A,  [i  der  Bedingung 

gpöiigen  müssen.     Die  Gleichungen  11)  sind  hier 

a^x  h^y  c^js 

X  A  II 

Dud  duich  Elimination  von  x,  A,  ft  ergiebt  sich 

(a;2  -\-  y^  -\.  z'^y  =  4  (a2  a;2  -|-  52  3^2  +  c«  e^, 

l)ie  einhüllende  Fläche  ist  demnach  die  Fusspunktfläche  für  ein 
^  den  doppelten  Achsen  construirtes  EUipsoid.  Für  die  übrigen 
^utralen  Flächen  zweiten  Grades  gelten  analoge  Sätze. 


der  Quotient     ,^  ^    in  diesem  besonderen  Falle  die  Form  l  an,  die 


Gap.  IV. 

Die    vieldeutigen    Symbole, 

§.31. 
Die  Formen  l  und  oo  —  oo . 

I.     Wenn  die  Functionen  (p(x)  und   ^(ic)   für  einen  specielieJ 
Werth  von  x,  etwa  für  x  •=  a^  gleichzeitig  Null  werden,  so  mmmi 

(P(x)    , 

bekanntlich  vieldeutig  ist.     Um  den  wahren  Werth    dieses  Bruchei 
zu  finden,  betrachten  wir  den  Quotienten  — —r-  als  die  Grenze,  wel 

eher  sich  -^ — ; — rr-  bei  verschwindenden  d  nähert.    Wegen  derVoi 
t(a-{-0)  Ol 

•    aussetzung  g)(a)  =  0  und  Jp(a)  =  0  ist  nun 

<p(a  +  S)  —  <p(a) 

.    (p(a  4-  ö)  _  (p(a+  ö)  —  cp(a) ö 

ö 
und  hieraus  folgt  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende 

<p(a)    _  (p'(a) 

d.  h.  in  dem  besonderen  Falle  x  =  a,  für  welchen  (p(x)  un 

tl^  (x)  sich  annulliren,   werden  die  sonst  sehr  verschiedene 

w  (x)  w  (x-) 

Quotienten     ,\  :    und     ,,.  .   einander  gleich.     Kann  man  all 

^(x)  w\x) 
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den  Werth  des  zweiten  Quotienten  ermitteln ,  so  hat  man  auch  den 
de»  ersten.     Einige  Beispiele  werden  dies  zeigen. 
Der  Quotient 

q>(x)   yx  —  ya 

nimmt  für  x  =  a  die  Form  g  an;  hier  ist 

JBlM  —  illl  — 2--i 

ond  da  dieser  Bruch  für  x  =  a  den  bestimmten  Wei'th  g  ß  ~  ^   erhält, 
10  ist  auch 

w(a)  „     _1 


Für  X  =  In  wird  der  Bruch 

<jp  (x)    cos  X 

ii>(x)  \7C  —  X 

«nbestimmt  =  g,  dagegen  erhält 

(p\x)  sinx 

in  demselben   Falle   den  bestimmten  Werth  \ ,  der  nun  auch   dem 
ersten  Bruche  zukommt. 

Nicht  selten  trifft  es  sich,  dass  der  neue  Quotient      ,,,{  für 

'  =  a  gleichfalls  verschwindet ;  dann  muss  man  auf  ihn  wieder  das- 
«Ibe  Verfahren  anwenden.     Nehmen  wir  z.  B. 

tp{x)    X  —  sinx 

i^(x)  x^       ' 

M  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

^'{x)  1  — cosx      ^>"{x) sinx      (p''\x) cosx 

hi:=  0  verschwinden  (p  (x) ,  q)'  (x) ,  q)" (x)  sowie  ^(rc) ,  p'(x),  i^"(a?), 
"öd  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient  den  wahren  Werth  des 
Ofsprünglichen  Bruches  =  |- 

11.  Wenn  die  Functionen  F(x)  und  f(x)  für  x  =  a  gleich- 
»itig  unendlich  werden,  so  erhält  die  Differenz  F(x)  — f(x)  die 
ttnljestimmte  Form  oo  —  oo ;  ihr  '  wahrer  Werth  findet  sich  dann  auf 
folgende  Weise.     Man  setze 
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■ 

80  ist  identisch 

F(x)  -  f(x)  -  -i L.  _  A(.x)  -  Fr(x)  _ 

für  X  =  a  verschwinden  Fi  (x)  und  /i  (x) ,  mithin  geht   der  letzte 
Bruch  in  ^  über  und  kann  nach  der  vorigen  Regel  untersucht  werden 
So  ist  z.  B. 

rr        e*  — 1  ~    ic(e*— 1)  ' 

wobei  die  linke  Seite  für  x  =  0  die  Form  od  —  oo  annimmt,  und  du 
rechte  Seite  =  J  wird.     Setzen  wir 

(p(x)  =  e^  —  1  —  X,    il;(x)  =  x(e^—l) 

so  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

q)'(x)  _  e^~l  (p''(x)  _      1 

rl^'^x)  ~~  rr  c«  -f  c^  — - 1  '  ^"  (x)  ~  x  +  2' 

und  hier  liefert  der  letzte  Bruch  den  wahren  Werth  =  |  • 


§.  32. 

Die  Formen  -§,  0 .  oo,  0»,  oo»  und  1  ^ . 

I 

I.     Wenn  die  Functionen  f(x)  und  P(a;)  für  rc  =  a  gleichzei^ 

/(x) 
tig  unendlich  werden,  so  stellt  sich  in  diesem  Falle  der  Bruch  rrqA 

unter  die  unbestimmte  Form  -^ ,  deren  wahrer  Werth  q  auf  folgend^ 
Weise  ermittelt  werden  kann.     Es  sei  I 


1 

/(^) 

F(x) 

9(3!). 

Fix) 

1 

^(X)' 

der  neue  Quotient  erhält  für  2;  =  a  die  Form  3  und  kann  da) 
nach  der  Regel  des  vorigen  Paragraphen  behandelt  werden.  Dies  gid 

F'jx) 

(p'(x)  _     iF(x)]*  _  rj^  rfixiY 

i/(x)  —■        fix)      —  fix)  iFix)} 
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raid  für  a;  =  a,  wo  'L .  ;   den  Werth  ö  annimmt, 

F(a) 

Die  Kegel  zur  Bestimmung  des  wahren  Werthes  eines 
Tieldeutigen  Bruches  bleibt  also  bei  der  Form  —■  dieselbe 
wie  bei  der  Form  g- 

So  wird  z.  B.  der  Quotient 

f(x)  _  logx 
F(x)         cotx 

$ax=0  unbestimmt  ==  ^;  sein   wahrer  Werth  ist  dann  einerlei 
mit  dem  Werthe  von 

!  2£ 

fix)  X  „  sinx     . 

F  (x)  1  X 

sin^  X 
»elcher  in  jenem  Falle  =  —  M  .  1  .  0  =  0  ist. 

Nach  derselben  Regel  findet  man  auch,  dass  der  Bruch 

/(x)  Isinx 

F(x)  ~      Ix 
far  2!  =  0  denselben  Werth  erlangt  wie 

/'(x)   cotx  cosx 

F^x)  ~    J_    ~~  sinx  ' 

X  X 

nd  zwar  ist  dieser  Werth  =  1. 

II.  Sind  zwei  Functionen  vorhanden,  von  denen  die  eine  q)  (x) 
ftra:=a  verschwindet,  während  die  andere /(a?)  für  x  =  a  unend- 
fchwird,  so  nimmt  das  Product  fp{x)  ./(o?)  für  x  =  a  die  unbe- 
Ämmte  Form  0  •  oo  an ;  den  wahren  Betrag  desselben  kann  man  auf 
fweierlei  Weise  finden.     Entweder  setzt  man 

sndhat  dann 

^  X  =  a  wird  der  Quotient  =  g  und  gestattet  die  in  §.  31  ange- 
^bene  Behandlung.     Oder  man  setzt 

-^  =  Fi'») 


144  Cap.  IV.  §.32.  Die  Formen  §,  Ooc,  0»,  oc»  und  1*. 

mithin  q)  (x)  .  f(x)  =  ^^ ; 

der  Quotient  stellt  sich   dann  unter  die  Form  ^  und  ist  nach  I.  z\ 
beurtheilen.     Von  beiden  Methoden  wählt  man  im  concreten  Falli 
diejenige,  welche  die  wenigste  Rechnung  verursacht. 
So  wird  man  z.  B.  an  die  Stelle  des  Productes 

Z I  2  —  —  )  •  tan 


(-f)- 


2a  ' 
welches  für  a?  =  a  in  0  •  od  übergeht,  den  Quotienten 


(p(x)  _ 


<-7) 


ip(x)  ,  nx 

cot"- — 
2a 

treten  lassen,  weil  der  Differentialquotient  des  Logarithmus  eine  ein 
fache  algebraische  Function  ist;  man  erhält 

1  TtX 


q>'(x)  2  a  —  X  2  a  2a 

i(;'(aj)  n  ^  itx  n       2a  —  au  ' 

^  ^ •  C8C^  

>  2a  2a 

2 

und  für  x  =^  a  den  wahren  Werth  —  • 

Bei  dem  Producte 

tan  X  ,  logx  ,  für  x  =  0, 

ist  es  von  Vortheil,  die  Form 

f(x)  _   logx  I 

F(x)  cotx 

zu  wählen,  deren  wahrer  Werth  bereits  in  Nro.  I.  bestimmt  und  = 
gefunden  wurde;  demnach  verschwindet  jenes  Product  gleichzeiti) 
mit  X, 

III.  Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  [/(x)]^^^^  für  x  =i 
eine  der  vieldeutigen  Gestalten  0<^,  oo  o,  1^  annimmt,  so  beachte  mai 
zunächst  die  identische  Gleichung 

und  untersuche  das  Product  l/(x)  .  (fix);  ist  w  der  wahre  Wert! 
desselben,  so  geht  die  gegebene  Function  in  e*^  über. 
So  erhält  z.  B.  der  Ausdruck 

JL_ 

(sinx)^' 
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fir  J  =  0  die  Form  0® ;   schreibt  man    aber    statt    desselben  die 
gleichgeltende  Exponentialgrösse 


Isinx 


so  hat  man  im  Exponenten  den  nämlichen  Bruch,  dessen  Werth  in 
Xro.I.  antersucht  und:=  1  gefunden  wurde;  der  Werth  der  ursprüng- 
lichen Potenz  ist  also  z=z  e^  =  e. 
Für  X  =  0  wird  femer 

beachtet  man  aber  die  identische  Gleichung 

lud  erinnert  sich,  dass  Ix  .  tanx  für  x  =  0  verschwindet  (s.  IL), 
ID  erhält  man  e^  =  1    als  wahren  Werth  der    in  Rede  stehenden 

DZ. 

Für  j  =  a  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

TiX 


. —  Ix  .  tanx 


(-5) 


tan  „ 
2a 


31 1^;  andererseits  ist  die  gegebene  Function  gleich 


(-t)- 


l(2--).to«|^ 


2 
nbei  der  Exponent  für  x  =  a  den  Werth  —  annimmt  (s.  II.);  dem- 

Kh  ergiebt  sich  e  ^  als  wahrer  Werth  des  ursprünglichen  Ausdrucks. 


^cblömllch,  Amlyata.  10 


Cap.  V. 

Maxima    und    Minima. 

§.  33. 
Maxima  und  Minima  der  Functionen  einer  Variabelen. 

Wenn  eine  stetige  Function  f{x)  abwechselnd  steigt  und  fil 
so  giebt  es  in  ihrem  Verlaufe  Stellen,  wo  die  Uebergänge  vonWad 
thum  zu  Abnahme   oder   umgekehrt  von  Abnahme   zu  Wachstia 
statt  finden.     Bei  einem  Uebergänge  der  ersten  Art ,  welcher  et' 
für  ic  =  a  eintreten  möge,  ist  der  entsprechende  Functions werth  / 
grösser  als  die  Nachbar werthe  f(a  —  Ä)  und  /(a  -(-"  ^)»  sobald 
Ä  hinreichend  klein  genommen  wird;    dann  heisst  /(a)  ein  Ma 
mum  der  Function /(ic).     Erfolgt  dagegen  an  der  Stelle  x  =  « 
üebergang  von  Abnahme  zu  Wachsthum,  so  ist  /(«)  kleiner  als  » 
Nachbarwerthe  f(a  —  Ä)   und  /(ß  +  ^)i  ^^'^  dann  heisst  /(a) 
Minimum  von  /(aj).     Nach  dieser  Erklärung  versteht  es  sich  \ 
selbst,  dass  derartige  Maxima  und  Minima  nur  relativ  sind  und  ni 
immer  den  absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Werth  der  Funct 
darstellen. 

Für  welche  Werthe  von  x  dergleichen  Maxima  und  Minima  c 
treten,  das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§.  8, 
demzufolge  die  Function  f{x)  wächst  oder  abnimmt  je  nachdem  i 
Derivirte  /'(a;)  positiv  oder  negativ  ist.  Aendert  sich  nun  / 
continuirlich ,  so  kann  der  üebergang  von  positiven  zu  negatli 
oder  von  negativen  zu  positiven  Werthen  der  Derivirten  f\x) 
mittelst  Durchganges  durch  Null  geschehen ;  die  Werthe  von  Xy 
che  fix)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  also  AV 
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zeln  der  Gleichung  /'(o;)  =r  0.  Dies  bedeutet  geometrisch,  dass 
die  Tangente  an  jedem  Colminationspunkte  einer  Cai*ye  parallel  zur 
Abscissenachse  liegt. 

Hat  man  die  Gleichung  /'{oc)  =  0  aufgelöst,  so  bedarf  es  noch 
der  Entscheidung,  ob  die  gefundenen  Werthe  von  x  Maxima  oder 
Minima  der  Function  liefern.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  an 
die  in  §.  18  bewiesene  Gleichung 

woraus  bei  verschwindenden  h  folgt 

Im  YorHegenden  Falle  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  f\x)=^0^ 
mithin /'(a)  =  0  und 

ebenso,  wenn  man  —  h  an  die  Stelle  von  h  treten  lässt, 

Ist  nun  f**{(i)  positiv^   so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h  die 
beiden  Quotienten 

u  fifl  +  ^  -  /(«)  /(a~^)-/(a) 

positiv  sein  und  es  bleiben,  wenn  li  gegen  die  Null  convergirt,  weil 
»isserdem  der  gemeinschaftliche  Grenzwertli  jeuer  Quotienten  nicht 
positiv  werden  könnte;  hieraus  folgt 

f{a-h)>f{a)<f{a  f  Ä), 

mithin  i8ty*(a)  ein  Minimum.  Wenn  dagegen /"(a)  einen  negativen 
Werth  hat,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h  die  unter  Nro.  1) 
uigegebenen  Quotienten  negativ  sein  und  bleiben;  daraus  folgt 

f(a  -  Ä)<  fifl)  >  /(a  +  Ä) 

<i.  h. /(a)  ist  ein  Maximum.  Die  Entscheidung  besteht  also  darin, 
&s/(a)  ein  Minimum  oder  Maximum  ist  je  nachdem /"(a)  positiv 
oder  negativ  ausfällt.  Geometrisch  heisst  dies :  ein  Minimum  kann 
nur  auf  einem  convexen  Bogen ,  ein  Maximum  nur  auf  einem  con- 
^aven  Bogen  vorkommen. 

Das  angegebene  Criterium  verliert  seine  Anwendbarkeit,  wenn 
r{a)  selber  =  0  ist  (wie  z.  B.  wenn  die  Tangente  an  einem  In- 
^exionspunkte  parallel  zur  Abscissenachse  liegt);  man  muss  in  diesem 

10* 
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Falle    die  höheren  Dififerentialquotienten  von  f{x)  zu  Rathe  ziebi 
indem  man  den  in  §.  18  bewiesenen  Satz 


:«-i) 


1 .2.  3...W 

anwendet.     Unter  der  Voraussetzung,   dass  nicht  nur/'(a)  =0 
sondern  auch  /"(«) ,  /'" («),..  *f^^~  ^^(«)  verschwinden,  mithin  /^"^ 
der   erste  nicht  verschwindende  Differentialquotient  ist,  vereinf» 
sich  die  vorige  Gleichung  und  giebt 

f{a  +  fe)  -  f{a)  ^/^»>(a  +  %h) 
Ä"  1.2...W     ' 

woraus  folgt,  wenn  h  gegen  die  Null  convergirt, 

Lm  ^^'^  +  ^'^  ~  -^^^^  ^   ^'^  ^"^ 
/i"  *  1 .  2 . . .  n 

Hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden  \ 
eines  geraden  n.     Bei  ungeraden  n  ist 

/(„  +  ,) -/(.)^     /(.)(.) 

Ä«  •     1 .  2  . . .  w 

Ä«  1.2...n 

mithin  für  ein  positives  /^"^  (a)  und  hinreichend  kleine  h 

f(a-h)<f(a)<:f(a-\-h), 
dagegen  bei  negativen  /W  (a) 

f(a-h)>f(a)>f(a  +  h). 

Beide  Ungleichungen  stimmen  darin  überein,  dass  f(a)  w( 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist.  Wenn  dagegen  n  eine  gen 
Zahl  bedeutet,  so  gelten  die  Gleichungen 

Ä«  ^  1.2...n' 


Ä«  '    1.2...W' 

mithin  ist  bei  positivem  /(**)  (a)  und  für  hinreichend  kleine-  h 

d.  h,f(a)  ein  Minimum;  femer  erhält  man  bei  negativen /^**> (a) 

/(«-Ä)</(a)>/(«  +  Ä), 
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wodurch  ein  Maximam  angezeigt  wird.     Alles  susammen  giebt  fol- 
genden Satz: 

Ein  aus  der  Gleichung /'(a;)  =  0  bestimmter  Werth 
von  X  macht  f(x)  nur  dann  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum,  wenn  in  der  Reihe  der  Differentialquotien- 
ten/"(a;),/'"(a;)  etc.  der  erste  für  jenen  Werth  nicht  ver- 
schwindende Differentialquotient  von  gerader  Ord- 
nung ist,  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maximum 
statt,  je  nachdem  der  genannte  Differentialquotieut 
für  jenen  Werth  von  x  positiv  oder  negativ  ausfällt. 

Den  Mechanismus  der  Rechnung  werden  die  folgenden  Beispiele 

zeigen. 

1.    Handelt    es    sich    um    das  Maximum    oder  Minimum    der 
Function 

/(x)  =  a;«  c-', 
so  entwickelt  man  erst  die  Differentiidquotienten 
f'(x)  =  (a  —  x)  X«-*  c-', 
/"(a?)  =  [a(a—  1)  —  2aa:  +  x^]  x^-'^  e^' 

u.  s.  w. 

Nun    wird  f'(x)  =  0  fElr  x  =  a\    dieser  Werth  giebt  /"(a) 
=  —  a^  e^^  also  ein  negatives  Resultat,  mithin  ist 


/(«)  =  o«  e—  =  (jj 


Maximum  der  Function  05"  c~*. 

2.    Es  mögen  ki  ^  A^  ?  •  •  •  A;»  gegebene  Zahlen  sein  und  es  soll 
I  so  bestimmt  werden,  dass  die  Quadratsumme 

f(x)  =  (x-*,)«  +  (x-fc,)*  +  •  •  •  +  (x-k,y 

za  einem  Maximum  oder  Minimum  wird.      Man  hat  in  diesem  Falle 

f(x)  =  2[nx^(h  +h  +  '"  +  K)l 
r{x)=2n^ 
f'(x)  verschwindet,  wenn 

h  +  h  +  '  '  '  +  K 
X  = 

n 

d.  h.  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  gegebenen  Zahlen 
ist, /"(a:)  bleibt  immer  positiv,  mithin  wird /(x)  bei  dem  angegebe- 
nen Werthe  zu  einem  Minimum.  Dies  war  übrigens  vorauszusehen, 
da  jene  Summe  von  Quadraten  zwar  beliebig  gross  aber  nicht  belie- 
big klein  gemacht  werden  kann. 
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3.  Auf  dem  ersten  Quadranten  einer  Ellipse  soll  man  denj^^ 
gen  Punkt  bestimmen,  dessen  Normale  am  weitesten  vom  Centrum 
entfernt  ist.  Geht  überhaupt  durch  den  Punkt  xy  einer  Curve  eine 
Normale,  so  hat  letztere  vom  Coordinatenanfange  die  Entfernung 


P 


VT+7^' 


für  die  Ellipse  ist  «/  =  —  V  a*  —  x*^,  mithin 

a 


P  = 


a«  —  52  X  V  «2  —  a;2 


a 


Fig.  35. 


V  a2  (a2  —  a;2)  +  52  a;2 

Dieser  Ausdruck  vereinfachi 
sich  durch  Einführung  des  Win 
kels  Ä  CM  =z  CD ,  welcher  untei 
dem  Namen  der  excentrischei 
Anomalie  bekannt  ist  (Fig.  35); 
man  hat  nämlich  x  =  acosa. 
mithin 

(a2  —  62)  sin  cj 

~    Va2  fan'^  cj  +  6? 


oder ,  wenn  tan  (O  kurz  mit  t  bezeichnet  wird, 

(«2  —  62)  t 


P 


Wir  betrachten  nun  t  als  unabhängige  Variabele  und  erhalten 

dp    _  (a2  —  62)   (52  -,  q2  ^4) 

^^    ~     V  p)2  +  (a2  +  62)  ^2  4.  ^2  ^4]3    ' 

d^p_      (a2— 62)^[3(a2+62)62+lOa2  62^2.|_^2(^2_),^2)^4-,2a^f^1 

der  erste  Differentialquotient  verschwindet  für 

t  =   1/  —    oder    tanco  z=  1/  —  =  — - — , 
y     a  Y    a  a     ' 

und   der  zweite  Differentialquotient    erhält    dadurch    den    negativen 
Werth 

_4a2(a--6) 
(a -1-6)2    ' 

mithin   entspricht  der    obige  Werth   von  t   dem   Maximum  von  j>. 
üebrigens  konnte  man  sich  die  Entwickelung  des  zweiten  Differen- 
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äilqaotienten  er^puren;  da  nämHeh  för  o  =  0  «nd  für  »  =  90® 
jedesmal  p  den  Mimmalwertli  jp  =  0  erreicht,  so  mnss  der  gefun- 
dene Werth  ein  Maximum  Hefem. 

Behufs  der  Construction  nimmt  man  AK  =  BC  =  b,  sucht 
nrkhen  ÄC  =  a  und  AK  die  mittlere  Proportionale  AL,  zieht 
CL  wekhe  den  oniBchriebenen  Kreis  in  M,  den  eingeschriebenen  in 
V schneidet,  legt  durch  M  eine  ParaUele  xa  BC,  durch  N  eine  Pa- 
»Ilele  zaAC  und  erhidt  dann  den  gesuchten  EUipsenpuokt  P  als 
Düchschnitt  der  genannten  ParaDelen.  Construirt  man  die  Normale 
Pr,  so  ist  deren  Abstand  von  C  das  Maximum  von  p,  und  zwar 
^.^  ^  CQ  =  a  —  h-y    gleichzeitig    ist  Q 

der  Krummungsmittelpunkt  für  P, 
PQ  der  Krümmungshalbmesser,  mit- 
hin die  Fläche  des  Krümmungskrci- 
ses  gleich  der  EDipsenfläche. 

4.    Ueber  einer  Creraden  MN^ 

l ^j^'       (Fig.  36)  sind  zwei  Punkte  A  und 

B  gegeben,  weldie  mit  einem  Punkte 

P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen 

Linie  ABP  verbunden  werden  sol- 

te;  man  fragt  nach  dem  Miniimim  des  Weges  AP  -\-  BP.    Für  AC 

=  fl,  BD=h,  CD  =  c  CP^x^AP  +  BP  =  s\st 


s 


=    Va^  +  x^        +  V^-Hc^^^. 


8' 


Va^  +  x^  Vb'  +  (€  —  xy 


Aus  s'  =r  O  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung 


Va^  +  x^  Vh^  +  ic  —  xy  ' 

fir  aas  ihr   folgende  Werth  gehört  zu  einem  Minimum,   weil  s" 
■iDer  positiv  bleibt.     Geometrisch  bedeutet  die  vorige  Gleichung 

cosMPA  =  cosNPB  d.  l  ^  MPA  =  Z.  NPB, 
uid  hiemach  ist  die  Construction  leicht,   indem  man  CA'  =  CA 
Dmmt  und  die  Gerade  A' B  zieht,  welche  MN  in  P  schneidet  (Spie- 
[elangsgesetz). 

5.  Auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  Jlf  JV  (Fig.  37 
L  f.  S.)  befinden  sich  die  gegebenen  Punkte  j1  und  jß,  welche  mit  einem 
Punkte  P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen  Linie  APB  verbunden 
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sind ;  ein  Körper  bewegt  sich  auf  dieser  von  A  nach  B  so,  dass  er  Uni 
der  Geraden  AP  die  constante  Geschwindigkeit  ^,  längs  TB  die  coj 

staute  Geschwindigkeit  fc 
sitsst.  Es  soll  der  Punkt  PboI 
stimmt  werden,  dass  der  Kd{ 
per  in  der  kürzesten  Zeit  toq 
nach  ^  gelangt.  ZumDurchbu 
fen  von  AB  braucht  derKörp 

AB 

die  Zeit  ,  zum  Durchki 


M— : 


fen    von  BB   die  Zeit 


mithin  ist  bei  gleicher  Bezeichnung  wie  in  Nro.  4,  der  Ausdruck 

Vor-  4- ^  Vh^^-is^^-xY 


s  = 


g  h 

zu    einem  Minimum   zu    machen.      Als  Bedingungsgleichung  für 
findet  man  sehr  leicht 


X 


C  —  X 


oder  geometrisch 


gVa^-\-x^'  hVh'^  +  (c  —  x)^ 


cos  MBA        cos  NBB 


wofür  man  auch  setzen  kann 

sin  AB  Q 


9_ 
h 


sinBBR 

Dieser  Gleichung  entspricht  ein  Minimum  von  5,  weil  s"  imo 
positiv  bleibt.  (Brechungsgesetz,  wobei  die  Lage  des  gebrod 
neu  Strahles  durch  die  zwei  Bedingungen  bestimmt  ist,  dass  er  dar 
B  gehen  und  normal  zu  einem  gewissen  Kegelschnitte  sein  mu 
Vergl.  §.  29,  II.) 

6.  Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  allen  Untersucha 
gen  über  Maxima  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall,  wenn  / 
sein  Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  Null,  sa 
dem  sprungweis  ändert;  denn  auch  derartige  Zeichen  Wechsel  könd 
Maxima  oder  Minima  liefern,  die  man  nach  der  vorigen  Metho 
nicht  finden  würde.     Ist  z.  B. 

mithin 

y'  =  f{^)  =  i       ^ 


irrr 


X 
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80  bleibt /'(a;)  positiv  für  alle  a?  <  1,  und  negativ  für  alle  ap  >  1 ; 
der  Zeichenwecbsel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 

/'(l  -0)  =  +  <»,/'(l  +  0)  =  -  oo 
and  mithin  erleidet  f'{x)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  an  der 
Stelle  X  ^  1,     Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  von 
/'(x)  mit  Sicherheit  hervor,  dass  f{x)  wächst  von  x  =  —  oo   bis 
X  =  1  und  abnimmt  von  a?  =  1  bis  05  =  -f-  oo ,  dass  also  /(rc)  für 
X  =  1   sein  Maximum  /(l)  =  1   erhalten  muss.      Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  indem  man  die  Aufmerksamkeit 
auf  den  Berührungswinkel  r  richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
tanx  =r/'(a;)  bestimmt  wird.    Derselbe  ist  spitz  für  x  <^  1^  wächst 
mit  X  gleichzeitig,  wird  =  |  ^r  für  o;  =  1  und  nachher  stumpf  für 
2  >  I  3r ;  an  der  Stelle  o;  =  1  besitzt  daher  die  Curve  eine  Spitze, 
Yon  welcher  beide  Theile  convex  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt 
dnd.  —   Aehnliche  Betrachtungen   gelten    für  alle   derartigen  Aus- 
nahmefalle, und  zwar  entscheidet  sich  die  BeschafTenheit  einer  Func- 
tion an  einer   solchen  besonderen  Stelle  immer  sehr  leicht  dadurch, 
dass  man  den  Lauf  der  Function  in  der  Nachbarschaft  jener  Stellen 
rorzQgsweis  genauer  berücksichtigt 


§.34. 
Maxlma  und  Minima  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

Ist  F(x,  y^  z^  .  .  .)  eine  Function  der  unabhängigen  Variabelen 
^,  2^,  ^,  .  . ,  80  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  specieller 
Werthe  dieser  Variabelen  geben,  etwa  x  r=r  a,  ^  =  5,  x?  =  c  u.  s.  w., 
wodm-ch  2^(a,  5,  c,  .  .  .)  grösser  oder  kleiner  wird  als  alle  Nachbar- 
werthe  der  Function,  d.  h.  als  alle  die  Werthe,  welche  entstehen, 
wemi  man  für  x  irgend  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  a  —  h  bis 
a  -f  A,  für  y  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  h  —  Ä  bis  t  +  ^  ^*  8*  w. 
nimmt,  wobei  h^  k  etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.  Ein  sol- 
cher besonderer  Werth  F(a,  b,  c,  .  .  .)  der  Function  F(x,  y,  e,  .  .  .), 
beisst  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  er  grösser  oder  klei- 
Der  als  seine  Nachbarn  ist.  Die  Aufgabe  ist  nun,  das  System  der 
speciellen  Werthe  x  =  a,  y  ^=  h,  etc.  aufzufinden. 

Wenn  überhaupt  beliebige  unabhängige  Variabelen  x,  y,  z,  .  ,  . 
vorhanden  sind,  so  darf  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  willkühr- 
liche  Functionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  t  denken,  denn 
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man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  Xj  y,-  z  etc.  alle  möglichen  Werthe 
erhalten  können,  wenn  man 

setzt  und  t  sowie  die  Natur  der  Functionen  fp,  fp,  %  etc.  danach 
wählt;  so  würde  z.B.  schon  die  einfache  Annahme  x  =  at,  y  =  ßt, 
js  ^=  yt,  .  .  .  wo  a,  ß,  y  völlig  willkührliche  Factoren  sind,  zu  dem 
genannten  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemerkung  reducirt  sich 
die  Aufgabe,  F(x,  y,  ^,  .  .  .)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu 
machen ,  auf  die  einfachere ,  für  eine  Function  von  nur  einer  unab- 
hängigen Variabelen  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  aufzusuchen. 
Soll  nun 

F(x,  y,z,...)  =  F[(pit%  ^(fl  %{t\  .  .  .] 

oder  kurz  F  seinen  Maximal-  oder  Minimal werth  erhalten ,  so  muss 

dF 


dt 


=  0 


sein ;  diese  Gleichung  wird  in  unserem  Falle ,  wo  a;,  y^  Zy  .  .  als  ab- 
hängig von  t  erscheinen: 

dF     dx     ,     dF      dy     ,     dF      dz     , 

^  dx      dt    ^  dy      dt    ^  dz      dt    ^ 

Bei  der  gänzlichen  Willkührlichkeit  der  Functionen  (p(t),  ^(Q,  %{fl 
also  auch  ihrer  Differentialquotienten 

(wie  z.  B.  im  obigen  speciellen  Falle-  der  Factoren  «,  /S,  y  .  .  .)  kann 
aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  der  un- 
bestimmten Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Gleichungen 
stattfinden : 

dx  dy  dz 

deren  Anzahl  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Variabelen  über- 
einkommt, so  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gleichun- 
gen nach  X,  2/,  ^,  .  .  .  aufzulösen  und  so  die  Werthsysteme  x  =  a, 
y  z=z  h,  z  =  c  etc.  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen,  so  bedarf  es 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  F  bildet.    Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbeige- 

d^F 
führt,   dass  man  den  zweiten  Differentialquotienten  —rrr    entwickelt 
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and  nachsieht,  ob  er  durch  Substitution  der  für  x,  ^,  £r,  .  .  .  gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfallt.  Wir  wollen  diese  Unter- 
sachong  unter  der  Voraussetzung,  dass  F  eine  Function  von  nur  zwei 
Qnabhängigen  Variabelen  x  und  y  ist,  näher  ausführen. 

Man  hat  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2) 

df^  ~'dö^\dt)  "^       d;cdy    dt    dt    "^    dy^   \dt)  ' 

dx       d  11      , 
oder  wenn  der  Quotient  -^--  :  —7—  mit  q  bezeichnet  wird : 

dt        dt 

'       dt*       La««  2  -t-  ^  dxdy^^  dtß\  \dtj 

Soll   dieser   zweite  DiiFerentialquotieut    zu   einer  EntBcheidung 
Idbren,  bo  darf  er  nicht  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 

»ein;  ist  diese  Vorbedingung  erfüllt,  so  muss  der  in  3)  verzeichnete 

d'U 
Ansilruck,  worin  noch  die  unbestimmten  Grössen  q  und  -7-  vorkom- 

Cl  V 

Ben,  immer  gleiches  Vorzeichen  behalten,  von  welchem  nachher  zu 

entscheiden  ist,   ob    es   das  Plus-  oder  Minuszeichen  ist.     Das  Vor- 

d^F 
Zeichen  von  —ttt-  hängt  nun  einzig  allein  von  dem  Ausdrucke 
at^ 

'*)  -^-T  2^  +  2  -^ — - — g  +  -^^— - 

ox^  oxoy  cy^ 

«b,  welcher  unter  der  Form  aq}  -\-  2  ßq  -\-  y  enthalten  ist.  Hätte 
foner  die  quadratische  Gleichung  aq^  -\-  2 ßq  -\-  y  =  0  eine  reelle 
Wurzel  qi ,  so  würde  der  Ausdruck  aq^  -\-  2 ßq  -\-  y  sein  Vorzei- 
chen wechseln,  wenn  man  q  das  Intervall  qi  —  d  bis  ^i  -|-  ^  durch- 
kttfen  Hesse,  wo  d  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Damit 
•Ifio  der  fragliche  Ausdruck  sein  Vorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
Äothwendig  und  hinreichend ,  dass  jene  quadratische  Gleichung  ima- 
ijinäre  Wurzeln  besitze,  folglich  ß^  —  (ty  <^  0  sei.  Die  Bedingung 
fiir  die  Unveränderlichkeit  des  Vorzeichens  in  Nro.  5)  besteht  also 
in  der  Ungleichung 

««  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination ,   denn 
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wenn  sie  erfüllt  ist,  können  die  Gleichungen  4)  nicht  sämmtlich  statt- 
finden.    AuB  der  Bedingung  6)  ersieht  man  ferner,  dass 

(nach  Substitution  der  für  x  und  y  gefundenen  Werthe)  gleiche  Vor- 
zeichen besitzen  müssen,  weil  ausserdem  die  Ungleichung  6)  die 
Summe  zweier  positiven  Grössen  als  negativ  angeben  würde.  Da 
ferner  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruck  in  5)  sek 
Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  darf  man  auch  q  =  0  setzen,  ohne 
einen  solchen  Wechsel  befürchten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dar- 

aus,  dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  ^   ^    oder 

d^F 

^  g  ;  nunmehr  lautet  die  Entscheidung: 

dF  dF 

Die  aus  den  Gleichungen  -^ —  =  0  und  -;: —  =0  abge«- 

dx  oy 

leiteten  Werthe  von  x  und  y  müssen  zunächst  dei 
Bedingung 

\dx  dyj         dx^    '   dy^  ^ 

genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  der 
Function  F(x,  y),  je  nachdem  sie  die  Differential 
quotienten 

d^F  d^F 

dx^  dy^ 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Finden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  ab 

d^F 
— —  für  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y,  so  giebt  der  zweit 

Differentialquotient  keine  Entscheidung  und  man  muss  sich  dann  a 
die  höheren  DifTerentialquotienten  wenden,  was  jedoch  umständlicfa 
Rechnungen  erfordert  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwickelj 
wenn  es  sich  um  eine  Function  von  drei  oder  mehr  Variabelen  ha]| 
delt.  Man  wird  in  allen  solchen  Fällen  besser  thun,  aus  der  Nati^ 
der  gestellten  speciellen  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  überhaupt  ei 
Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

1.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  das  Minimum  d^ 
Quadratsumme 


der  Fanctionen  mehrerer  Variabf-len.  157 

F(i,  y)  =  (ai  X  +  h,  g  -  i^)*  +  (a,xJ-b,9  —  i,y  + 

ZU  bestimmen ,  wobei  alle  a ,  h  and  i  als  gegebene  Constanten  tof- 
aosgesetzt  werden.    Fübren  wir  rar  Abknrzong  die  folgende  Bexdcb- 

noiig  ein 

a,  5,  -{-  ajh  -{-  ' +  Ä.^.  =  S.»» 

<      +  «I      + -!-  fl.*      =  S^,, 

^'  '  +  «^1      + +  W      =  Sk*. 

n.  s.  w. 


so  erhalten 


wir 


dF 
dF 


cy 


=  2(Si«ar+Si^y— S^,), 


■^  =  2  5.« ,  —  =  2  Sij, 
%-=2S.». 


^x  cy 

Die  letzten  drei  Ansdracke  genügen  den  Bedingnngen  des  Mini* 
mQms;  letzteres  tritt  daher  ein,  sobald  die  Gleichungen 

eriullt  sind,  wozu  die  Werthe  gehören 

_  Stb    '  SaJt  —   Sab  •   Sit 


y  = 


8aa  •   Sbh    —  {ßabY 
Saa  •  Sbk   Sab  •   Sak 


Saa  •  Sbh    —  iSaby 

Man  kann  diese  Aufgabe  dahin  verallgemeinem ,  dass  man  eine 
beliebige  Anzahl  von  Yariabelen  x,  y,  z,  etc.  Yoraussetzt  und  das 
Mmimum  Yon 

F(x,  y,  e, ) 

=(ajar-|-5iy+C|jgrH A;,)^ +  (02^  +  ^2  2^  +  ^i^H ^)'  +  -- 

'  '  '  '  +  (Ou^  +  Ky  +  CnZ  -\ Ky 

verlangt.     Man  findet  leicht,  dass  die  hierzu  nöthigen  Werthe  aus 
folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 


158  Cap.  V.    §.  34.    Maxima  und  Minima 

SaaOC  -^  Saby  +  Sac^  +  '  •  •  •  =  Sat, 
^6a^  +  Sbb  y  -{-  Sbc-^  4"  •  •  •  •  =  Si,t, 
SeaX   +    Scby.  +    Scc^'     +■'■'  =  Scki 

deren  Anzahl  ebenso  gross  ist  als  die  Anzahl  der  Variabelen  rr,  y, ; 
etc.  Einer  besonderen  Untersuchung  darüber,  ob  die  gefundenen 
Werthe  von  x,  y,  z  etc.  das  Maximum  oder  Minimum  der  Function 
F  geben,  bedarf  es  übrigens  nicht ,  denn  es  ist  unmittelbar  einleuch- 
tend, dass  eine  Summe  von  Quadraten  (d.  h.  von  positiven  Grössen) 
wohl  in's  Unendliche  wachsen  aber  nicht  beliebig  klein  werden  kann 
und  dass  sie  folglich  ein  Minimum  haben  muss  *). 


*)Die  obige  Aufgabe,  welche  die  Verallgemeinerung,  des  zweiten  Bei- 
spiels in  §.  33  enthält,  ist  für  die  Praxis  von  besonderem  Werthe.  Hat 
man  nämlich  eine  Grösse  x  durch  directe  Messung  oder  Beobachtung 
zu  bestimmen  (wie  z.  B.  die  Entfernung  zweier  Punkte  durch  Messung 
mit  Kette  oder  Maassstäben),  so  nimmt  man  der  Sicherheit  wegen  diese 
Operation  mehrmals  vor,  aber  man  findet  dann,  zufolge  der  unvermeid- 
lichen Beobachtungsfehler,  bei  jeder  Messung  einen  etwas  anderen 
Werth,  und  es  mögen  \^  h^,  .  .  .  kn  die  verschiedenen  Werthe  bezeich, 
nen,  welche  bei  n  Beobachtungen  für  x  erhalten  wurden.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Messungen  mit  gleicher  Sorgfalt  angestigllt, 
mithin  von  gleichem  Gewichte  sind,  betrachtet  man  das  arithmetische 
Mittel  aus  k^^  Tc^f  .  .  .  hn  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x,  ohne 
sich  des  Grundes  dieser  Annahme  genauer  bewusst  zu  sein.  Dagegen 
beweist  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  dass  der  wahrscheinlichste 
Werth  von  x  derjenige  ist,  bei  welchem  die  Summe  der  Fehlerquadrate 
ihr  Minimum  erreicht.  Nun  sind  x  —  k^^  x  —  k^,  •  •  •  x  —  kn  die  he- 
gangenen  Fehler,  und  nach  Beispiel  2)  in  §.  33  wird  die  Summe  der 
Quadrate  dieser  Fehler  ein  Minimum,  wenn  x  dem  arithmetischen  Mit- 
tel aus  Ä,*!,  ^^2,  .  .  .  Äi«  gleichkommt;  es  rechtfertigt  sich  also  jene  An- 
nahme. Das  genannte  Theorem  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  g:e- 
stattet  aber  noch  eine  weitere  Anwendung.  Sind  nämlich  zwei  nicht 
direct  beobachtbare  Grössen  x  und  y  mit  beobachtbaren  Grössen  ff, 
ft,  k  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  ax-\~hyz=ik  verbunden,  so 
erhält  man  durch  n  Beobachtungen  n  Gleichungen  folgender  Art 

«1  a;  -|-  &i  2/  =  &i ,  ag  a:  +  Ö2  2/  =  ^2  >  • .  •  «n  a;  +  &«  t/  =  Ä;„  . 
Die  Anzahl   dieser  Gleichungen  beträgt  mehr  als  2  und  daher  würden 
sie,  als  vollkommen  genau  betrachtet,   einander  widersprechen.    Dage- 
gen ist   zu  berücksichtigen,   dass  jene  Gleichungen  in  Folge  der  Beoh- 
achtungsfehler  nur  angenähert  richtig  sind;  die  Grössen 

aiX-\-\y  —  k'^,a2X-\-h2y  —  k2,...anX-^hny.  —  kn 
differiren  daher  von  der  Null  und  repräsentiren  die  Fehler.  Die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  von  x  und  y  ergeben  sich  nun  wieder,  indem 
man  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum  macht,  und 
vermöge  dieser  Bedingung  erhält  man,  wie  oben  gezeigt  wurde,  immer 
soviel  Gleichungen  als  Unbekannte  zu  bestimmen  sind. 
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2.   In  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  (Fig.  38)  soll  der  Punkt 

^  ilf  so  bestimmt  werden,  dass  die  Summe  der 
Entfernungen  AM=u,  BM:=-v,  CM=w 
ein  Minimum  werde.  Bezeichnen  wir  die 
Seiten  BC,  CA,  AB  der  Heihe  nach  mit  a, 
h,  c  und  die  Gegenwinkel  mit  a,  ß,  y,  so 
haben  wir  als  Summe  der  genannten  Entfer- 
nungen 

s  =  U  -\-  V  -\-  w 

Cfv'  oder,  wenn  Z.  BAM  =  0  gesetzt  wird, 

s=u  +  V  c^-^u^  —  2cucosd  +  Vh'^  +  u^  —  2bucos(a  —  0) 

und  hierbei  sind  w,  0   die   beiden  unabhängigen  Variabelen.     Es  er- 
giebt  sich  durch  Differentiation 


-^ u  —  ccosd  u  —  hcos(a  —  ö) 

^«  ~  Vc'^  +  u^  —  2cucos0        Vh^  +  w2  —  2&W  cos («  —  ö) 

CS  _  cusind  hu  sin  (a  —  Ö) 


cii       Yc^  +  u^  —  2cucosO  V^b2  _|_  u^^2hucos («  —  0) ' 

mithin  sind  die  Bedingungen  für  den  Eintritt  des  Maximums  oder 
Minimums 

ccosd  —  u        bcos(a  —  0)  —  u 


V  w 

c  sin  0        b  sin  («  —  ö) 


=  0. 


V  w 

Geometrisch  bedeuten  dieselben  soviel  wie 
mBMA'  +  cos  CMA!  =  1,     sin  BMA*  —  sin  CMA'  =  0; 
aus  der   zweiten   Gleichung    folgt  ^  BMA'  =  Z.  CMA\  nachher 
aus  der  ersten 

mBMA'  =  cos  CMA'  =  },,     zl  BMA'  —  ^  CMA'  =  60^ 

z:  BMC  =  1200. 

Zu  einer  ähnlichen  Rechnung  würde  man  gelangen,  wenn  man 
BM  =  V  und  Z^  CBM  =  i^  als  unabhängige  Variabele  wählte  und 
demgemäss  u  und  w  durch  v  und  rj  ausdrückte;  das  Resultat  wäre 
dann  Z  CMA  =  120^.  Der  gesuchte  Punkt  M  liegt  demnach  so, 
«iaas  die  Winkel  AMB,  BMC,  CMA  gleich  sind;  er  ist  folglich  der 
Durchschnitt  von  Kreisbögen,  welche  über  den  Dreiecksseiten  als 
Sehnen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Peripheriewinkel  von  120^  be- 
schriehen  werden  können.  Eine  andere  Construction  von  M  besteht 
darin,  dass   man  über  den  Dreiecksseiten  die  gleichseitigen  Dreiecke 
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ABC\  BCA\  GAB'  mit  den  Spitzen  nach  Aussen  beschreibt  und 
nachher  die  Geraden  AA\  BB\  CC  zieht;  letztere  schneiden  sich 
im  Punkte  M. 

Der  Natur  der  Sache  nach  kann  die  Summe  u  -\-  v  -\-  w  }i^ 
liebig  gross  gemacht  werden ,  wenn  man  den  Punkt  M  weit  genug 
von  den  Spitzen  des  Dreiecks  ABC  entfernt,  während  dagegen  s 
nicht  beliebig  klein  werden  kann.  Der  gefundene  Punkt  M  muss 
folglich  dem  Minimum  von  s  entsprechen. 

Eine  völlig  gleiche  Behandlung  gestattet  die  allgemeinere  Auf- 
gabe, tt"  -|-  t;**  -|-  «;**  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen. 
In  dem  speciellen  Falle  n  =  2  findet  man,  dass  M  der  Schwerpunkt 
des  Dreieckes  ABC  und  u^  -\-  v^  -{-  w^  ein  Minimum  ist. 

3.  Es  soll  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Geraden  ermittelt 
werden,  deren  Gleichungen  sind 

I     y  =  BiX  +  hi,z=CiX  +  Cu 
{     y  =  B2X  -\-  1)2 ,    z  =  C^x  -\-  C.2. 

Nehmen  wir  auf  der  ersten  Geraden  einen  Punkt  Xi  y^  Zi ,  auf 
der  zweiten  einen  Punkt  X2  ^2  ^3  einstweilen  beliebig  an,  eo  ist  die 
Länge  der  verbindenden  Geraden 

8)  V  {xx  —  x^y  +  (2^1  —  y^Y  +  (^1  -  ^»)^  _ 

diese  wird  ein  Maximum  oder  Minimum  je  nachdem  ihr  Quadrat 
seinen  kleinsten  oder  grössten  Werth  erreicht,  mithin  haben  wir  uns 
nur  mit  dem  Ausdrucke 

(^1 — x^y  +  (2/1 —y^y  +  (^1  —  ^2)' 

zu  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7)  die  Form 
F(x^ ,  rra)  =  (a?i  —  x^Y  +  (-Bi  Xi—B^x^-^-li  —  h^ 

+  (Ci  xi  —  C2X2  +  C1  —  c^y 

annimmt  und  eine  Function  der  beiden  unabhängigen  Variabelen  Xi 
und  072  darstellt.     Man  hat  nun 

dF 

dxi 

+  (fel-&2)J?l+(Cl— C2)Ci 

dF 

dX2 

— (5i— 52)-B2— (c.-c,)C, 

d^F 

MF 

=  -2(l  +  B,B2  +  CiC^) 


i^T-      =(l+5i'  +  C/)a;,-(l+JB,B,  +  C,  O«, 


\-^       =-(l+Bi5,  +  C,C,)a;, +  (!+£» +C^Äi 


dxi  dx<2 

d^F 

^     =2(i4-5,'4-C'0. 
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Setzt  man  die  ersten  DiiFerentialqnotienten  der  Null  gleicb,  so 
erhält  man  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  Xi 
va^Xi'jdie  so  bestimmten  Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 

4(1+^1^2  +  c,  cy  -  (1  +  5f  +  c/)  (1+^1+  c!)  <  0 

nnd  -r-r  sowie    ,    »    positiv  ist.     Ans  Xy  und  x%  erhält  man  mit- 

telst  der  Gleichungen  der  Geraden  die  Werthe  von  ^i,  z^  und  y^i  02, 
nach  Substitution  der  Werthe  von  a^i ,  üPg ,  3/1 ,  ^o  >  ^1  iiiid  02  giebt 
non  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die  kürzeste  Entfer- 
amg  der  beiden  Geraden.  Üebrigens  liegt  es  hier  in  der  Natur  der 
infgabe,  dass  nur  ein  Minimum  stattfindet,  und  man  hätte  sich 
daher  die  Entwickelung  der  zweiten  DifiPerentialquotienten  von  F 
oebst  den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können. 


§.  35. 
Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

Die  Werthe,  durch  welche  eine  gegebene  Function  mehrerer 
Tariabelen  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  sind 
häufig  noch  an  eine  oder  mehrere  Bedingungen  gebunden,  welche  in 
Gleichnngen  ausgedrückt  werden.  Sucht  man  z.B.  die  kürzeste  Ent- 
fernung emes  Punktes  ccßy  von  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

Äx  +  JBy  +  Ca  +  B  =  0 
Km  möge,  so  ist  der  Ausdruck 

teicher  den  Abstand  der  Punkte  aßy  und  xyz  angiebt,  zu  einem 
Hinimmn  zu  machen,  jedoch  mit  der  besonderen  Bücksicht,  dass  die 
Werthe  von  x ,  y  und  0  der  Gleichung  der  Ebene  genügen  müssen. 
^  natürlichste  Verfahren  wäre  nun  die  Herausschafifung  der  abhän- 
Pgen  Tariabelen;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichung  (p(x,  y^  z) 
^  0  gegeben ,  so  kann  man  sie  nach  z  auflösen  und  den  so  gefun- 
fcjen  Werth  von  e  in  die  Function  F{x^  Pi  0)1  deren  Maximum 
oder  Minimum  gesucht  wird ,  substituiren ;  an  die  Stelle  einer  Func- 
tion von  drei  Variabelen  tritt  nunmehr  eine  Function  zweier  unab- 
hängiger Yariabelen ,  und  für  diese  gelten  die  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen.  Sind  zwischen  drei  Yariabelen  zwei  Bedingungsglei- 
chungen (p  (x,  y,  z)  ^  0  und  ^  (x,  y,  z)  c=  0  gegeben,  so  kann  man 
mittelst  derselben  y  und  z  durch  x  ausdrücken  und  wenn  man  diese 

Schlomlleh,  AnalysU.  J.  11 
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Wertlie  subsütuirt,  so  enthält  jetzt  die  Function  F(Xj  y,  e)  nur  nocl 

eine  unabhängige  Yariabele.      Diese  Eliminationen  sind  aber  nicbl 

selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  und  man  muss  in  solchei 

Fällen  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher  darin  besteht,  dos 

man  nicht  die  abhängigen  Yariabelen   selbst  aus    den  Bedingungs- 

gleichungen,  sondern  die  Diiferentialquotienten  der  abhängigen  Yarifr 

belen  aus    den  Differentialgleichungen  der   gegebenen  Bedingungen 

eliminirt.     Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  folgende. 

Wenn  F{Xi  y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  imc 

dabei  die  Bedingung  tp{x^  y)  =  0  erfüllt  sein  soll,  so  ist  nur  eim 

dF 
unabhängige  Variabele  x  vorhanden  und  es  muss  daher  -- —  =  ( 

dx 

sein ;  dies  giebt  in  unserem  Falle,  wo  F  ausser  x  noch  die  abhängigi 

Yariabele  y  enthält, 

dF    ,     dF      dy 
dx  dy       dx 

DifiPerenzirt  man  auch  die  Bedingungsgleichung  in  Beziehung  auf  2 
als  unabhängige  Yariabele,  so  ist 

dx  dy      dx  ^  i 

d  71 
die  Elimination  von  -7=—  aus  beiden  Differentialgleichungen  giebt 

Cv  X 

dF      d(p         dF     d(p 
dx      dy         dy      dx 

und   wenn   man    diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  <p(x,y)  = 
verbindet,   so    hat   man    zwei  Gleichungen    mit    zwei  Unbekanntei 
X  und  y.  \ 

Bei  drei  Yariabelen  x,  y,  0  und  zwei  Bedingungsgleichungen 
also  wenn  das  Maximum  oder  Minimum  von  F(x,  y,  0)  gesucht  wird 
während  zugleich 

9  (^»  Vi  ^)  =  0  und  tp  (x,  y,  /n)  =  0 

sein  soll,  ist  nur  eine  unabhängige  Yariabele  x  vorhanden,  von  wal 

dF 
eher  y  und  g  abhängen.      Die  Gleichung  -- —  =  0  lautet  dann 

dx 

dF     .      dF       dy     ^      dF       dz 


dx  dy       dx   ~    dz       dx 

und  die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen  sind : 


cx  Cf       4x  er        42 

dif     .er       dm     ,     cir       ^r 


dx  cy       dz  CS       dl 


«x 


=  a 


Ans  diesoi  drei  GleielnzxÄ^eE  laifiseai  sti  — r^—  inkd  —z —   füinüiD- 


rPD,  es  bleibt  dann  eine  Gl^etuns  tlviF.  v^cih?  ib  TerteZidBair  nüt 
den  beiden  Bedingongcn  ^>ix,  v.  r)  =  0  und  tr'r.  v.  r«  =^  0  zht 
Bestimiiiiing  von  x.  jf,  f  fainreiekl. 

Sind  drei  Yariabele  ToHuzkdai  zcdi  zmr  csiker  Bciüi..^x:if%g]<el- 
ebnng,  ao  kann  man  x  und  jr  als  nsaLL^z^ir^  Tui^bette.  r  lü^  iiLLu»- 
gige  Yer&nderlidie  ansdien :  es  kuse  dsim  k^ 

cF         ,  cF         , 


cx  cw 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  in  T  anik  z  ali  Fiz>^cq  Ton  r  izzid  jr 
torkommt, 


cF     .     cF       cz 


cx  cz  CT 

dF     .     cF       cz 


=  0- 


=  0. 


cjf  er        C5 

AndereneitB   ist  dnrefa  parti^He  IH^^reT^uation  der  Gieicbnng 
ff/,  y,  if)  =  0 

£97     ,  c^       cz 


cx  cz        cx 


=  0. 


C^     ^45L.4^=0: 


cy  C-?        cjf 

durch  Elimination  ron  -7: —  ans  der  enten  nnd  dritten,  ao  wie  Ton 

cx 

r~  ans  der  zweiten  nnd  vierten  Gloelrang  folgt 

ZF       dqf  cF       cqf    _ 


cx        Cz  cz        cx 

dF       cqf  cF       cy 


=  0, 


Zy        cz  tz        cy 

velcbe  Gleiciningen,  Terbnnden  mit  ^(x,  y,  z)  =  0,  die  ünbddmn- 
^x^y,  z  bestimmen.  —  Dieses  Yer&liren  bleibt  immer  anwendbar» 
v«il  es  stete  nnr  KKminationen  ans  Gleicfanngen  des  eisten  Grades 
erfürdert.     Wir  geben  einige  Beispiele  dazo. 

11* 
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WorUifl  flubBÜtuirt,  so  enthält  jetzt  die  Function  F{x,  ?/, 
ftina  unabhängige  Yariabele.     Diese  Eliminationen  f^iv. 
Holten  selir  umständlich  oder  unmöglich  und  man  n 
]<'iilIon  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher  dar^ 
man  nicht  die  abhängigen  Yariabelen   selbst  aus 
gloichnngon,  sondern  die  Differentialquotienten  der  - 
b(»lon  aus    den  Differentialgleichungen  der   gegebpi. 
oliminirt.     Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  i 

Wenn  F(x^  ff)  zu  einem  Maximum  oder  Miuii.. 
duboi  die  Bedingung  ^(a:,  y)  =  0  erfüllt  soin 

unabhängige  Yariabele  x  vorhanden  und  es  um 

»oin;  dies  giebt  in  unserem  Falle,  wo  F  ausser  

Yiunabcde  y  enthält, 

dF    .     cF      ilu 


.  c  m 


r'  BiK 


?r    •   ev     (hl 

Uit)lvxi>i^uairt  man  auch  die  Bedinsrnnir^:!^' 
al*  un«l^^i\^igt^  Variiibele,  so  ist 


-    r'"  ?  f  ■^  — 


CS 


C  'I 


U\^  KixmuMtixM)  vvMi 


t? 


aus  beid'  i. 


rqr 


<  - 


r  / 


^^."sx   >fc\Nyiv,    r.\<.5t    viio<<^  Gleichung  mv 
xvA^-v,i^^^^   ^s    ^jt5    tÄ*::    iwei  Gleiclm 

*W  >iiyvT.^  ^WVjtvMf::;:^-:  vxic'rMininniP 


>K\.l     N^S    ^^       i^      ,.l^-      ^.,y       ui^ 


n 


•  «  ^«  *►— 
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Idsen, 


L  y  Yorhanden, 

11  an  die  beiden 
ich,  80  hat 


0. 


ntiation   der  (jity^/L^u^ 


cy 


0. 


\  I )  i 1 1  t-reut ia^notieiit/si : 

(  /  —  a)  r=r  0, 

(   uf  —  ß)  =  0, 

i  ileicliungen  mit  der  drht^*  ÄJi  -^  h$ 
n  der  Reihe  naeh  r-  jf  xL.-!  •-  juAit.^vi; 


(t  ^  Bß  -i-  Cr  —  i> 

•litte  Werthe  nor  *fti^xL   3<  --{tävu,    >'^ 

>  der  geometnftetM.Ekfl^."'v.i- ;?  ijL-«.^*y 

lie  Werthe  fir  x.  ^.  z  ^lU*^,- . v,x  jö  .^. 


^ixid 


i.  a 


4rei  Fr^J3^??Äivu*-i   «-i 
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1.  Aus  den  vier  Seiten  a,  ß,  y,  S  soll  das  Viereck  von  grösai 
mögliebem  Inhalte  construirt  werden.  Nennen  wir  x  den  von  a  m 
ß,  y  den  von  y  und  3  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläch 
des  Vierecks 

\  aß  sinx  -\-  \y8  siny 

und  wenn  diese,  also  auch  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wei 
den  soll,  so  ist 

F  :=  aß  sinx  -\-  yS  siny 

zu  setzen.  Berechnet  man  ferner  die  Diagonale,  welche  den  Wii 
kein  X  und  y  gegenüberliegt,  so  hat  man 

a^  +  ß^  -—  2aß  cosx  =  y^  +  ö^  —  2yö  cosy; 

mithin  als  Bedingungsgleichung 

(p  =  a^  +  ß^  —  y^  --  d^  --  2aß  cosx  +  2yd  cosy  =  0. 

Die  Differentialgleichungen  werden  nun 

—  =  aßcosx  +  ydcosy^—, 

-~-  =  2aß  smx  —  2yo  siny  •  — -^  =  0. 

dx  "^  '  dx  ! 

Setzt  man  -r —  =  0  und  eliminirt  — r— ,  so  folfft: 

dx  dx  °  i 

2aßyS  (cos x  siny  -f-  sinx  cosy)  =  0,  I 

d.  h.  sin(x  4-2/)  =  0,  x  -\-  y  =z  0^  oder  =  180«,  360«  u.  a.  ^ 
Da  aber  x  und  y  Winkel  eines  Vierecks  sind,  so  kann  nur  x  -fl 
=  180"  oder  y  =  180^  —  x  sein.  | 

du 
Hieraus  folgt  weiter  —^  =  —  1,  mithin 

dx 

dF 

-J--  =  aß  cosx  —  yS  cosy, 

=^  —  aß  stnx  -\-  ya  stny 


=  —  (aß  smx  -\~  yö  siny), 

und  da  dieser  Ausdruck  jedenfalls  negativ  bleibt  (wegen  x  <^  \ 
und  y  <;  180«),  so  entspricht  die  Bedingung  a?  +  y  =  180^  eil 
Maximum.      Zugleich  ergiebt   sich,    dass   das  gesuchte  Viereck] 
Sehnen  Viereck  ist.  I 
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2.    Um  auch   die   im  Eingänge  erwähnte  Aufgabe   zu   lösen, 
nelunen  wir 

(f  =  Ax  +  By  +  Cz  +  B  =  0, 

Dod  es  sind  dann  zwei  unabhängige  Yariabele  x  und  y  vorhanden, 
während  z  eine  Function  von  x  und  y  ist.  Setzt  man  die  beiden 
partiellen  Differentialquotienten  von  F  der  Null  gleich,  so  hat  man 

zunächst 

X  —  a  +  (z  —  y)  —  =  0, 

y  —  ß  +  (^— y)  "aT"  =^- 

ferner   ergiebt    sich    durch    partielle  Differentiation   der   Gleichung 
9=  0: 

A  +  C|^  =  0,     B+  C|^  =  0, 

ex  cy 

und  durch  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten : 

Ä(z  —  y)  —  C(x  —  a)  =  0, 

B(z-y)  -  G(if-ß)  =  0. 

Verbindet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  dritten  Ax-\-  By 
?r  ^z  -{-  D  =  0,  so  findet  man  der  Reihe  nach  ^,  y  und  x^  nämlich 

;  x=  a  --  AK,     y  =  ß  —  BK,    z  =  y  -^   CK, 

wobei  zur  Abkürzung 

Jttetzt  worden  ist.  Dass  diese  Werthe  nui*  einem  Minimum  von 
^entsprechen  können,  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung  unserer 
Infgabe  von  selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  x,  y,  z  identisch  mit 
len  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Coordinaten  des  Fuss- 
fimktes  der  vom  Punkte  aßy  auf  die  Ebene  Ax  -\-  By  -{-  Cz  -\-  D 
b  0  herabgelassenen  Senkrechten. 

j  3.  Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Stellung  einer  Ebene  die  drei  Winkel  verstehen,  welche  eine 
Ittf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte  mit  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
tttenachsen  bildet.  Ist  nun  s  die  Fläche  eines  ebenen  Polygones, 
Helches  die  Stellung  aßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projectionen  von 
lauf  die  Coordinatenebenen  xy,  xz,  yz  der  Reihe  nach 
c  =^  s  .  cosy ,  h  =  s  ,  cos ß ,  a  =  s  ,  cos a. 
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Dabei  werden  die  Projectionen  a,  b,  c,  ebenso  wie  die  Projectionen 
einer  begrenzten  Geraden,  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  je 
nachdem  die  Winkel  a,  ß,  y  spitz  oder  stampf  sind.  Denken  wir 
uns  eine  vierte  Ebene ,  welche  mit  der  Ebene  von  s  den  Winkel  % 
bildet,  so  ist  die  Projection  von  s  auf  die  neue  Ebene 

p  z=i  s  .  cosd' 

oder  wenn  uvw  6de  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 

p  =  $(cosa  cosu  -\-  cosß  cosv  +  cosy  cosw) 
d.  i. 

p  =  acosu  -\-  hcosv  -\-  ccosw. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projection  p  von  s  auf  eine  belie- 
bige Ebene,  wenn  man  erst  die  Projectionen  von  s  auf  die  Coordi- 
natenebenen  und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.  Für  mehrere 
beliebig  liegende  Figuren  Si,  S2  etc.  hat  man  entsprechend 

P  =  Acosu  -\-  Bcosv  -\-  Ccosw, 

wo  P  die  Projectionssumme  j)i  +  i>2  +  etc.  bedeutet,  und  ebenso 
Ä,  Bj  C  die  Summen  der  auf  den  Coordinatenebenen  construirten 
Projectionen  sind.  Wir  suchen  nun  die  Ebene,  für  welche  P  sein 
Maximum  erreicht.  Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden  Be- 
dingung 

cos^u  -f-  cos^v  4-  cos^w  —  1=0 

zwei  unabhängige  Variabele  u  und  v  vorhanden,  während  w  eine 
Function  von  u  und  v  ist.  Durch  partielle  Differentiation  von  P 
hat  man,  die  Differentialquotienten  gleich  Null  gesetzt, 

Astnu  -\-  Cstnw  -^ —  =  0, 

ou 

Bstnv  +  Cstnw  -7: —  =  0. 

ov 

Die  partiellen  Differentialquotienten    der  Bedingungsgleichung  sind 

cosu  stnu  ■+■  cosw  stnw  -7: —  =  0, 

du 

cos  V  stnv  4-  cos  w  stn  w  -^r —  =  0. 

ov 

Durch  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten  von  w 
ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen 

Acosw  =  Ccosu,  Bcosw  =  Ccosv, 
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welche  in  Yerbindimg  mit  der  Bedingmigsigk^diaiig  mr  Bestiinmiing 
Ton  u,  V,  w  fahren;  man  eriiält  nämli^ 

cosu  cosv  eosw  1 


A  B  C  \  A--^B^^C^ 

und  hierdurch  erfahrt  man  die  Stdlnng  deöenigen  Ebene,  fnr  vel- 
die  die  Summe  der  Projectionen  Ton  allen  Polygonen  ihren  grossten 
Werth  erreicht. 

Projicirt  man  S| ,  St  etc.  auf  eine  Ebene ,  weldie  Eenkrecht  zur 
Ebene  der  grossten  Projectionssnmme  steht,  so  eihält  man  eine  Pro- 
jectionssumme  gleich  Null,  wie  aas  den  F<»ine]n  für  ir,  r,  ir  leicht 
n  ersehen  ist. 


Cap.  VI. 
Die   Convergenz   und   Divergenz   unendlicher   Reihen. 

§.  36. 
GnindbegrifTe  von  endlichen  und  unendlichen  Beihen. 

Bezeichnet  (p{nt)  eine  bekannte  Function  der  willkührliche] 
ganzen  positiven  Zahl  m,  so  bilden  die  einzehien  Functionswerthe 

q>{0),     9(1),     q>{2),...q>{n—\) 

eine  sogenannte  endliche  Eeihe,  welche  im  vorliegenden  Falle  au 
n  Gliedern  (Tennen)  besteht;  ihre  Summe  ist  selbstverständlich  ein( 
gewisse  Function  von  n  und  mag  mit  8n  bezeichnet  werden.  Lassei 
wir  in  der  Gleichung 

Sn  =  «PCO)  +  «pCi)  +  9(2)  H +  <p(»— 1) 

n  unendlich  wachsen,  so  wird  die  endliche  Beihe  zu  einer  unend 
liehen  und  gleichzeitig  entsteht  die  Frage  nach  dem  Grenzwerthe 
welchem  sich  8n  ^i*  unendlich  wachsende  n  nähert.  Dabei  sind  na; 
zwei  Fälle  möglich;  entweder  ist  Lim  Sn  eine  bestimmte  endliclii 
Grösse  £1  oder  es  ist  keine  solche  Grösse.  Im  ersten  Falle  heiss 
die  Beihe  ^^(O)  +  (p(l)  +  q)(2)  +  etc.  convergent  und  S  ihr 
Summe,  im  zweiten  Falle  bezeichnet  man  die  Beihe  als  divergen 
und  sie  hat  dann  keine  Summe. 

Diese  Methode  zur  Summirung  imendlioher  Beihen  wollen  wi 
durch  zwei  Beispiele  erläutern,  welche  nachher  von  Nutzen  seil 
werden. 

a.  Zufolge  der  bekannten  Summenformel  für  die  geometrisch 
Progression  gut,  wenn  q){in)  =  j3"*  gesetzt  wird,  die  Gleichung 
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1^  =1+   ß  +  ß2  +   ....   +  ßn^l. 

ist  Don  /)  ein  positiver  oder  negativer  Achter  Brach,  so  wird  Limß^ 
=  Q*%  mithin 

1)  ^-1^  =   1    +   ^    +   ^2   4.   /J3   + 

—  !</»<+  1. 
Fär/J  =  +1  ist  &  =  »,  folglich  Lim8n  =  (x>;  fflr  /}  > -|-  1 
wird  um  so  mehr  Lim  Si,  =  od  ;  fttr  ß  =  —  1  ist£lii  =  0  oder 
=  -|-  I1  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist;  für  j3  <  —  1 
wachsen  die  Werthe  von  Sn  in's  Unendliche  und  wechseln  fortwäh- 
rend ihre  Zeichen.  Demnach  ist  Lim  Sn  nur  unter  der  Bedingung 
-  1  <  /}  <^  -\-  1  eine  bestimmte  endliche  Grösse ,  d.  h.  die  Reihe 
^  '\'  ß  -{-  ß^  -\-  '  '  '  convergirt  für  acht  gebrochene  ß  und  diver- 
girt  in  jedem  anderen  Falle. 

b.  Aus  der  leicht  beweisbaren  identischen  Gleichung 
ßiß^l)(ß  +  2)...(ß  +  m-l)       ß(ß+l)(ß  +  2)...(ß  +  m) 
a(a-\-i)(a  -\-  2) ...(tt  -\-  m—  l)        a(a  +  l)(a  +  2)...(a -f- 1») 
_a-ß      ß(ß-\-l)(ß-\-2)...iß  +  m-l) 
a      '(a-|-l)(o  +  2)(«f-f  3)...(o  +  »t) 
folgt,  indem  man  m=l,2,3,...n  —  1  setzt  und  Alles  addirt, 

1)  ß         ^(/?  +  l)(/>  +  2)...(^  +  n~l) 

'  a         a(a+l)(a  +  2)  .  .  .  (a-f  n— 1) 

-,«~<3r   ß  ß(ß+l)  ß(ß^i)^..(ß^n^2)  1 

a  U+l"^(a+l)(«+2)"^'  -^  (a+l)(a+2)...(a+n—l)y 
wobei  die  eingeklammerte  Reihe  aus  n  —  1  Gliedern  besteht  Bei 
Qnendlich  wachsenden  n  kommt  es  linker  Hand  auf  den  Grenzwerth 
von 

ß(ß+l)(ß  +  2)...(ß  +  n^l) 
a(a  + l)(a  +2)  ...  (a  +  n  —  l) 


*)    Ein  positives  acht  gebrochenes  ß  kann  unter  der  Form  r-j- — 

dargestellt  werden,  wo  a  irgend  eine  positive  Grösse  bezeichnet;  wegen 
(1  -f  «)«  >  1  -f-  n  «  ist  dann 

0  <  /»"  =  ,,    ]     w  <         ^ 


(1  +  a)"  ^  1  +  n  a ' 
woraus  die  obige  Behauptung  sogleich  folgt.  Bei  negativen  ß  können 
sich  jJ»und  (—  /9)*  höchstens  im  Vorzeichen  unterscheiden,  im  üebrigen 
bleibt  die  Schlussweise  dieselbe. 
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an,  und  da  man  augenblicklich  übersieht,  dass  für  a  =  ß  der  vor- 
liegende Bruch  constant  =  1  bleibt,  so  sind  noch  die  Fälle  et  ^  ß 
und  a  <^  ß  zu  untersuchen. 

Nun  ist  für  ganze  positive  h  und  A;,  sowie  für  ein  beliebiges 
positives  x 

*>  1  +  X,       (l+xy>l  +  kx 


0  +  tJ 


mithin,  wenn  man  in  der  zweiten  Ungleichung  die  Ä;te  Wurzel  zieht 
und  die  reciproken  Werthe  nimmt 


1  +  x 


< 


\l-\-kxJ    ' 


cc  —  ß 
hieraus  folfft  für  x  =  ^   .       ,  wobei  a  —  ß  und  ß  4-  m  s\a  posi- 

tiv  angenommen  werden, 

/        ß-\-m        \>       ß  +  m       (  ß\m  \  * 

U^_w  +  ^z:^)        «  +  *»^'' +  *«  +  *(« -^)'^   " 

Wählt  man  die  Zahlen  h  und  A:,  so  dass  gleichzeitig 

Ä>a-/J,      fc>_l_, 

SO  kann  man  die  vorige  Ungleichung  verstärken,  indem   man  statt' 

des  acht  gebrochenen  — r-^  die  Einheit,  und  für   das  die  Einheit 

übersteigende  kia  —  /3)  gleichfalls  die  Einheit  setzt.   In  der  nunmeb*! 
rigen  Ungleichung  1 

/    /^  +  ^     Y  ^  ß+fn'       /     ßi-m    y 
\ß  +  m+lj  ^  a  +  m^\ß+m+lj 

nehmen  wir  m  =  0,  l,2,...n  —  1   und  multipliciren  alle  ent 

stehenden  Ungleichungen;  dies  giebt 

/  ^  Y ^ ß(ß+i)(ß  +  2)...(ß+n-^i)    {  ß  y 

\ß-\-nJ  ^  a(a  +  l)(a  +  2)  .  .  .  (a  +  n— 1)  ^  \/3  +  w/ 
Bei  unendlich  wachsenden  n  ändern  sich  h  und  k  nicht,  dageg( 

wird  Lim  tt-t —  =  0,  mithin 
ß  +  n 

^  « (a  +  1)  (a  -}-  2)  .  .  .  (a  +  n  —  1) 
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wobei  aber  die  Bedingung  a  ^  ß   festzuhalten   ist.     Ans  Nro.  1) 
erhalt  man  nun  die  Reihensummimng 

c-j3       a+1  "^  (a+i)(a-|-2)"^(a4-l)(a  +  2)(a-f  3)"^ 
oder  aach,  wenn  man  beiderseits  die  Einheit  hinzufugt, 

( "-11   ^    I    P(^+^^    I    ß(ß+^)(ß+2)    , 


3)'a-ß-     '  «+i^(«-|-l)(a+2)  '  («+l)(«+2)(a+3) 
(  a>/S>0. 

Der  zweite  Fall  a  <^  ß  kann  sehr  leicht  auf  den  ersten  zurück- 
geführt werden,  indem  man 

ß(ß-{-l)...(ß  +  n-l)^ 1 

a(a-^-l)  .  .  .  (a-|-n —  1)        a{a-\- 1)  .  .  .  (a  -j-« —  1) 

ß(ß+l)...(ß  +  n-l) 
wtzt;  rechter  Hand  nähert  sich  der  im  Nenner  stehende  Bruch  der 
Grenze  Null,  der  Bruch  linker  Hand  wacht  also  in's  Unendliche  und 
daher  ergiebt  sich  aus  Nro.  1) 

i)  .-_!_    ,  ß(ß+i)  ß(ß  +  l)(ß  +  2) 

~a  +  l  ■^(a+l)(«  +  2)"^  («+l)(«  +  2)(«  +  3)"^'" 

ß>  a>0. 

Im  letzten  Falle  ß^=a  wird  die  betrachtete  Beihe  zur  folgenden 
a  ci  a 


a  + 1    '    a-|-2    '    a  +  3 
BDd  ihre  Summe  erscheint,  aus  Nro.  1)  abgeleitet ,  unter  der  Form 

•j-;  wir  bestimmen  sie  daher  auf  einem  anderen  Wege.  Die  bekann- 
ten Ungleichungen  (s.  §.  8,  Nro.  4  und  5) 

—  >  ?(a+l)  —  la 
a 

riehen  wir  vorerst  in  die  folgenden  zusammen 

«tzen  dann   z  =  cc  -^  l,  a  -\-  2,  .  ,  ,  a  -\-  n  und  addiren  Alles; 
Ües  giebt 

1  1  1  1       ^ 

<  a+l  '^  a  +  2  '^  a  +  3  "^  +a  +  w   "^ 

l{a-\-n)  —  la. 


172        Cap.  VI.    §.  37.   Beihen  mit  positiven  Gliedern. 

Hieraus  geht  augenblicklich  hervor,  dass  die  Summe  der  zwi> 
schenliegenden  Reihe  gleichzeitig  mit  n  in's  Unendliche  wächst 
Die  Reihe 

«^  1  4-  -J-  4-        ß(ß+^)        4.        ß(ß-\-l)(ß  +  2)       . 
^      ^  «+1  "^(«-|-l)(a  +  2)'^(a  +  l)(a  +  2)(a  +  3)"^" 

convergirt  daher  für  a  >  j3  >  0  und  divergirt  in  jedem  anderen 
Falle,  wobei  a  und  ß  immer  als  positiv  vorausgesetzt  werden. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Convergenz  oder  Divergenz  einer  unend- 
lichen Reihe  leicht  zu  entscheiden ,  sobald  man  die  Summe  ihrer  n 
ersten  Glieder  finden  kann;  dies  gelingt  aber  nur  selten,  und  man 
muss  sich  daher  nach  anderen  Kennzeichen  der  Convergenz  oder  Di- 
vergenz umsehen.  Setzen  wir  zunächst  alle  Reihenglieder  als  posiÜT 
voraus  und  bezeichnen  wir  sie  einfach  mit  Uq,  Ui,  ti^  etc.,  so  leuchtet 
augenblicklich  ein,  dass  dieselben  fortwährend  und  in's  Unendliche 
abnehmen  müssen,  d.  h.  dass  Lim  Un  =  0  werden  muss  (für  n  =  a), 
wenn  die  Reihe  convergiren  soll;  denn  betrüge  jeder  Term  mehr  a 
irgend  eine  Zahl  £,  so  würde  die  Summe  der  unendlichen  Beihe 
mehr  als  €  ^  €  4~  *  *  *  ii^  i^^*  ausmachen,  d.  h.  unendlich  gross  sein. 
Dieses  Griterium  reicht  aber  nicht  aus,  wie  man  schon  an  der  Beihe 

1-  -- — h  ■— — h  •  •  •  H sehen  kann,    welche  (nach  Nro.  5) 

divergirt,  obschon  ihre  Glieder  in's  Unendliche  abnehmen.  Die  Sache 
bedarf  daher  einer  genaueren  Untersuchung,  welche  im  AllgemeineD 
auf  dem  Principe  beruht,  eine  gegebene  Reihe  mit  einer  anderen  zu 
vergleichen,  deren  Convergenz  oder  Divergenz  bereits  festgestellt  ißt, 


§.37. 
Beihen  mit  positiven  Gliedern. 

I.    Die  gegebene  Reihe  sei 

Wo  +  ^1  +  %  +  ««;i   + 

und  zugleich  werde  vorausgesetzt ,  dass  der  Quotient  -^ —  bei  im 

endlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  Grenze  X  nähere;  die» 
ist  jedenfalls  positiv,  kann  aber  <;  1 ,  =  1  oder  >  1  sein. 

Wenn  k  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  so  muss  der  Quotien 

""*"^  von  einer  gewissen  Stelle  n  =  fc  an  kleiner  als  ein  zwische 

k  und  1    eingeschalteter  ächter  Bruch  ß  bleiben,   denn   wenn  diö 
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nicht  der  Fall  wäre,  so  könnte  sich  — ^^  nicht  einer  Grenze  nähern, 

welche  ?oraasgesetztermaassen  unter  ß  liegt.     Man  hat  dann  von 
11  =  Ä;  an 

— p-<P, <P, <  P, 

und  erhält  daraus  sehr  leicht 

md  durch  Addition 

<«*(!  +|3  +  /J2  +  /J8  +  ....). 

Die  Summen,  welche  entstehen,  wenn  man  immer  mehr  Glieder 
der  Reihe  tijt »  ^a  +  i  >  ^a  +  2  etc.  vereinigt,  wachsen  fortwährend ,  sie 
bleiben  aher,  wie  die  vorige  Ungleichung  zeigt,  kleiner  als 

■i 

«**  (1  +  /S  +  /*^  +  •••)  =  «**  Y^Tg » 

and  da  dieser  Ausdruck  einen  endlichen  Werth  hat,  so  muss  die  Summe 
der  onendlichen  Reihe  %  +  w^  +  i  +  w*  +  2  +  etc.  eine  endliche  Grösse 
sein.  Durch  Ilinzufiigung  der  endlichen  Summe  v^  -\-  Ui  -|-  •  •  •  -f-  ***_ i 
erhält  man  wieder  eine  endliche  Grösse,  d.  h.  die  Reihe  w©  +  ^i  -[-••• 
m  Inf.  convergirt. 

Wenn  zweitens  A  ]>•  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  1  und  A 
den  unächten    Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n   so  gross,   dass 

-*     >  y  bleibt,  was  von  einer  gewissen  Stelle  w  =  Jfc  an  der  Fall 


«« 


AI         .     - 

«ein  muss ,   weil  sich  ausserdem    ^^     nicht  einer  über  y  liegenden 

Grenze  nähern  könnte.  Man  erhält  durch  ähnliche  Schlüsse  wie 
vorhin 

«*  +  Wjt  +  i  +  «*t  +  2  "f-  %  +  3  4-  •  •  • 
>w^(l  4-  y  +  y2  +  y3  4. ); 

die  rechter  Hand  stehende  Reihe  divergirt  wegen  y  >  1,  mithin  ist 
die  Summe  der  Reihe  links  unendlich  gross;  dasselbe  gilt  dann  von 
der  Summe  Wo  +  «*i  +  «2  +  ßtc.  Nach  diesen  Erörterungen  haben 
vir  den  Satz: 

Die  unendliche  Reihe  Wo  +  «1  +  ^2  +   ©tc.  convergirt 
oder   divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  von    ""^ 
weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt. 
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Als  Beispiel  diene  die  Reihe 

^  1     "'~2     3     "^2.45     "^2.4.67     "*""' 


hier  ist  Wq  =  0,  Wi  =  — —  u.  s.  w. 


Lim 


'-^=iAM?':-»"'=LiM 


.  0-^) 


2 


Un  2w(2w+l)  1 


mithin  convergirt  die  Reihe  für  x  <^  1  und  divergirt  für  o?  >>  1. 
Ehenso  leicht  ergiebt  sich,  dass  die  Reihe 

^J  IP     '     2i»  ~   3P    '     4^    ' 

f ür  aJ  <  1  convergirt  und  für  aj  >  1  divergirt. 

Wendet  man  überhaupt  das  obige  Theorem  auf  eine  sogenannte 
Potenzenreihe  an,  nämlich 

«0  -{-  aiX  -\-  a^x^  ■\-  a^x^  •\- , 

worin  x  und  alle  a  als  positiv  vorausgesetzt  werden,  so  findet  man 
leicht,  dass  dieselbe  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  x  weniger 

oder  mehr  als  lAm beträgt. 

öfn  +  l 

Das  soeben  bewiesene  Criterium  verliert  seine  Anwendbarkelt 
in  dem  Falle  A  =  1 ,  weil  die  Herleitung  desselben  auf  der  Voraus 
Setzung  beruht,  dasB  zwischen  1  und  k  eine  Zahl  eingeschaltet  wer 
den  könne ;  der  genannte  Ausnahmefall  bedarf  daher  einer  weiteren 
Untersuchung. 


II.    Wenn  das  Product 

n 


bei  unendlich  wachsenden  n  sieb  einer  bestimmten  endlichen  Grenze 
fi  nähert,  so  kann  letztere  (wegen  u^^i  <  w„)  nur  eine  positive 
Grösse  sein,  rücksichtlich  deren  wir  die  drei  Fälle  ft  >  1 ,  ^  =^  1 
und  ft  <  1  unterscheiden. 

Im  Falle  ft  ^  1  denken  wir  uns  zwischen  ^  und  1  den  un- 
ächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  n  so  gross  genommen,  dass  das 
oben  erwähnte  Product  grösser  als  y  bleibt,  was  jedenfalls  einmal 
geschehen  wird.  Von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  k  B.n  haben  wir 
dann 
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tu  s.  w. 
und  erhalten  hieraas 

«H.<-j-«*.  «»+^<    fc  +  i    «*+i  <  — F^4ri) — «*. 

^A  +  2-y..        ^(fc-y)(fc-y+l)(^-y  +  2).. 
*'+'<     Ä  +  2     "*+'  <  fc(fc  +  i)(fc  +  2) "*'•■■• 

oithin  durch  Addition 

W*   +   W*  +  l   +    Mt  +  2   +   W*  +  3   +   •  •  •  • 


<  W*  j  1  + 


■^  Ä;(Ä;  +  l)(Ä;  +  2)  "^ 


Die  rechts  stehende  Reihe  ist  ein  specieller  Fall  der  Keihe 
Xro.  3)  in  §.  36  und  zwar  a  =  k  —  1,/3  =  Ä  —  y,  wobei  immer 
l  >  y  >  1  gewählt  werden  kann;  auch  convergirt  unsere  Keihe, 
weil  y  ^  1,  mithin  a  >  /3  ist.  Daraus  folgt  die  Convergenz  der 
Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Convergenss  der  Reihe  Uq-j-Ui  -|-  ^2  "h  etc. 

Wenn  ft  <^  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  (i  und  1  den 
ächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross ,  dass  das  Pro- 
bet « ( 1 ^?-i_  )  von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  Ä  ab   kleiner 


<ls  y  bleibt.  Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  gelangt  man 
jetzt  zu  der  Ungleichung 

Um  +  ^*  +  i  +  ^*  +  2  +  Wt  +  3  -f-  .  .  .  . 
^    N     ^     k      ^  k(k+l) 

(Jc^y)Qc^y^l)k-^Y-{-2) 

"^  k(k-{-l)(k  +  2)  "^ 

Wegen  y  <^  1  divergirt  die  eingeklammerte  Reihe,  um  so  mehr  di- 
'crgirt  auch  die  Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Reihe  Uq  +  Wi  -[-  U2 
<tc    Alles  zusammen  giebt  den  Satz 

Die  unendliche  Reihe  «*o  +  ^1  +  ^  +  ßtc.  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  des  Pro- 
ductes 

mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  beträgt. 
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Dieses  Kennzeichen  erledigt  meistentheils  die  Falle,  wo  dai 
vorige  keine  Entscheidung  giebt.  So  erhalten  wir  z.  B.  ans  Nro.  1 
für  iT  =  1 

3  1 


^[»('-'^)]=^-H 


^  2n 


mithin  convergirt  die  Reihe  1)  auch  für  rr  =  1. 
Für  die  Reihe  2)  ist  im  Falle  x=  1 


oder,  wenn  —  =  d  gesetzt  wird, 


•  •  ■  • 


mithin  convergirt  oder  divergirt  die  Reihe 

3}  ip   ~^"   2^     '     3i»   "*"  4^   "^ 

je  nachdem  p  >  1  oder  p  <Z  l  ist. 

Da  sie  für  p  =  l  divergirt,  wie  wir  schon  aus  §.36  wis» 
so  sind  jetzt  alle  möglichen  Fälle  erledigt. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  bietet  die  Reihe 

.,  -<.-fi)-<.-ii)-<.-ii)-.... ; 

\  ^1«— W^  \  ^22  — W^  \  ^32  — w^ 

worin  x  einen  ächten  Bruch  bezeichnen  möge.  Hier  liesse  sich  zwi 
das  gegebene  Criterium  direct  anwenden,  würde  aber  zu  einer  etwa 
complicirten  Rechnung  führen.  Kürzer  gelangt  man  durch  die  B( 
merkung  zum  Ziele,  dass  nach  §.  8,  Formel  5)  jederzeit  1(1  -|-Ä)<i 
ist  und  dass  folglich  die  Summe  der  obigen  Reihe  weniger  beträgt  al 

/yS  /r3  7*2 

^  12_^2  ■*"  22-_-z?2  "^  32— a;2  "^  I 

Bezeichnet  man  die  vorstehenden  Summanden  mit  tii ,  ti^ ,  «j  eid 
so  erhält  man 
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Um  r»(l  -?l±i)l  =  Lim  ,  i''t'  , 

demnach  convergirt  die  Reihe  5)  und  nm  so  mehr  die  Reihe  4). 

£8  kann  sich  treffen,  dass  der  mit  f*  hezeichnete  Grenzwerth 
gerade  =  1  wird;  dann  verliert  das  Yorige  Kennzeichen  seine  An- 
vendbarkeit  und  macht  wieder  eine  nene  Untersachnng  nothwendig. 
Diese  Fälle  sind  indessen  so  selten,  dass  wir  die  Aufstelinng  weiterer 
CoDTergenzregeln  unterlassen  können*). 

§.38. 
Beilien  mit  positiven  und  negativen  Gliedern« 

Ans  einer  Reihe,  welche  Glieder  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
enthalt,  kann  man  eine  nene  Reihe  dadorch  hilden,  dass  man  allen 
Gliedern  das  nämliche  Vorzeichen  gieht;  wenn  nnn  die  letztere  Reihe 
convergirt,  so  ist  zu  erwarten,  dass  auch  die  erste  convergiren  werde. 
b  der  That  kann  man  sich  hiervon  durch  sehr  einfache  Schlüsse 
überzeugen,  die  wir  nur  an  dem  Falle  zu  erörtern  hrauchen,  wo  die 
Vorzeichen  altemiren.    Die  ursprungliche  Reihe  ist  dann 

1)  tlO   «1+^2   «3    +   »4   •  •   • 

Bnd  die  ahgeleitete 

Wenn  nnn  die  letztere  convergirt,  so  nähert  sich  jede  der  hei- 
^n  Summen 

*(n)  =  ih+«3+«5  + +  «««-1 

einer  endlichen  Grenze  [im  entgegengesetzten  Falle  wäre  der  Grenz- 
»erth  von  9)  (n)  -f-  '^  (n)  unendlich,  was  der  Convergenz  von  Nro.  2) 
Widerspräche],  mithin  ist  auch  der  Grenzwerth  von 

9>(»)  —  *(«) 
=  Mo— th+«»  —  %  +  ••  +  tt2«-2  —  «2«-l 


*)  VergL  d.  Verf.   Handbach  der   algebraischen  Analysis« 
3  AniL  Jena  1861. 

'^rhlomiieh,  AnalyvIiL    I.  12 
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eine  endliche  Grösse;  die  Reihe  1)  convergirt  daher  nnd  hat  eine 
kleinere  Summe  als  die  Reihe  2).  Aehnliche  Schlüsse  gelten  in  jedem 
anderen  Falle. 

Bei  den  häufig  vorkommenden  Reihen  mit  altemirenden  Vor- 
zeichen kann  man  die  Convergenz  noch  auf  einem  anderen  und  viel 
einfacheren  Wege  erkennen,  sobald  von  einer  bestimmten  Stelle  n  r=l 
an  jeder  Term  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  also 

«**  >  %  +  l  >  «*it  +  2  ]>  «**  +  8 

und  ausserdem  wie  früher  Lim  Un  =  0.     Setzen  wir  nämlich 
■Bi  =  %  > 


und  beachten,  dass  alle  eingeklammerten  Differenzen  positiv  sind,  so 
haben  wir 

3)  i?i  ^  JR3  ^  2^5  ^  i?7  .  .  .  . 

Andererseits  gilt  für  die  Grössen 

E2  =  (Uit  —  Ujt^i), 

B4  =  (Ut  —   Ujt^i)   -\-   (Ut^2  Wi  +  3), 

•Bc   =  (Ui  —   Uk  +  l)    +    (Wa  +  2   —  Ut  +  s)   +    (Ui  +  4   —   «*  +  5), 


die  Beziehung 

4)  B^  <^  jR^  <!^  Rq  <^  JRg  ,  .  .  * 

Endlich  ist  bei  unausgesetzt  wachsenden  911 

Lim  (jR2m-i  —  B2m)  =  Lim  %  +  2m-i  =  0; 
hieraus  folgt,  dass  sich  R2m-i  mid  22  2  m  einer  und  derselben  Grenze 
R  nähern,  und  zwar  i?2m— 1  durch  Abnahme,  R2m  durch  Zunahme 
Dieses  jB  muss  aber  eine  endliche  Grösse  sein ,  weil  es  nach  Nro.  4) 
positiv  und  nach  Nro.  3)  kleiner  als  jede  der  Zahlen  JRi ,  R^,  R5  etc. 
ist.    Zufolge  der  Gleichung  R  =  Lim  Rim-i  =  Lim  R2m  hat  man 

R  =  Ujt  —  Ujt^i  4-  Uk  +  2  —  %  +  8  -}-•••• 
mithin  convergirt  die  vorliegende  Reihe  und  daher  auch  die  Reih^ 
Uq  —  Ui  -^  U2  etc.     Dies  giebt  den  Satz: 

Eine  Reihe  mit  altemirenden  Vorzeichen  convergirt 
immer,    sobald    ihre    Glieder    von    einer    bestimmten 
Stelle  an  fortwährend  und  in's  Unendliche  abnehmeiL 
Hieraus  folgt  z.  B.,  dass  die  Reihe 

1        2-r84-r6""6  +  '''* 


nnd  nesatiTen  Gli«rdenL  17i^ 


coDvergirt  und  dass  ilire  Smnnie 


limdl-l 


i  —  1  4-  1  und  1  —  I  -1^  i  —  1 

enthalten  ist;  dagegen  würde  eine  dire^oite  Hohe  entst^en.  venn 
man  alle  Glieder  anf  üire  absoluten  Werthe  rediiomi  voUte.  Der 
obige  Satz  entscheidet  daher  auch  in  lolciken  Fallen ,  wo  das  Torige 
Kennzeichen  zu  keinem  Besnltate  fahren  wördei 

Wir  wollen  hier  eine  EigenthümiiehkeTt  erwähnen,  die  bei  den 
divergenten  Keihen  mit  altemirenden  Torzeichen  stattfinden  kann. 
Wenn  nämlich  lAm  «.  eine  endHehe»  Ton  Null  rersehiedene  Grösse 
p  ist,  80  nähert  cnch  «.  —  t!.^!  6er  Grenze  Nnll,  nnd  es  kann  sich 
treffen,  dass  die  Reihen 

S2«  =  («0  —  «i)  +  (i%  —  «^)  -*-  ■  •     +  (»?«-2  —  «i.-l) 

Sim+i  =  «0  —  («1  — «j)  —  (j^i  — «4)  — (ws.-i—i'i«) 

ooovergiren ,  indem  man  jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein  Bei- 
Itenglied  betrachtet.  Unter  diesen  Umständen  sind  Lim  Si.  nnd 
Ir/w/Sjm  +  i  endliche  Grössen,  imd  als  Grenzwerth  ihrer  Differenz 
erhält  man 

lAff^  (S2«+i  —  Sj«)  =  lAm  ic^a  =  9, 
i  h.  die  Summen  der  Beihenglieder 

«0  —  «1  +«i— «8  + 

lahem  sich  zwei  endlichen,  um  q  von  einander  rerschiedenen  Gren- 
ttn,  je  nachdem  man  eine  gerade  oder  eine  nngerade  Zahl  Yon  Glie- 
dern zusammenrechnet.  Divergente  Reihen  dieser  besonderen  Gat- 
tog  hat  man  oscillirende  Reihen  genannt. 

Das  einfachste  Beispiel  hierzn  bietet  die  Reihe 

a  —  a  -{-  a  —  a  -{- 

deren  Samme  bei  gerader  Gliederzahl  =  0 ,  bei  ungerader  Glieder- 
ttU  =  a  ist. 

Ais  zweites  Beispiel  kann  die  Reihe 

1  2      13  415 

dienen.    Hier  ist 


>2m 


1  8   T^   3  41 


2f» 


Q  11.11.  ^      ,    2m  +  2 

S2«  +  l   =1-1    +    3-4    + 2^   +   ä^JTTl' 

bezeichnen  wir  mit  6  die  Summe  der  unendlichen  convergirenden  Reihe 

1—  l-Ll  —  l-L.... 
\  »13  41^  » 

12* 
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so  erhalten  wir 

Lim  S2fn  =  <^f      Li^  S2m  +  i  =  ö  +  1, 
mithin  oscillirt  die  obige  Keihe  zwischen  <J  und  0  -f  1. 

§.  39. 
Bedingte  und  unbedingte  Convergenz. 

Die  in  §.  36  gezeigte  Entstehungsweise  der  unendlichen  Reihet 
beweist  unmittelbar,  dass  durch  die  gegebene  Function  (p(m)  mchi 
nur  die  Grössen  der  einzelnen  Reihenglieder  ««o  =  9(0)»  Wi  =  (]p(l) 
ti^  =  q)(2)  etc. ,  sondern  auch  die  Stelle  eines  jeden  derselben  be 
stimmt  wird;  die  Anordnung  der  Glieder  ändern,  heisst  demnach 
die  Function  q)  durch  eine  andere  ersetzen,  wobei  sich  nicht  im  Vor 
aus  absehen  lässt,  ob  die  Summe  der  Reihe  ungestört  bleiben  wirc 
oder  nicht.  In  der  That  wird  das  folgende  Beispiel  zeigen,  dasseiiv 
andere  Anordnung  der  Reihenglieder  zu  einer  anderen  Reihensmnmi 
führen  kann. 

Wir  betrachten  die  folgenden  zwei  convergirenden  Reihen 

"  12»^  3     416     617     81»  ♦ 

®  118     2I6«7     419III     61^      » 

deren  zweite  so  aus    der  ersten  gebildet  ist,  dass  auf  zwei  positiv 
Glieder  ein  negatives  folgt;  es  darf  dann  (5  als  der  Grenzwerth  ?on 

....  (_l L_  j-  —^ 1-) 

\4n— 3        in  —  2'^in  —  l        4nJ 
angesehen  werden,  ebenso  s  als  Grenzwerth  von 

...  +  ('_J_  +  _i__J-). 

^  \4n— 3  ^  4w— 1        2n/ 
Die  Differenz  beider  Gleichungen  giebt 

s,  -  ö.  =  1  +  (1  +  I  - 1)  +  (i  +  i  -  D  +  . . . . 

^  \4w  — 2  ^  4n        2nJ 

=  i[G-i)  +  a-i)  +  ---  +  (2^-i 

und  hieraus  folgt  für  «  =  od 


.   •  .  • 
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d.h.  s  =  lö, 

womit  die  Yerschiedenlieit  Ton  tf  und  5  dargethan  ist. 

Man  erkennt  demnach  die  Nothvendigkeit,  zwei«:rlei  convergi- 
reiide  Reihen  zu  unterscheiden;  ist  die  Summe  der  Re-he  abhangig 
TOD  der  Anordnung  der  Glieder,  wie  im  Torigen  Betspiele,  so  hässt 
die  Reihe  bedingt-convergent,  im  Gegenfalle  unbedingt-con- 
vergeni.  Daran  knüpft  sich  gleichzeitig  die  Aufgabe,  die  Keon- 
zeichen  der  unbedingten  Convergenz  aufzusuchen. 

Wir  bezeichnen  mit  U^  die  Summe  einer  Reihe  Ton  h  Gliedern, 

Dämlich 

1)  f^n  =  ««o  +  »i+tf,4- -I-  ir,_i 

and  setzen  voraus,  dass  (für  n  =  x)  Lim  U^  gleich  einer  bestimm- 
ten endlichen  Grösse  U  sei,  mithin 

2)  U=Uo  +fH+^+ ; 

die  vorliegende  Reihe  ist  dann  conyergent.    Femer  bedeute 

3)  t'o  +  «^  +  «2  +  t-,  + 

eine  Reihe,  welche  ans  Nro.  2)  durch  andere  Anordnong  der  Glieder 
gebildet  ist ;  es  fragt  sich  dann,  unter  welchen  Umständen  die  neue 
Reihe  gleichfalls  ü  zur  Summe  haben  wird.     Setzen  wir  Torläufig 

^)  ^  =  »0  +  «^  +  «•«  +  ••••  +  «>-i^ 

Bo  können  wir  p  so  gross  wählen,  dass  die  vorliegende  Reihe  alle  in 
Kro.  1)  vorkommenden  Glieder  enthält  und  ausserdem  noch  p  —  n 
uderweite  Glieder,  deren  Indices  grösser  als  »  —  1  sind,  und  die 
vir  in  der  Form 

»,  +  «r  +  tt,  +  •  •  •  • 
tosammenfassen.     Demnach  ist 

Vp—  U^=u,  -\-  Ur  +  u,  + 

mithin  bei  unendlich  wachsenden  p  und  n 

Lim  Vp  —  U  =:  Lim  («^  +  Wr  +  «**  +     •  )  *. 
e^^ll  non  die   Reihe  3)   gleichfalls   U  zur   Summe   haben,  so  muss 
Lim  Vp  r=z  U  oder 

5)  Lim  (Ug  -\-  Ur  +  u,  -\-  •  '  ')  =  0 

^yn^  und  dies  ist  das  Kennzeichen  der  unbeding^n  Gonvergenz  der 
Keihe  2).  Um  aber  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen,  wollen  wir 
voraussetzen,  dass  die  Reihe  2)  von  einer  bestimmten  Stelle  an  nur 
po»tive  Glieder  enthalte.  Bei  hinreichend  grossen  n  sind  dann  alle 
iu  der  Gleichung 

^  —    ^n  =  Un   +  Un  +  i   +  W»  +  2   + 
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vorkommenden  Glieder  positiv,  und  die  Summe  Un  +•  «n  +  i  4"  ^tc, 
der  sogenannte  Rest  der  Reihe,  hat  die  Null  zur  Grenze,  weil  bei 
unendlich  wachsenden  n  die  linke  Seite  in  C  —  Lim  Z7„  =  0  über- 
geht. Nun  besteht  die  Summe  Uq  -\-  Ur  -\-  Ug  -\-  etc.  aus  jp  —  n 
Gliedern,  deren  Indices  ^  n  —  1  sind;  diese  Glieder  sind  positiv 
und  man  hat  desshalb 

0  <Uq+   Ur   +   Us   +    '  '  '  <iUn   +  %  +  !    +   Un  +  2    + 

mithin 

Lim  (uq  -\-  Ur  -\-  Ug  -\-  '  '  ')  =  0. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  convergirt  also  die  Reihe  un« 
bedingt. 

Diese  Schlussweise  ist  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  die  ur- 
sprüngliche Reihe  theils  positive,  theils  negative  Glieder  enthält;  der- 
artige Reihen  können  daher  möglicherweise  zu  den  bedingt-conver- 
girenden  gehören.  Nur  in  dem  speciellen  Falle,  wo  die  Reihe  auch 
dami  convergent  bleibt,  wenn  man  statt  jedes  einzelnen  Gliedes  des 
sen  absoluten  Werth  setzt,  lässt  sich  die  Sache  folgendermaassen  er 
ledigen.  Der  absolute  Werth  irgend  eines  Gliedes  Um  werde  mit 
[Um]  bezeichnet,  dann  ist  zufolge  der  Voraussetzung 

eine  convergente  Reihe,  mithin  nach  dem  Vorigen 

Lim  { [uq']  +  lur]  +  [w,]  +  ....}=  0, 

d.  h.  der  absolute  Werth  von  Uq  -\-  Ur  -]-  Ug  -\'  etc.  kann  der  Nul 
beliebig  nahe  gebracht  werden.     Daraus  folgt  sehr  leicht,  dass 

Lim  (Uq  -\-  Ur  -\-  Ug  -\-  '  '  ')  =  0 

sein,  mithin  die  Reihe  unbedingt  convergiren  muss.    Wir  können  da 
her  folgenden  Satz  aussprechen: 

Eine  unendliche  Reihe  convergirt  unbedingt,  wem 
sie  ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behält,  w( 
alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducir 
werden. 

Die  anfangs  erwähnte  Reihe 

T  —  i  +  8  —  4    +5—---- 
genügt  dieser  Bedingung  nicht,  und  es  wird  daher  nicht  überraschei 
dass  sie  nur  bedingt  convergirt. 
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§.40. 
Ck>nvergenzbedmguiigen  für  periodische  Reihen. 

Wegen  späterer  Anwendungen  betrachten  wir  noch  Reihen  von 
den  Formen 

Ioq  -{-  üi  cosx  -\-  02  cos2x  -\-  (i^  cosSx  -{-  '  '  -  'y 

hl  sinx  -\-  b2  sin2x  -{-  h,i  sinSx  -\-  •  •  •  •, 

vorin  die  GoeMcienten  üq,  ai ,  02  etc.,  hi ,  &2  ^^^*  ^^^  positiv  voraus- 
gesetzt werden  mögen.  Wir  unterscheiden  dabei  drei  Hauptfalle; 
die  Coefficienten  können  nämlich  gleich  sein,  sie  können  zweitens 
eine  steigende,  oder  drittens  eine  fallende  Reihe  bilden. 

Für  Oq  =  fl^i  =  Ö2  ....  ist  nach  einer  bekannten  Formel  die 
Somine  der  n  ersten  Glieder 

Oo  [|  +  cosx  -|-  co8  2x  -|-  cosSx  +  •  .  -  4-  C08(n  —  l)x'] 

sin  (n  —  i)  a? 
=  «0  — ci   •   1  — 

Bei  unendlich  wachsenden  n  oscillirt  sin  (n  —  |)  rp  zwischen  —  1 
and  -f  1  hin  und  her,  ohne  sich  einer  bestimmten  Grenze  zu  nähern ; 
die  Reihe  hat  also,  in's  Unendliche  fortgesetzt,  keine  angebbare 
Summe,  d.  h.  sie  divergirt.     Zufolge  der  Gleichung 

5i  [sin x  -\-  sin 2 X  -\-  sind X  -[-''•  -{-  sin (n  —  1) x] 

,    Fl     ^1  cosin  —  sfxl 

gelten  ganz  ähnliche  Schlüsse  für  die  zweite  Reihe ;  letztere  divergirt 
dalur  gleichfalls  für  5|  =  b,  =  6^  etc. 

Bilden  Oq,  (hi  <h  etc.  und  ebenso  &i,  ^2  etc.  eine  steigende  Reihe, 
10  findet  offenbar  die  Divergenz  um  so  mehr  statt;  demnach  bleibt  nur 
Iwt'li  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  jene  Coef&cienten  eine  abnehmende 
Keibe  aasmachen. 

Die  Summe  der  (n  -f*  1)  ersten  Glieder  der  ersten  Reihe  heisse 
4-i;  multipliciren  wir  die  Gleichung 

Sa ^.1  =  I Oo  +  tti  cosx  -\-  ch  cos2x  +  -  -  •  -f  dticosnx 
■it  2  sin  I  x  und  zerlegen  rechter  Hand  jedes  doppelt«  Product  in 
die  Differenz  zweier  Sinns,  so  erhalten  wir 

2  Sn  +  isinlx 

=  flo«»|jJ  +  «1  (sinlx  —  sin\x)  -\-  clj  (sinlx  —  smfa:)  +  •  •  • 

.        /     2n— 1  .   2n— 3  \  ,      /  .  2n+l         .  2n— 1   \ 

••Tö»-ils«n — - — X — sin — - — xj-\-aAstn — - — x — stn — - — x) 
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und  bei  anderer  Anordnung 

«    .    1        «  .   2w  +  l 

2Stnlx  .  Sn  +  i  —  «n  Stn r X 

=  (oq  — ai)sm|a;  +  (ai  —  a^m,\x  -\-  (a^  —Ok)sin\x  +  — 

Unter  der  Voraussetzung,  dass 

1)  «0  >  «1  >  «3  >  «3  •  •  •  • ,  und  Lim  a„  r=  0 
ist,  lassen  wir  n  in's  Unendliche  wachsen  und  haben 

2)  I^w  Sn  +  i  =  ^-TTTtK^  — «i)««**ä^  +  («i~Ä2)s^^i^ 

^  O  »7»  "nX  y 

-\-{a2'-(h)sin\x'\ — j 
Hinsichtlich  der  Reihe 

3)  (oo  —  «i)  +  («1  *-  eia)  +  («2  —  03)  + , 

als  deren  Glieder  die  eingeklammerten  Differenzen  gelten  mögen ,  is 
nun  klar,  dass  sie  aus  lauter  positiven  Gliedern  besteht  (wogoi 
o^^  Oßi  ^  (h  ^tc.)  und  dass  die  Summe  ihrer  n  ersten  Gliede 
=  Oo  —  <*n  >  mithin  ihre  volle  jSumme  =  Oq  —  Lim  a„  =  Oq  iß^ 
die  Reihe  3)  convergirt  also.     Um  so  mehr  muss  auch  die  Reihe 

4)  {oq  —  ai) 8in\x  +  (oi  --a^)sin\x  +  {a^  —  a^) $in\x  +  — 

jconvergiren,  denn  ihre  Glieder  sind,  den  absoluten  Werthen  nacl 
kleiner  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Reihe  3),  und  ausscnlti 
besitzt  die  Reihe  4)  theils  positive,  theils  negative  Glieder.  Bezcicl 
nen  wir  die  jedenfalls  endliche  Summe  der  Reihe  4)  mit  (p  (j) .  s' 
folgt  aus  Nro.  2)  ' 

Lim  Sn  +  i  =  ^    .   1    > 

und  hier  ist  die  rechte  Seite  eine  endliche  Grösse,  so  lange  x  ni| 
einen  der  speciellen  Werthe  0,  i2;r,  +;43r,  +6ä  etc.  erhält; 

Wenn  die  positiven  Coefficienten  Oq,  Oi,  02  etc.  ei| 
unendlich  abnehmende  Reihe  bilden,  so  convergi 
die  periodische  Reihe 

\aQ  -^  üi  cosx  -\-  a^  cos2x  -{-  a-i  cos^x  -\' 

für  alle  o;,  die  nicht  von  der  Form  +  2ÄJr  sind. 

Indem  man  ^  -|-  o?  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelai 
man  zu  dem  zweiten  Satze: 


•    •    • 


2stnlx  .  Sn  +  &«cos — - — X 
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Unter  den   obigen  Bedingungen  convergirt  auch  die 
Reihe 

I Oo  —  ai  co$x  -^  02  cos2x  —  03  cos 3aj  +  •  •  •  • 
für  alle  x,  die  nicht  von  der  Form  +  (2k —  l)3r  sind. 

Um  die  entsprechenden  Theoreme  für  die  periodische  Beihe  der 
Simis  zu  erhalten,  multipliciren  wir  die  Gleichung 

8f^=  5i  sinx  +  ba  sin2x  -\-  63  sinSx  +  •  •  •  +  hnSinnx 
mit  2sin\x  und  zerlegen  jedes  Product  zweier  Sinus  in  eine  Cosi- 
DQsdifferenz;  bei  etwas  anderer  Anordnung  ergiebt  sich 

2wJ-l 
2 
=  hl  coslx  —  (61  —  h2)coslx  —  (fta  '--hs)coslx  —  •  •  •  . 

•  •  •  •  —  (bn-i  —  K)cos — X' 

Vorausgesetzt,  dass.  . 

^1  I>  ^2  !>  ^8 »     ^öd     Lim  hn  =  0 

ist,  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende 

Lim  Sn=       ,   1     161  Cös^a;  —  (pi  —  62)  cos|iC  —  (&2  ■— W  cosfa; 1- 

Die  Reihe 

(bi--h,)  +  (&2-&3)  +  (pB-h)  +  ••  • 
♦  nthält  lauter  positive  Glieder  (jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein 
Glied  gerechnet)  und  ihre  Summe  ist  =  hi ;  daher  convergirt  um  so 
starker  die  Reihe 

(pi—hi) coslx  -\-  (&2— -&3)cos|a;  +  (63  —  64)005! a;  -f  •••  • 
uud  folglich  hat  auch  die  Reihe 

5i  cos^x  —  (61  —  62)  coslx  —  (h^  —  63) cos I a?  —  •  •  •  • 
»ine  endliche  Summe,  die  tjj (x)  heissen  möge.    Aus  der  nunmehrigen 
Gleichung 

tl;(x) 


Lim  Sn  = 


2  sin  I X 


geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Reihe  convergirt,  wenn  jx  keinen 
<ler  Werthe  0,  +  2Ä,  +  43r,  +  6Äetc.  erhält.  Im  letzteren  Falle 
würde  aber  die  Summe  der  Reihe  verschwinden,  und  man  kann 
flaher  sagen : 

Wenn  die  Coefficienten  61 ,  62  ?  ^3  ßtc.  eine  unendlich 
abnehmende  Reihe  bilden,  so  ist  die  periodische 
Reihe 
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61  sin  X  -f-  &8  sin  2x  -\-  h^sinSx  -{-...• 

convergent  für  jedes  beliebige  x. 

Indem  man  Tt-^x  &n  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt  mau 
noch  zu  dem  Satze: 

Unter  der  obigen  Voraussetzung  ist  auch 

bisinx  —  b<iSin2x  -^  b^smSx  —  .... 

eine  stets  convergirende  Beihe. 

§.41. 
Addition  und  Multiplication  xinendlicher  Reihen. 

I.    Es  sei 

1)  Pn  =  Uo   +   tli    -\-   U2    -\-   -  '  '   +  Un, 

2)  Qn  =  Vo    -\-  Vi    +   V2    +   '  '  '   +  Vn, 

SO  ist  auch,  wenn  a  und  h  irgendwelche  von  n  unabhängige  Factoren 
bedeuten, 

3)  atio  -\-  bt^o  +  ^^1  H-  ^^1  +  •  •  •  +  c^^«  -f-  ^^n 

=  aPn  +  hQn. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  Um  Pn  ^=^  P  und  Lim  Qn^=  Q 
endliche  Grössen  sind,  convergiren  die  Reihen  1)  und  2),   und  zwar 
hat  die  erste,  in's  Unendliche  fortgesetzt,  P  zur  Summe,  die  zweite 
Q-,  ferner  wird  aus  Nro.  3) 

«Wo  +  bvo  -\-  aui  +  ^^1  +  0W3  +  ^^2  + 

=  lAm  (aPn  +  hQn)  =  aP  +  hQ. 
Man  kann  dieses  Ergebniss  folgendermaassen  aussprechen: 
Das  Aggregat   zweier   convergenten  Reihen  ist  wie- 
der   eine  convergirende    Reihe    und  die  Summe   der 
letzteren  gleich  dem  Aggregate  von  den  Summen  der 
ursprünglichen  Reihen. 

Dieser  Satz  gilt  auch  allgemeiner  für  jede  endliche  Anzahl 
gegebener  convergirender  Reihen. 

IL  Um  den  entsprechenden  Satz  für  das  Product  zweier  Rei- 
hen zu  erhalten,  lassen  wir  letztere  nach  Potenzen  einer  Variabelen 
X  fortschreiten,  wodurch  die  Uebersicht  über  die  entsprechenden 
Partialproducte  erleichtert  wird.    Es  sei  nämlich 

Pg«  =  Oq  -\-  OiX  +  a2X^  -^  '  '  '  -{-  (hn^x^^i 

Q2n  =  bo    +   biX    +   h^X^    +   •  •  •   +   ^2nÄ^". 
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mithin  Pm  Qin  =  ^h  +  («t  ^  +  »i  M ^ 

4-  (ooft,  +  «1^  +  OsWjc- 

+ 

+  (oo^a«  +  Ol^n-l  +  •  •  •  +  (hm-ih  +  »2«W-r^" 

+ 

vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  folgenden 

4)    Sin=  (hbo  +  (ao&i  +  «iM-P  +  («ü^i  +  «i^  +  «2M^- H 

indem  man  x  sowie  alle  a  und  h  als  positiv  voraussetzt,  so  erhellt 
onmittelbar  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

Sin   <  Pfn  C^«. 

Es  sei  femer 

C»  =  2>o  +  ftia:  +  &2««  H +  ^Jf, 

mithin 

+ 

+  anbnX^", 
w  hat  man  durch  Vergleichung  mit  82  n 

S-In  >  Pn  Qn 

Qod  mit  dem  Vorigen  zusammen 

Bei  unendlich  wachsenden  n  werden  die  für  P^n»  Q-im  Pm  Qn 
uigegebenen  Keihen  gleichzeitig  unendlich  und  im  Falle  der  Con- 
Tergenz  sind 

Lim  P^n  =  Lim  P«  ==  P, 
Lim  Q2n  =  Lim  Qn  r=  Q 
endliche  Grössen ;  unter  dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  aus  Nro.  5) 
die  Gleichung 

6)  Lim82n  =  PQ, 

welche  sagt,  dass  die  Keihe  4),  in's  Unendliche  fortgesetzt,  convergirt 

and  P  Q  zur  Summe  hat. 
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Wenn  die  ursprünglichen  zwei  Reihen  mit   Gliedern  von  un- 
gerader Stelle  aufhören,  d.  h.  von  folgenden  Formen  sind 

Pan+i  =  Oo  +  aix  -{-  '  '  '  +  (htiX^""  +  a2n+iic^"+S 

so  erleidet  die  vorige  Betrachtung  nur  die  kleine  Modification,  dass 
in  Nro.  5) 

zu  setzen  ist.     Zufolge  der  angenommenen  Convergenz  der  Reihen 
wird  dann 

Lim  P2n+i  =  i^,       Lifn  Q2n  +  i  =  Q, 
und  damit  kommt  man  wieder  auf  die  Gleichung  6) ;  d.  h. : 

Wenn  die  unendlichen  und  convergirenden  Reihen 
Oq  -{-  aix  -{-  a-iX^  +  ci^x^  -\-  •  •  •  • , 
ho  -\-  hl X  -\-  h^x^  -\'  hsX^  -{-'''  ' 
nur    positive  Glieder    enthalten,   so  ist  ihr  Product 
eine  gleichfalls  convergente  Reihe,  nämlich 

«0^0  +  («ü&i  +  «iW^  +  ((hh  +  dih  +  (hh)x^  +  •  •  •  •, 
und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  den 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 
Die  Schlüsse,    mittelst    deren   die  Ungleichung   5)   hergeleitet 
wurde,  verlieren  ihre  Anwendbarkeit  in  dem  Falle,  wo  die  ursprüng- 
lichen Reihen  negative  Glieder  enthalten;   denn  es  könnten  z.  B.  die 
Glieder,   um  welche  P2nQ2n  reicher  als  £>2n  ist,  zusammen  so  viel 
Negatives  geben,  dass  jp2n  Q^n  weniger  als  Sqk  betrüge.     Unter  die-j 
sen  Umständen  wäre  es  also  möglich,  dass  die  Reihe 

«0 ^0  +  («0 ^1  +  «1  &o) »  +  («0  &2  +  «1 2>i  +  o« ho)x'^  -|_  .  .  . . 
divergirte,  und  dann  würde  ihre  Summe  nicht  augebbar,  mithin  auchl 
nicht  =  P  Q  sein.    Das  wirkliche  Vorkommen  dieses  AusnahmefaUes 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 

Nimmt  man 

(—1)» 
x=  1,      an'=hn=^    \j 

und  multiplicirt  die  convergente  Reihe 

mit  sich  selbst,  indem  man  die  Glieder  auf  die  obige  Weise  ordne4|| 
$0  ergebt  sich  eine  neue  Reihe 


•     •    •     • 
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deren  nies  Glied  ist: 

._    1       ■  1  .  1  J___1__4.J_ 

■~  ir^  "^  ^^=1T2  "^  föT^^ + •  ■  ■ -^  f  ^(^^  1) + i^;r' 

Nach  dem  bekannten  Satze,  dass  das  geometrische  Mittel  zweier 
Zahlen  kleiner  als  deren  arithmetisches  Mittel  ist,  hat  man 

V(»-&)(ft+i)<^^, 

mithin 

fin-mk+lXVWTT),    ;^^=L—=>Y^^; 

nimmt  man  in  der  letzten  Ungleichung  A;  =  0,l,2,...n  —  1 
ond  addirt  alle  entstehenden  Ungleichongen,  so  erhält  man 

'">"V^jrTT  '^"^  '- > V^ > '*^^^*^^- 

Darans  ist  ersichtlich,  dass  tn  gleichzeitig  mit  n  in^s  ^Unendliche 
wächst,  dass  also  die  Reihe  8  divergirt,  mithin  iS  nicht  ^  JP*  sein 
kann. 

Hiemach  bedarf  der  Fall,  wo  die  zu  multiplicirenden  Reihen 
negative  Glieder  enthalten,  einer  besonderen  Untersuchung.  Die 
Reihen  mögen  aus  Gliedern  mit  altemirenden  Vorzeichen  bestehen, 
etwa 

P  =  Oo  —  ai  aj  +  a^  aj2  —  ^g  ^jS  ^.  .  .  .  .  ^ 

Q  =zho  —  6i  aj  -|-  &2  »2  —  63  aJ^  +  •  •  •  • , 
ond  convergiren.    Fassen  wir  alle  positiven  und  ebenso  alle   nega- 
tiven Glieder  jeder  Reihe  zusammen,  indem  wir  setzen 

Ui  =  ai(ß  +  Oz«^  +  »5»*^  4- 

Fo  =  5o  +  h^^  +  &4aJ*  +  &««•  + , 

Vi  =  hix  +hx^  +  hx^  + , 

>o  sind  zwei  Fälle  möglich;  es  können  nämlich  die  vorstehenden 
^er  Reihen  ebensowohl   convef giren  als  divergiren  *) ,  und  es  sind 


•  •  •  • 


*)  So  convergirt  z.  B.  die  Reihe 

.  1  Ü    IT    3  A      \      6  61 

loer  die  positiven  Glieder,  für  sich  genommen,  liefern  die  divergente  Reihe : 
ttttd  ebenso  divergirt  die  Reihe  der  negativen  Glieder : 

i  + J  +  I+  •••  =iö +  1  +  1 +  •••)• 
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^0  >  ^1 »  1^0 »  Vi  ina  erstiön  Falle  eDdliche  Grössen ,  im  zweiten  Falle 
unendlich  gross.  Beschränken  wir  uns  auf  den  ersten  Fall ,  so  ist 
nach  dem  in  Nro.  I.  bewiesenen  Satze 

P=  Uo  -  Ui,  Q=  Vo  -  Fi; 

femer  haben  wir  nach  der  Regel  für  die  Multiplication  solcher  con- 
vergirender  Reihen,  die  nur  positive  Glieder  enthalten, 
ÜqVq  =  aoho  +  («0  2>2  +  «2  5o)  aj2  -f-  — 

+  (ooh -\- a2hi) x^  H 


DbF, — 

OobiX 

OiFo 

ttiboX 

UiVi 

mithin 

■      ■     «     « 


+  («1^2  +«3W^^   + 

ai5ia?2  -f 


UoVo  —  UoVi  —  CTiFo  +  Ol  Fl 
=  aoh  —  (oohi  +  aiho)  x  +  {a^b^  +  ai\  +  a^h^  x^ 

-'(ao^j  +  «i^2  +  «2^i+%M^H'- 
Die  linke  Seite  ist  eine  endliche  Grösse  und  identisch  mit 

(Db-Di)(Fo-F,)  =  Pe, 
mithin  convergirt  die  erhaltene  Reihe  und  hatP^  zur  Summe.  Wie 
man  sieht,  bleibt  die  frühere  Multiplicationsregel  ungestört  bei  end- 
lichen üi),  ?7i ,  Fo,  Fl.     Diese  Bedingung- ist  aber  erfüllt,  wenn  die 
Reihen  P  und  Q  ihre  Convergenz  auch   in  dem  Falle  beibehalten, 
wo  man  die  negativen  Glieder  durch  gleichgrosse  positive  ersetzt, 
denn  sobald  die  Summe  zweier  positiven  Grössen  Uq  und  U\  oder 
Fo  und  Fl  eine  endliche  Grösse  ist,  muss  jeder  Summand  für  sich 
von  endlicher  Grösse  sein.     Wir  haben  daher  den  Satz : 
Wenn  die  unendlichen  convergenten  Reihen 
Oo  —  OiX  -\-  a^x^  —  «3 ic^  +  •  •  •  •  f 
5o  —  &i  aj  +  &2  J!P^  —  ^3  aj^  -f  •  •  •  • 
ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behalten,  wo  alle 
Glieder  mit  gleichen  Vorzeichen  genommen  werden, 
so    ist    ihr  Product    eine    gleichfalls    convergirende 
Reihe: 

«0^0 — («0^1  +aifeo)Ä;  +  (öo&2  +  öi^  +  «2^^* 

und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  den 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Die  Reihe  7)  genügt  der  ausgesprochenen  Bedingung  nicht  und 
daraus  erklärt  sich,  dass  ihr  Quadrat,  auf  gewöhnliche  Weise  ange- 
ordnet, eine  divergente  Reihe  liefert. 
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§.  42. 
Die  Differentiation  unendlicher  Beihen. 

Schon  in  §.  6  wurde  bemerkt,  dass  im  ACgemeiBf-n  der  Diffe- 
rentialquotient  von  der  Summe  einer  unendlichen  R^ihe  nicht  noth- 
f endigerweise  gleich  der  Summe  von  den  Differential  ^uötienten  der 
mzelnen  Glieder  sein  müsse,  dass  man  also  aas  der  Gleichung 

1)  S  =  %-|-Wi+i%+«3  +  ---m  in! 

licht  ohne  Weiteres  auf  die  Richtigkät  von 
5>  dS         duo     ,     dui  duf  . 

ax         ax  ax  ax 

Khliessen  dürfe.     Wir  wollen  dies  jetzt  näher  untersuchen. 

du 
I      Da  Un  und  ganz  verschiedene  Functionen  von  x  sind,  so 

üx 

unn  es  geschehen,  dass  die  erste  Reihe  oonvergirt  und  gleichzeitig 

Ae  zweite  Reihe  divergirt ;  dann  ist  aher  die  Summe  der  letzteren 

locht  angebbar  und  kann  folglich  auch  der  bestimmten  Function  -r — 

dx 

»cht  gleich  sein ,  d.  h.  die  Gleichung  2)  besteht  dann  nicht.     Dass 

4«rartige  Fälle  vorkommen,  zeigt  das  Beispiel 

-y        cosx    .    cos2x   ,    casSx   , 

s  = -^  + -5- + -3- +  •  •  •  ■ 

Ker  convergirt  die  Reihe  für  alle  zwischen  0  nnd  n  enthaltenen  x 
to<i  daher  ist  8  eine  bestimmte  Function  von  x;  dagegen  divergirt 
^  Reihe  der  Differentialquotienten 

—  sinx  —  sin2x  —  sinSx  —  -  -  .  . 

md  folglich  kann  ihre  Summe  nicht  =  -r —  sein-      Da«  Befremd- 

dx 

|iiche,  was  für  den  ersten  Anblick  hierin  liegen  mag,  verliert  sich 
iwrigens  durch  die  Bemerkung,  dass  es  bei  der  Differentiation  unond- 
Wier  Reihen  eigentlich  auf  die  Umkehmng  der  Aufcinanderfolgo 
Jweier  ganz  verschiedenen  Operationen  ankommt.  Bezeichnen  wir 
cimlich  den  Differeitialquotienten  einer  Function  durch  da»  Vor- 
fctzen  von  D  und  die  Summe  von  «0  +  «^  +  %  +  ^c*  ^'i^^'  '^»♦t 
*•«,  Bo  ißt  in  unserem  Beispiele 

g^^cosn£       (farn=l,  2,  3...) 
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und  daher  auch 

n 
dagegen  ist  nicht 

BS  =  2jD =  2;  (—  stnnx\ 

n 

d.  h.  man  darf  die  mit  2J  und  D  bezeichneten  Operationen  nicht  ii 
umgekehrter  Ordnung  vornehmen. 

Wie  man  aus  dem  Vorigen  sieht,  hört  die  Untersuchung  dai 
über,  ob  überhaupt  D2]u  =  2 Du  ist,  sogleich  auf,  wenn  die  Reih 
der  Differentialquotienten  divergirt ,  und  die  Frage  kann  daher  nu 
noch  sein,  wie  sich  die  Sache  in  dem  Falle  gestaltet,  wo  die  Reih 
der  Differentialquotienten  convergirt.  Wir  wollen  die  wichtigste 
hierauf  bezüglichen  Sätze  entwickeln. 

I.  Die  Reihe  1)  sei  eine  Potenzenreihe  und  f(x)  ihre  Summ 
etwa 

3)  /(^)  =  «0  +  ai  05  -|-  a2  ÄJ^  +  «3  a;3  -|_  .  .  .  . 
Diese  Reihe  convergirt,  wenn  der  absolute  Werth  von 

a^yS^  \  an     J 

weniger  als  die  Einheit  beträgt;  setzen  wir  den  absoluten  Werth  voi 

Um  -^^  =  A 

SO  können  wir  die  ebenerwähnte  Convergenzbedingung  durch  — 
<^  X  <^  -{-  X  ausdrücken.     Für  alle  derartigen  x  convergirt  ferne 
die  Reihe 

1  «1  +  2a^x  -{-  3  «3  a;2  -|-  4  «4  a?^  -f 
weil  hier  der  absolute  Werth  von 

ö^n  +  1 

ist,  mithin  besitzt  die  zweite  Reihe  eine  bestimmte  Summe,  die  (p[i 
heissen  möge,  d.  i. 

4)  9?(a;)  =  1  %  +  2 «2  a;  +  3  «3  «2  -i|- 

Da  in  den  Gleichungen  3)  und  4)  x  zwischen  —  A  und  +  i 
liegt,  so  lässt  sich  immer  eine  willkührliche  Zahl  h  von  der  Beschaf 
fenheit  finden,  dass  auch  x  -\-  h  zwischen  —  A  und  -|-  A  enthaltei 
ist,  und  dann  gelten  die  Gleichungen 


•     •     •     • 


Cap.  Vi.  §.  42.  Die  Differentiation  unendlicher  Reihen.    193 

/(a;  +  Ä)  =  «0  +  «1  (a?  +  Ä)  +  flj  (a?  +  *)*  + 

9(a;  +  Ä)  =  1  Ol  +  2aj  (a;  +  Ä)  +  3  a^  (x  +  Ä)«  +  •  •  .  • 

Von  den  Gleichungen  5)  und  3)  nehmen  wir  die  Differenz,  divi- 
rn  mit  h  und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 

*^±^pf:^  =  *'(.+**)     .  o<*<i 

er  Bpecieller 

(^  +  ft)m^_a^    =»i(x  +  ».*)— S     0  <».<!; 

r  erhalten 

f(x  +  h)-f(x) 
h 

lfli  +  2aj(a;  +  ^jÄ)  +  3a3(a;  +  ^8Ä)*  +  4a4(«  +  ^4Ä)«H 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erledigen,  wollen  wir  an« 
ben,  dass^alle  Goefficienten  ai,  Oj  etc.  ponÜY  seien  und  das«  x 
Itthfalls  nur  positive  Werthe  eriuüte  (0  <  x  <^  -\-  1) ;  die  Summe 
r rechts  stehenden  Beihe  ist  dann,  h  als  posüiT  Tonuisgefetzt, 
hser  als 

lai  +  2  02  «  +  3  o,  «*  + =  ip(x) 

1  kiemer  als 

Ifli  +  20,(0;  + Ä)  4-  S(h(x+hy  -I =  9(aj  +  ;#), 

^kben  also  zusammen 

q>{x)  < <  9(z  +  Ä> 

i  negativen  ^  ist  dagegen 

g)(aj)  > >  9(x  +  A> 

Aqb  beiden  Ungleichungen  folgt  durch  üebergang  zur  (iT(mz4i 
t  TerBchwindende  h 

9(x)  =fixy, 

Ir  dea  gemachten  Yoraussetzmigeii  ist  also  die  Summe  dcrr  Kcihe 
h^^OiX-^-Sa^x^-^-  ete.  gleich  dem  UßereniMitudumUm 
■  ^er  Summe  der  Beihe  Oo  +  Oi  «  +  Oj  a?^  -f-  ^^' 

^  kann  sich  in  speciellen  Fallen  treffen,  dass  b^di^  K^rthfrti  noch 
*/=  +  i  convergiren;  die  vorige  Betrachtang  bl^nl/t  dann  w^/ft* 
k dieselbe,  nur  muss  man  k  n^ativ  und  seinen  Ahioluifrn  Werth 
i  wählen,  um  das  Gonvergenzintervall  nicht  zu  &ber»chrmien« 

Wir  betrachten  nun  den  aUgiraneiiuii  Fall,  wo  die  Reihe 

f{x)  =  Oo+OiflP  +  %**  +  «?^  + 
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positive  und  negative  Glieder  besitzt,  wobei  wir  uns  x  immer 
positiv  vorstellen  können,  indem  wir  die  verschiedenen  Vorzeicl 
auf  Rechnung  der  Coefficienten  schreiben.  Denken  wir  uns  alle  p< 
tiven  Glieder  zu  einer  Reihe  zusammengefasst  und  ebenso  alle  ne 
tiven  Glieder,  so  erscheint  f(x)  als  Differenz  zweier  Reihen,  de 
jede  für  sich  nur  positive  Glieder  besitzt.  Diese  Reihen  convergi 
zufolge  der  anfanglichen  Voraussetzung,  und  daher  sind  ihre  Sumii 
bestimmte  endliche  Functionen  von  x,  die  wir  mit  fi(x)  und/j 
bezeichnen  wollen,  so  dass 

Für  die  Reihe  4)  gilt  Dasselbe    und  es  sei  (pi{x)  die  Sun 
aller  positiven,  (f^ix)  die  Summe  aller  negativen  Glieder,  mithin 

(p(x)  =  (pi(x)  —  <Pi(x), 

Aus  dem  vorigen  Satze  folgt  nun 

q)x(x)=fl(x),    (f^ix)  =  A(x% 
mithin 

also  ist  auch  hier 

9(«)=/'(i»)- 
Wir  haben  jetzt  folgendes  Theorem : 

Wenn  die  Gleichung 

f(x)  =1  tto  -]-  ai  X  +  02  x^  +  Os  x^  +  '  •  '  • 

für  alle  zwischen  —  A  und  4"  ^  enthaltenen  x  gilt, 
ist  unter  derselben  Bedingung  I 

f(x)  =  lai  -f2aajr  +  3a3a;«-f....; 
diese  Gleichung  besteht  auch  noch  an    den    Grei 
der  Convergenz  (für  a;  =  +  A),  wenn  in  diesen  Fi 
beide  Reihen  convergiren. 

IT.  Die  vorigen  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  allgei 
Fall  auszudehnen,  wo  die  einzelnen  Glieder  der  ursprünglichen 
irgend  welche  Functionen  von  x  bilden. 

Es  sei  nämlich  die  ursprüngliche  Reihe 

8)  fix)  =  i;(x,  0)  +  t(x,  l)  +  t(x,2)  + 

convergent  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  und  jedes  ihrer  | 
der  eine  stetige  Function  von  X]  femer  convergire  auch  die 
der  Differentialquotienten 

9)  q)(x)  =  il^\x,  0)  +  i;\x,  1)  +  t\x,  2)  + 

von   denen  jeder    einzelne    gleichfalls   continuirlich    bleiben 
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wenigstens  innerhalb  des  ConTej^^^ixiiilaTmlles.      Wählt  man  jetzt 
/)  so  klein,  dass  x  -\-  h  die  Grenzen  der  ConTergenz  nicht  obexschrei- 

tet,  so  erhalt  man 

10)  /(x  +  *)  -  /(x) 

h 

=  *'(^  +  ^oÄ,  0)  +  t'ix  +  ^ik,  1)  +  ^(jr  +  ^,Ä,2>  + 

ad  hier  mag  zunächst  der  Fall  betraehtet  werden ,  wo  alle  Glieder 
gleiche  Vorzeichen  besitzen. 

Ist  nun  irgend  eine  einzelne  Function  9^(^)   nnd    ein    indiiri- 

t eller  Werth  von  jer,  etwa  g  =  x,  gegeben,  so  lässt  sich  h  immer  so 
in  wählen,  dass  die  Function  9^(r)  innerhalb  des  Interralles 
f=:jbis  ß  =  X  -\-  h  entweder  nnr  wächst  oder  nur  abnimmt ; 
liQ  wird  daher  in  den  meisten  Fällen  *)  h  so  klein  nehmen  können, 
jus  jede  der  Functionen 

*'(a;,  0),     *'(a?,  1).     *''(x.  2), ' 

xhis  X  -^  h  nnr  wächst  oder  nur  abnimmt.  Dies  vorausgesetzt, 
I  unmittelbar  einleuchtend,  daas  die  Summe  der  in  Nro.  10)  tof- 
^menden  Reihe  zwischen 

♦'(as,  0)  +  i>'(x,  1)  +  i/(z,  2)  H =  9(x) 


1. 


(«  +  »,  0)  +  *'(«  +  ».  1)  +  i/ix  +  h,2)  H =  9(x4-A) 

ilten  sein  muss;  es  gilt  folglich  die  Ungleichung 

!  9>W  > 1 >9^(-P  +  H 

EQ  sich  die  oberen  Zeichen  auf  wachsende ,  die  unteren  auf  ab- 
icnde  ^  beziehen.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwin- 
e  h  wird  die  vorige  Ungleichung  zur  Gleichung 

g>(x)=f(x)', 

dirsem  Falle  ist  also  die  Differentiation  der  Gleichung  8)  erlaubt. 
Mbe  gilt,  wenn  h  so  klein  gewählt  werden  kann,  dass  von  einer 
^mten  unveranderhchen  Stelle  ab  die  Functionen 

i  *'(x,«i),     ij'(x,m  +  l),     fl/(x,m  +  2), 

pteder  nur  wachsen  oder  abnehmen;  denn  man  würde  dann  die 
toe  10)  zerlegen  in 

^  +  ^oÄ,0)  +  ^(jc  +  ^iÄ,l)  H +  ^(a;  +  ^«_iÄ,m  — 1) 

*'(^  +  ^«A.»»)  +  *'(a?  +  ^«  +  iÄ,»i  +  l)  + 

'jeden  Theil  besonders  behandeln. 


*)  Ausnahmefalle  sind  in  der  That  möglich,  wie  nachher  gezeigt 
Wien  ioU. 

13* 
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Durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im  Abschnitte  I.  lasst  sie 
der  gefundene  Satz  auch  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  die  Reihe  IC 
positive  und  negative  Glieder  besitzt;  die  Aufstellung  eines  allg 
meinen  Theorems  mag  aber  unterbleiben ,  weil  dieses  an  so  viele  Ä 
dingungen  geknüpft  ist,  dass  es  eine  unförmliche  und  unbequen 
Gestalt  erhalten  würde. 

Noch  wollen  wir  mit  wenigen  Worten  des  Ausnahmefalles  g 
denken.     Ist  z.  B.  a;  <  1  und 

'^<^''*)  =  (2;rfi~2irF2)^'""''' 

^'(a;,  n)  =  (1  — a;)«^«, 

so  kann  man  zwar  für  x  <Ci  \   dem  h  einen  solchen  Werth  gek 

dass  xi)\x^  m)^   il>*{x^  m-\-  1)  etc.  zwischen  x  und  x  -\-  h  ma  wac 

sen  oder  nur  abnehmen,  für  x  •=  1  und  ein  negatives  Ä  =  —  Ä 

dies  aber  nicht  mehr  möglich.     Die  Function  ^'(a?,  ri)  erreicht  nä 

2  Vi 

lieh  für  X  =  ; —  ihr  Maximum ;  man  mag  nun  8  so  klein  wi 

2n-\-l  '  ®  ^ 

len  wie  man  will,  so  würde  es  doch  immer  Reihenglieder  gehen,! 
welche 

ist  oder  deren  Maxima  zwischen  1  —  8  und  1  eintreten,  die  al 
innerhalb  dieses  Intervalles  zu-  und  abnehmen.  Die  Reihe  der  Dii 
rentialquotienten  ist  daher  bei  diesem  Beispiele  zwar  für  x  <ih^ 
nicht  f ür  ä;  =  1  giltig. 

III.    Das  bequemste  Verfahren,  um  über  die  Anwendbarkeit  c 
gewöhnlichen  Differentiationsregel  zu  entscheiden,  besteht  darin,  di 
man  noch  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Reihenglieder 
rücksichtigt,  indem  man  von  dem  Satze*) 

Gebrauch  macht.     Lasst  man  nämlich  in  der  Gleichung 

11)  fix)  =  ^{x,  0)  +  ^{x,  1)  +  ^(a:,  2)  + 

X  um  h  wachsen,  ohne  das  Convergenzintervall  zu  überschreiten, 
erhält  man  nach  dem  erwähnten  Satze 


♦)  Dieser  ist  ein  specieller  Fall  der  Formel  18)  in  §.  18  nnd  fo 
aus  letzterer  für  f  =z  \fjy  a  =z  x^  n  =2. 


12) 
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fix  +  /i)  -  fix) 


h 

=  i>'{x,  0)  +  ^'{x,  1)  +  i,'(x,  2)  +  ^'{x,  3)  + 

+  iA[r(a;+*oÄ,0)  +  «"(a;-l-a,Ä.l)  +  *"(*  +  *,Ä,2) +  .••] 
Hier  ist  einfach  zu  untersuchen,  in  wie  weit  die  Reihe 

^"(x  +  '^oÄ,  0)  +  ^"(x  +  'O-iÄ,  1)  +  ^"(x  +  -0-,Ä,  2)  H 

convergirt;  so  lange  sie  diese  Eigenschaft  besitzt,  so  lange  ist  ihre 
Somme  eine  endliche  Grösse,  etwa  ^(x,  A),  und  wenn  sie  dies  auch 
für  Ä  ^  0  bleibt,  so  wird 

Um\h^{x,  Ä)]  =  0, 
mitliin  nach  Nro.  12) 
13)         fix)  =  *'(x,  0)  +  ^'(x,  1)  +  ^'(x,  2)  H 

Als  Beispiel  diene  folgender  FalL     Es  sei  x  ein  achter  Brach 

il'(x,  0)  =  0  und 

^(x,  »)  ==  —  ^\}~^)  —  *^'' 

nach  §.  37  (Formel  4)  convergirt  dann  die  Reihe  «i  +  Mj  -f-  etc. 
I  Setzen  wir  daher 

u) /(.)=- z(i-|.) -/(i-f)  -  <i-|i)-.... 

n  folgt 

,jä)  f(x-\-h)-/(x) 

I  2x  2x  2x 

+  17Z 15  +  773 -:;  + 


12  — x«    '    22— x«    '    32  — x2 

{     r2.4-(a;  +  »^fe)2  22  +  (x  +  ^,/l)2 

l[12  -  (a;  +  ^iA)2p  ^  [22-  (X  +  »,h)^]^  ^ 

vobei  /(  so  klein  gewählt  werden  muss,  dass  auch  x  -\-  h  ein  achter 
Bruch  ist.  Die  Summe  der  letzt^i  Reihe  wird  zu  gross ,  wenn  man 
statt  jt;  -}-  '^'2  ^1  ^  H~  ^3  ^  ^^-  ^^  grössere  Einheit  setzt,  es  ist  daher 

"-yrrft^--  i  +  (x  +  »,ft)»        2»  +  i        3^  +  1 

-     V  '»-'  "^  j-l  _  (j.  ^  »lÄ)»]«  "''  (2*— 1)2  "^  (3*—  !)-■  "^  ■  ■  ■  ■ ' 

bier  coDTergirt  die  von  x  nnabhängige  Beihe  and  hat  eine  nameri- 
«che  Summe  S,  mithin  ist 

Opfern/,    M  ^    ft  [!+(«!  +  »,»)*] 

nnd 

l*m[Ä?P(x,  Ä)]  =  0. 


198        Cap.  VI.    §.  43.    Die  unendlichen  Doppelreihen. 
Die  Gleichung  15)  liefert  nun 

/  W  —  j3  ___  ^2  +  22  —  i»2  "^  32  _  ^2  "T" 

und   daraus  erhellt,  dass   im  vorliegenden  Falle  die  Differentiatioi 
der  Gleichung  14)  erlaubt  ist. 

§.  43. 
Die  unendlichen  Doppelreihen. 

Unter  einer  Doppelreihe  oder  einer  Reihe  mit  doppeltem  Ein 
gange  versteht  man  ein  Aggregat  von  folgender  Form: 

1)  ^0   +  «*j    +  «*«    +  ^„     -f 


+  ^^  +  ^; 


,    II  , 

'  0        ' 


+    «^     +    «3      + 

'2*3' 


+ ; 

das  allgemeine  Glied  derselben  wird  durch  w^  dargestellt,  wo»^ud<] 

n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  sich  die  obige  unend- 
liche Doppelreihe  dadurch  entstanden  denken ,  dass  man  in  der  end- 
lichen, aus  mn  Gliedern  bestehenden  Doppelreihe 

2)  ««0    +  ^1    +  «*2    +  •  •  •  •  +  «*«-! 

+    **0     +    **I      +    ^2     +    •        •    •     +    '*«-l 

I       II    I      n    I      II    ,  I       n 

•         0       '         1       '         2       '  '         n-l 

+ 

'         0  '         1  '         2  n—\ 

die  Zahlen  m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  lässt;  be- 
zeichnet daher  <Si  die  Summe  der  endlichen  Doppelreihe  2),  so 
muss  man  unter  der  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  1)  den 
Grenzwerth  verstehen,  welchem  sich  S^      bei  gleichzeitig   unend- 

lieh  werdenden  m  und  n  nähert.  Im  Fall  dieser  Grenzwerth  exi- 
stirt  und  von  endlicher  Grösse  ist,  heisst  die  unendliche  Doppelreihe 
convergent,  ausserdem  divergent. 

I.    Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  die  unendliche  Doppelreihe 
nur  positive  Glieder  besitze  und  8  zur  Summe  habe,  so  ist 
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t)  S  —  S<"* 

+  «*1    +  «Ui  ■• — 


(m—\)    •         (m—l) 


+ 

pd  da,  der  Yoraussetziuig  zufolge,  S      bei  gleichzeitig  in's  Unend- 

Ithe  wachsenden  m  und  n  der  Grenze  S  zustrebt ,  so  kann  die  linke 
bite  der  Torsteheiiden  Gleichung,  mithin  auch  die  Summe  aller  recht« 
nzeichneten  Grössen  kleiner  als  jede  angebbare  Gröbse  gemacht 
ivdeD,  wenn  man  m  und  n  groes  genug  wählt.  Wegen  des  i>ofsiti- 
n  Vorzeichens  aller  Glieder  kommt  dieselbe  Eigenschaft  auch  fol- 
en  Grössen  zu: 


?«=«*.         +  «.+1    +  «.  +  «     + 


.(im— 1)    ,      ..(«— 1)    I        Cm-l) 


'         0  1  »— 1 

+ , 

+  ur>'+«lVi"+ 

+ , 

^  ee  besteht  jede  dieser  Summen  aus  weniger  Gliedern,  als  auf 
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der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  verzeichnet  sind*).     Die  nunmehrij 
Gleichung 

4)  s-si'»>=9„+9<"'> +<$;:> 

gestattet  eine  doppelte  Schreibweise ;  man  kann  erstens  daför  setze 
5)  S-9^'»'-<"'>=S^->+«.„ 

und  hier  steht  auf  der  rechten  Seite  die  Summe  der  m  ersten  Ho 
zontalreihen  aus  Nro.  1).    Bezeichnen  wir  nämlich,  wie  folgt, 

S  =  u  4-  u  -{•  u    + in  inf  . 

0    '       1    •       3     ' 

si  =  W^  +  w^  -f  w'   + 


0 


u.  s.  w. 


wo  s,  s  ,  s    etc.  selbstverständlich  endliche  Grössen  sind,  so  hat  m 
statt  der  Gleichung  5) 


8  -  Q<^^  öl"^=  s  +  s'  +  s''+  .  .  .  + 


,(wi-l) 


Bei  unendlich  wachsenden  m  und  n  wird  hieraus,  weil  dann  q^^^  u 
<J^     gegen  die  Null  convergiren, 

6)  iS  =  s  +  si   +  s^i  +  s™  H .  . 

Ferner  kann  man  statt  der  Gleichung  4)  schreiben 

S^  ^(m) q(ot)    I        (m) 


*)  Die  Bedeutung  von  p^,  9^"*^  und  <f^"*^  wird  durch  folgendes  Schei 
vollkommen  anschaulich: 


gO.) 

p. 

e<-> 

n 
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und  bier  enthalt  die  rechte  Seite  die  n  ersten  Yerticalcolonnen  aus 
Nro.  1).    Für 

s  =  u  +u   -\-  u    -l-....in  inf . 

O  0     '         0  o     ' 

1  1   '      1    '      1    ' 

n.  s.  w. 
ist  nämlifili 

^n  n  0  12  * — * 

und  hieraus  wird  hei  unendlich  wachsenden  m  und  n 

' )  S  =  So  +  Si  +  Sj  +  Sa  + 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  geben  zusammengenommen  folgen« 
den  Satz: 

Wenn  eine  nur  positive  Glieder  enthaltende  Doppel- 
reihe convergirt,  so  kann  man  sie  sich  ebensowohl 
aus  einzelnen  Horizontalreihen  als  aus  Yertical- 
colonnen zusammengesetzt  denken;  die  so  gebildeten 
Reihen  convergiren  und  haben  dieselbe  Summe. 

IL  Bei  der  vorigen  Betrachtung  wurde  angenommen,  dass  die 
Convergenz  der  Doppelreihe  bekannt  sei,  und  hieraus  die  Convfr- 
genz  der  einfachen  Reihen  hergeleitet,  welche  entstehen,  wenn  m^n 
die  Summen  der  Horizontalreihen  oder  der  Verticalreihen  als  Glie- 
der neuer  Reihen  (6  und  7)  betrachtet ;  es  fragt  sich  nun ,  ob  dieöe 
Schlüsse  umgekehrt  gelten. 

Die  Glieder  der  gegebenen  Doppelreihe  denken  wir  uns  zunächst 
auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  und  bezeichnen  letztere  wieder 

mit  tt  ,  t*    etc.  u  ,  U   etc.    Ferner  setzen  wir  voraus,  dass  die  Reihe 
o'      1  o'      1  ' 

der  Horizontalsummen  s,  s^,  s^  etc.   convergire  und  S  zur  Summe 
habe;  es  ist  dann 


... 


S  =  s  +  s'  4-  s°  +  s™  + 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  m  ersten  Glieder  ab,  die  mit 
S'*)  bezeichnet  werden  möge,  so  bleibt 

Für  hinreichend  grosse  m  kann  die  linke  Seite  kleiner  als  jede 
angebbare  Zahl  gemacht  werden  (wegen  8  ^=  lAm  S^"^^);  von  der 
rechten  Seite  gilt  dasselbe,  und  wenn  daher  s  irgend  eine  vrillkühr- 
licbe  Zahl  bezeichnet,  so  kann  m  immer  so  gross  gewählt  werden, 
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8)  /'">      +  /'»  +  "  +  s<"'+''  + 


'  0  1  '2  ' 

'  0  '  1  '2  ' 


weniger' als  |6  beträgt.  Andererseits  sind  s,  s^,  s^'  etc.,  der  Voraus- 
setzung nach,  endliche  Grössen,  mithin  convergiren  die  gleichgelten- 
den Horizontalreihen,  z.  B. 

Am) (m)    I         (m)    i         (m)      i 

0        '         1        '         2  ' 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  ab,  so  bleibt 

n        '        n  +  1    '        n4-2      ' 

und  durch  ahnliche  Schlüsse  wie  vorhin  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  diese  Summe  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl,  also  auch  <^- — « 
gemacht  werden  kann,  wenn  n  wächst.     Die  Summe  der  m  Reihen 

u         4-^.1    4-^.«»     -!-•••• 

4-  «(•»-»+  «<'"-»+  «<'»-"  + 

lässt  sich  daher  unter  |£  herabbringen.  Vereinigen  wir  diese  w  Rei- 
hen mit  denen  in  Kro.  8),  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass 
die  Summe  der  Glieder 

%    +  \+i  +  •  •  • 
+ »«    +  w«+i  + 


•     • 


'        0  '        1  ' 


+  «'"-"+ <17'  + 


• 


+ 

kleiner  als   £  gemacht  werden  kann,   also   jedenfalls    eine   endliche 

Grösse  ist     Durch  Hinzufügung  der  in  jS^"*^  enthaltenen  Glieder  ent- 

steht  jetzt  eine  Doppelreihe  mit  gleichfalls  endlicher  Summe.     Unter 
Rücksicht  auf  Nro.  I.  giebt  dies  folgenden  Satz : 
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Wenn  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  einer  unend- 
lichen Doppelreihe,  in  Horizontalreihen  gruppirt, 
lauter  convergente  Keihen  geben  und  wenn  die  Reihe 
der  Horizontalsummen  wiederum  convergirt,  so  ist 
auch  die  Doppelreihe  convergent  und  es  bleibt  dann 
gleichgiltig,  ob  man  die  Glieder  in  horizontaler  oder 
In  verticaler  Richtung  vereinigt. 

Dass  dieser  Satz  zu  gelten  aufhört,  wenn  die  absoluten  Werthe 
iler  BeihüDglieder  nicht  mehr  convergente  Reihen  liefern ,  mag  fol- 
gendes lehrreiche  Beispiel  zeigen.     Die  unendliche  Doppelreihe  sei 

la-D  -i(i-j)  +Ki-^3)  -la-ö  +K1-J)  — 

+Ki-i)*-|(i-D»  +  l(i-D»-Hi-J)*  +  J(i-ö» 

+l(i-|)»-|(i-J)»  +  l(i-D''-|(i-J)'  +  i(i-i)* 

+ 

worin  je  zwei  in  derselben  Horizontslreihe  stehende  Glieder  sich  auf- 
beben; die  Reihe  der  Horizontalsummeu  ist  hier 

=  la-i)  +  lii-iy  +  ia-i)'  + 


1 

5 


—  2      1  1  —     "a 

Für  die  Reihe  der  Yerticalsummen  findet  man 

So  +  Si  +  Sa  +  «3  + 

1  212  31   S  4X4  • 

2     313     414     6»   '5  » 

liier  ist  bei  Addition  einer  ungeraden  (2  k  —  1)  Anzahl  von  Gliedern 

fi>2ifc-i  =  +  I    nnd     LimS^k—i  =  +  i» 
^gegen  bei  Zusammenfassung  von  2  Ä  —  2  Gliedern 

k 

woraus  erhellt,   dass  die  Reihe  der  Yerticalsummen  nicht  convergirt, 
ßondem  zwischen  +  \  und  —  ^  hin  und  her  oscillirt. 

Das  für  den  ersten  Augenblick  befremdliche  Resultat,  dass  die 
betrachtete  Doppelreihe  bei  der  einen  Anordnung  eine  bestimmte 
Stimme  liefert  und  bei  der  anderen  unbestimmt  wird ,  erklärt  sich 
sehr  einfach,  wenn  man  erst  die  Summe  S^"*^  aufsucht.     Man  findet 

8r=i-(!)--(.-ij +(.-!)- 

nnd  um  hieraus  die  Summe  der  unendlichen  Doppefreihe  abzuleiten, 
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muss  man  m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  lassen ;  dies 
giebt 

8  =  1  —  1  +  ZiwX*mKl--i-J   ^n  . 

Denkt  man  sich  in  dem  letzten  Ausdrucke  erst  m  als  constani 
und  vergrössert  n  in's  Unendliche,  so  hat  man 

Xtm   fl j  ==  1,  mithin  2^mZf«m(l \  =1» 

und  jS=  +  ^. 

Lässt  man   dagegen  zuerst  n  constant  und  m  in's  Unendlichi 
wachsen,  so  ergiebt  sich 

Z^mUl j        1  =  0,  mithin X«mJrim|  fl j  ~^ 

und  S  =  —  |- 

Man  könnte  aber  auch  m  und  n  gleichzeitig,   in  irgend  einei 
Verhältnisse  zu    einander,    unendlich  vermehren;    setzt  man  z. 
m  +  1  =  Äw,  wo  Ä  eine  constante  positive  ganze  Zahl  bedeutet, 
wird 


Um  Um  [(l-i)"""]  =  ii^[(i_i)*"]  = 


—  A 

e 


S  =  -  i  +  e  *. 


Man  sieht  aus  diesen  Erörterungen,   dass  (  1 J        \ 

gleichzeitig  unendlich  wachsenden  m  und  n  sich  keiner  bestimi 

ten  Grenze  nähert ;  dasselbe  gilt  von  S^*"^  und  daher  ist  die  betrac 

tete  Doppelreihe  divergent,  obschon  sowohl  die  Horizontalreihen  i 
auch  die  Reihe  der  Horizontalsummen  convergiren.  Dagegen  wi 
den  die  absoluten  Werthe  der  Reihenglieder  keine  convergirend 
Reihen  liefern  (es  wäre  schon  s  =  oo )  und  eben  desshalb  besteht  d 
vorhin  ausgesprochene  Theorem  nicht  mehr. 

III.     Es  seien  Pund  Q  die  Summen  der  beiden  convergirend 
Reihen 

«*o  +  ^1   4-  ^  +  ^3  + 

^0    +    ^    +   «^2    4-    «^3    4- 

von  denen  wir  voraussetzen,  dass  sie  ihre  Convergenz  beibehält^ 
wenn  die  Reihenglieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  werd^ 
in  der  Doppebeihe 


.  .  •  • 
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«0  «?o  +  «h  «•  +  «I ««  +  «t  «i»  -? 

+  «0  «1  +  «1  «1  +  «2  ^1  -^ 

+  «i,  r,  J-  «3  r,  J- 

+ 

conYergiren  nun  die  Horizontalreiheii  und  b^beo  die  Snsmitn 

Pro  ,     Pr,  ,     Pr,  ,     Pr^  , , 

ancli  coüTergirt  die  Reihe  der  Horixontal  fanrnnfn 

Pt7o  +  Pti  +  Pct  +  Pr,  H 

=  P(ni  +  «\  +  «^  +  r,  +.--)  =  PC- 
Zufolge  des  in  ü.  "acsgespiochencn  Theoranes  €xm\€Tgitt  jetzt 
die  Torige  Doppelreihe  und  darf  nach  Terdealeolonnen  geordnet  wer- 
den, d.  h.  die  neue  Beihe 

tt0«^O    +   («O  »1    +  Ih  «•)    +  (m*  C»    +   «1  «Ti    +   Mj  r^,) 

+  («0  «*  +    «1  «5  +  «%  rj  +  «5  r<.)  H 

ist  convergent  nnd  hat  PQ  zur  Summe.     Die  BetracLtuDg  der  Dop- 
pelreihen  fuhrt   demnadi  auf  den    in  §.  44,  IL  entwickelten  Satz 

zurück. 


Cap.  VII. 

Die  Potenzenreihen. 

§.44. 
Die  Theoreme  von  Taylor  und  Mao  Laiirin. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  f(x),/'(x),  f"{x),. 
.  .  /(**)  (x)  endlich  und  stetig  bleiben,  so  lange  x  das  Intervall  x  =  i 
h\s  X  =  a  -{-  h  nicht  überschreitet,  gilt  nach  §.18,  Nro.  17)  die 
Formel 

1)  /(«  +  h)  =fia)  +  jf'(a)  +  Y^/"(a)  + 

worin  p  eine  beliebige  Grösse,  ^  einen  nicht  näher  bekannten  positi- 
ven echten  ßruch  bezeichnet.  Lässt  man,  wie  es  üblich  ist,  x  an  die 
Stelle  des  beliebigen  a  treten,  so  hat  man  in  der  obigen  Formel  ein 
Mittel,  um  die  Aenderung  zu  berechnen,  welche /(a?)  erleidet,  wenn 
X  um  h  zunimmt.  Wie  man  sieht,  erscheint  /(x-^h)  als  Summe 
von  n  -\-  1  Summanden ;  die  n  ersten  Summanden  stehen  unter  der 
gemeinschaftlichen  Form 

1.2.3...m'^'"  ^^^ 

und  bilden  daher  eine  endliche  Reihe ,  welche  nach  Potenzen  von  h 
fortschreitet;  der  letzte  Summand  ist  von  abweichender  Form  and 
bildet  das  sogenannte  Ergänzungsglied  oder  den  Rest  der  Reihe. 
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Bezeichnet  man  den  Rest  mit  22;,,  so  kann  man  die  Gleichang  1)  anch 
folgendermaassen  darstellen 

2)      /(x  +  Ä)  =/(x)  +  ^h+  -^  ;i2  + 

^  1.2...(ii— 1)  ^      "' 

^  ^~      1.2.3...(»— l).i> 

Dies  ist  der  sogenannte  Taylo rasche  Satz,  welcher  aber  nur 
noter  der  Bedingung  gilt,  dass  die  Functionen  /,  /',  /",  .  .  .  /^"^ 
innerhalb  des  Intervalles  x  bis  x  -\-  h  endlich  und  stetig  bleiben. 

Setzt  man  in  der  Formel  1)  a  =  0  nnd  schreibt  zugleich  x  für 
/'.  so  gelangt  man  zu  dem  Theoreme  Yon  Mac  Laurin  nämlich 


5)  B,  =  i^-»)'-'f^i»%.^ 

1 .  2  . . .  (n —  l)'p 

dessen  Gültigkeit  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  dass  die  Functio- 
nen /  /',  /",  .  .  .  /<")  endlieh  und  stetig  bleiben  innerhalb  des  Inter- 
valles 0  bis  X*  Der  Mac  Lanrin'sche  Satz  bietet  das  Mittel,  um  jede, 
der  vorigen  Bedingung  genugende  Function  in  eine  endliche  Reihe 
zu  verwandeln ,  welche  nach  Potoizen  der  Variabelen  z  fortschreitet. 
Die  Formeln  3)  und  5)  enthalten  einen  positiven  echten  Bruch 
^,  dessen  Betrag  nicht  bekannt  ist;  in  Folge  dieses  Umstandes  läset 
sich  anch  der  genaue  Werth  des  Restes  nicht  angeben,  sondern  nur 
Bein  Maximum  und  Minimum,  um  diesem  Uebelstande  zu  entgehen, 
ist  es  in  vielen  Fallen  zweckmässig,  die  Zahl  n  in's  Unendliche  wach- 
seOf  d.  h.  die  endliche  Reihe  zu  einer  unendlichen  werden  zu  la^Ken. 
Giebt  man  nämlich  der  Gleichung  2)  die  Form 

/(x+h)-B, 

^1.2...(»— IJ 
so  folgt  bei  unendlich  waehsoidea  n 

f(x  +  Ä)  —  Um  R, 

=/(x)  +  q^*+^>Ä'  + 
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hier  kann  es  geschehen,  dass 

LimBn  =  0 
wird  und  in  diesem  Falle  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

6)  /(x  +  h)  =f(x)  +  ^h  +"Y^Ä»  +  .  .  .  • 

Ein  analoger  Satz  ergiebt  sich  aus  Nro.  4);  unter  der  Bedin- 
gung 

LimBn  =  0 
wird  nämlich 

7)  fix)  =/(0)  +  Äa,  +  ^x^  + 

Bass  die  in  Nro.  6)  und  7)  erhaltenen  unendlichen  Reihen  con- 
vergiren,  versteht  sich  ihrer  Herleitung  zufolge  von  selbst  *). 

So  lange  die  Function  f{x)  nicht  specialisirt  wird,  kann  man 
begreiflicherweise  nicht  entscheiden,  ob  die  unter  Nro.  5)  und  7)  ver- 
zeichneten Beste  bei  unendlich  wachsenden  n  die  Null  zur  Grenze 
haben  werden  oder  nicht;  dies  ist  in  jedem  gegebenen  Falle  Sache 
einer  besonderen  Untersuchung.  Letztere  kann  man  sich  häufig 
durch  den  Satz  erleichtem,  dass  eine  gegebene  Function  ^(n)  bei 
unendlich  wachsenden  n  sicher  gegen  die  Null  convergirt,  sobald 

sich  der  Quotient  — \  .\       einer  Grenze  A  nähert ,  deren   absoluter 

Werth  ein  echter  Bruch  ist.  Bezeichnet  nämlich  k  denjenigen  indi- 
viduellen Werth  des  n,  von  welchem  ab  jener  Quotient  kleiner  bleibt 
als  ein  zwischen  1  und  k  eingeschalteter  echter  Bruch  ß ,  so  gelten 
Vie  in  §.  37  für  die  absoluten  Werthe  von  ^(Ä),  tlf(k  -{-l)  etc.  die 
Ung]^hungen 

^(Ä-f  1)<*(A;)^,     t^(Ä  +  2)<^(Ä;)/JS 

l/;(Ä^-w^)  <  *(A;)/3«; 

die  letzte  derselben  kann  unter  der  Form 

0  <  i>(n)  <  ^(Ä;)/J«-* 
dargestellt  werden  und  führt,  wegen  Limß^  =  0,  sofort  zu  dem 
erwähnten  Satze**). 

*)  Dieser  Satz  darf  übrigens  nicht  umgekehrt  werden,  d.  h.  ans  der 
Convergenz  der  Reihe  folgt  keineswegs  die  Gleichung  Lim  Bm  =  0.  Es 
lässt  sich  daraus  nur  schliessen,  dass  die  Summe  der  Reihe  mithin  auch 
LimBn  eine  endliche  Grösse  sein  muss.  Ob  diese  von  Null  verschieden 
oder  =  0  ist,  würde  dann  immer  noch  einer  besonderen  Untersuchung 
bedürfen. 

*'*')  Ebenso  leicht  erkennt  man,  dass  V/(n)   in's  Unendliche  wächst, 

f.ills  der  absolute  Werth  von  Lim      .■/!  '  die  Einheit  übersteifft 
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Die  Formel  7)  zeigt,  wie  man  eine  Function  y'(ic)  unter  gewis- 
>«Q  Bedingungen  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  unend- 
iiibe  Reihe  verwandeln  kann,  und  es  lässt  sich  erwarten,  dass  diese 
rniwandlung  nur  auf  eine  einzige  Art  möglich  sein  wird.  Die  letz- 
tere Bemerkung  bedarf  indessen  einer  genaueren  Untersuchung ;  wir 
wollen  daher  eine  Gleichung  von  der  Form 
S(  /(^).=  fle  +  »1  a;  +  c/2  a;2  -j-  aa  a;8  4-  .  .  .  . 

iLj  bestehend   voraussetzen    und  umgekehrt  fragen,   welche  Werthe 
d&nn  die  Coefficienten  ao,  ^i ,  o^  etc.  haben  müssen. 

Zum  Bestehen  der  Gleichung  8)  gehört  vor  Allem  die  Conver- 
reiiz  der  vorkommenden  Reihe;  der  absolute  Werth  von 

lAm  ^-^^ii-^^^ =  X  lAm  -^^±i 

an  a;"  a« 

darf  mithifl  die  Einheit  nicht  übersteigen ,   folglich  muss  lAm     ^^ 

«ne  endliche  Grösse  sein,  welche  a  heissen  möge;  die  Convergenz 
der  Reihe  findet  dann  sicher  statt,  wenn  der  absolute  Werth  von  a  x 
ein  echter  Bruch  ist  oder 

a  a 

Bezeichnen  wir  den  absoluten' Werth  einer  Zahl  g  wieder  mit 
l-j.  so  haben  wir  nach  der  gemachten  Voraussetzung 


<i, 


b^i  hinreichend  grossen  n  muss  folglich  der  genannte  Quotient  klei- 
ner bleiben  als  ein  zwischen  [a  x]  und  1  eingeschalteter  echter  Bruch 
1  Derartige  Werthe  von  n  mögen  Ä,  Ä;  -f-  1,  fc  -f-  2  etc.  sein;  nach 
(iner  oft  gebrauchten  Schlussweise  findet  sich  dann 

Diithin 

<  [ö*  a;*]  Yzr^ ' 

Zerlegen  wir  nun  die  Reihe  8)  wie  folgt 

f{x)  =  «0  4-  «I  «  +  «2«^^  +  •  •  •  +  ajt-ix^-^ 

+  ajtx^  +  at^ix^-^^  +  a*  +  2ic*+^  +  •  •  •  » 

►^  beträgt  der  absolute  Werth  des  zweiten  Theiles  rechter  Hand 
temger  als  der  vorhin  gefundene  Ausdruck,  und  daher  lässt  sich 
«•  Torstehende  Gleichung  durch  die  folgende  ersetzen 

•«hlOmUch,  Aiulyaia.  L  14 
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9)  f(x)  =  oo  +  aiic  +  a^x^  +  •  •  •  +  a*-ia;*-i  -f  ^^*^  , 

worin  Q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichne 
Für  0?  =  0  folgt  hieraus 

10)  /(0)  =  ao, 

womit  der  Werth  von  a^  bestimmt  ist.  Subtrahirt  man  die  Gle 
chung  10)  von  der  Grleicbung  9)  und  dividirt  mit  x^  so  hat  mi 
weiter 

X  1  —  c 

beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  x  nimmt  der  Qw 
tient  linker  Hand  die  Form  §  an,  man  findet  aber  nach  der  Reg 
des  §.  31 

/(O) 

11)  ^  =  ^1. 

Vermöge  der  Werthe  von  Oq  und  a^  hat  man  weiter  aus  Nro.  I 

/W-/(0)-^a: 


a;2 

*  — 2 


=  «2  +  «;ia^  +  •  •  •  +  a*-ia;*    •'  + 


1  — £ 

und  als  Grenzwerth  für  verschwindende  x 

Auf  gleiche  Weise  fortgehend,  erhält  man  für  irgend  eine 
Coefficienten  a^^  wenn  k  ^  m  genommen  wird, 

^      /(">  (0) 
1.2. 3. ..w 

Demnach  lässt  sich  eine  gegebene  Function  f{x)  nur  auf  ein 
Weise  in  eine  unendliche  unbedingt  convergirende  Potenzenreihe  vei 
wandeln. 

Eine  Folge  dieses  Satzes  ist,  dass  eine  Gleichung  zwischen  zwe 
convergirenden  Potenzenreihen,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

«0  -{-  aix  -{-  a^x^  ■\'  a^x^  -^  -  -  ' 
=  h  +  ^1  ^  +  h2X^  -\-  hsX^  +  '  '  ' 
nur  bestehen  kann ,  wenn-  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  i 
identisch  sind,  nämlich  «o  =  ^o »  ^i  =  ^i ,  «2  =  ^2  ^'  s-  w. 
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§.  45. 
Der  binomische  Satz. 

Da  wir  die  Entwickelung  von  (1  +  a;)"  für  den  Fall  eines  gan- 
zen positiven  fi  bereits  in  §.  7  erledigt  haben,  so  setzen  wir  im  Fol- 
geoden  immer  voraus,  dass  fi  keine  ganze  positive  Zahl  sei.  Behufs 
der  Anwendung  des  Theorem  es  von  Mac  Laurin  nehmen  wir  femer 

fix)  =  (l  +  x)l'       . 

ond  haben 

p)(x)  =  11(^1  -  1)  Oi  -  2)  .  .  .  (/i  -  [ä;  -  1])  (1  4-  x)f'-^ 

_ft(^-l)(^~2)...(ft-[fc~l]) 

(1-fa;)*-^ 

wobei  die  zweite  Form  £üt  k  ^  fi  dient,  welcher  Fall  früher  oder 
Bpäter  eintritt.     Sollen  nun  f(x),  f\x),f"(x)  etc.  endlich  und  stetig 

bleiben,  so  darf  der  Nenner  (1  -\-x)  ^^  nicht  verschwinden,  mithin 
ist.  wenn  man  von  x  =  0  ausgeht,  x  auf  das  Intervall  —  1  bis  +  oo 
zu  beschränken,  so  dass 

—  1  <  x<:  +  OD 

die  erste  Bedingung  der  Entwickelung  ist.  Nach  den  Formeln  4) 
und  5)  des  vorigen  Paragraphen  erhalten  wir  jetzt 

1)  '  (l+^)^_2?„ 

^  1       ^       1.2  ^  1.2.3  ^ 

.    ft(^- 1)  (^-2)  .  .  .  (^-[n~-2]) 
"*"  1.2.3...(w— 1) 

2j  j^^  ^(fi-l)(^--2)...»-[n~l])     (l---^r-Px- 

Um  zu  erfahren,  unter  welchen  Umständen  der  Rest  bei  unend- 
fcl  wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  nehmen  wir  zuerst 
P==  l  und  ertheilen  dem  Bn  folgende  Form 

B,  =  (-ir-i  Ml  +^a;)^-i  (l-|)  (l-|)  .  .  . 

\     w  — i/\i  +  W 

Da  X  zwischen  —  1  und  +  od  liegt,  so  ist  1  -\-  d'X  jedenfalls 

14* 
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positiv,  mithin /xa;(l  + '9'a;)'"  ^  eine  endliche  Grösse;  daher  tragt 
sich  nur  noch,  ob  alle  übrigen  Fäctoren  zusammen  ein  Product  gebenJ 
welches  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Gröüze  Null  zustrebt 
Nennen  wir  |  den  absoluten  Werth  von  a?,  so  ist  für  positive  a*,  ih 
für  x  =  l 

l  +  d'X         l+H'^' 
u..d  bei  negativen  a;,  d.  h.  für.  x  =  —  |,  wobei  |  ein  echter  Brad 
sein  muss, 

der  absolute  Werth  des  letzten  Bruches  beträgt  weniger  ah  |,  rai 
hin  ist  in  jedem  Falle 


[^]<^ 


wofern  nur  x  zwischen  —  1  und  -|-  oo  liegt.  Aus  den  bisherig! 
Schlüssen  geht  hervor,  dass  LimBn=  0  wird,  sobald  der  Ausdmi 

bei  unendlich  wahs enden  n  die  Null  zur  Grenze  hat.     Da  nun 

ist,  so  findet  die  letztere  Bedingung  in  dem  Falle  |  <C  1  sicher  sta 
während  dagegen  für  |  >  1  sowohl  IAm^{n)  als  Limün  unendÜ 
werden  würden.  Aus  der  Gleiphung  1)  folgt  jetzt  durch  üebergt 
zur  Grenze  für  n  =  oo       , 

-    1    <  X  <    +    1. 

Die  beiden  extremen  Fälle  o;  =  -|-  1  und  x  =  —   1  bedüi 
noch  einer  speciellen  Untersuchung.     Für  x  =  -\-  1  haben  wir 
Nro.  2),  indem  wir  die  beliebige  Zahl  p  durch  n  ersetzen, 

1  .  2  .  o  ,  ,  ,  ,  n  ,  \1  +v 

Der  erste  Factor  ist  immer  von   endlicher  Grösse;    der  1 
Factor  liegt  zwischeii  0  und  1 ,  doch  darf  man  hieraus  nicht  sc 
sen,  dass 
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»in  müsse,  weil  #  auf  unbekannte  Weise  von  n  abhängt*);  das  Ver- 
sohwinden  von  Bn  findet  daher  nur  in  dem  Falle  sicher  statt,  wo 
der  zweite  Factor  gegen  die  Null  convergirt.  Um  hierüber  urtheilen 
2u  köimen ,  unterscheiden  wir  die  Fälle  eines  positiven  und  eines 
negativen  fi.  Bei  positiven  fi  giebt  es  immer  zwei  aufeinander  fol- 
gende ganze  positive  Zahlen  k  —  1  und  k,  zwischen  denen  (i  ent- 
Wten  ist;  dem  entsprechend  kann  folgende  Zerlegung  vorgenommen 
«fflen 

(ijft  —  1)  (ß  -  2)  .  .  .  (f*-[w-l])__ 

,^l,„  , .a (»  - l)...f.a-  \k—^  1)   r/. -  >«) (/.-/i  II) ...(/'- ^+ /<~fc~  1) 
1  .  L> . . .  /.•  *      (/c    l    1 )  (/•    4    2) , .  .  (/.""i ~ n  —  Ä) 

]Nt  erste    l>ru']i    reclittu*    Ibmd    lie.sitzt    einen    imveräiMlerlichen 
^^f'ith;  f]«T  zweite   Hineli  ist   vnu  «|«'i;  l'onn 

/i(ji    !     1)  (ii_\_  2)  ....  (/3    !    '/;/  -  1) 
u{(i    '-  1 1  irr    1    '2)  ....  [n    ^    tit  —  1 )' 
ß  =  A*  +  1»     ß  =  k  —  /i4,     m  =  H  -    /.• 

wd  hat  nach  §.36  die  Null  zur  Grenze,  weil  hier  a  >  /3  ist.     Für 

jftdes  endliche  positive  /t  gilt  daher  die  Gleichung 

5,  Lim  ^(ft-l)(/^-2)---(f^-[>'-l])  _  y. 

Wenn  zweitens  ft  negativ  etwa  fi  =  —  ^  ist,  so  wird 

^(^— 1)  Qi  — 2)  .  .  .  (fi—[^  — 1]) 
1  .  2  .  3  .  .  .  .  n 

-1) 


_  /      n«    A(A  +  l)(A+2)...(A+i? 
~~  ^       ^  1.2.3 V 


ffld  nach  dem  vorhin  erwähnten  Satze  convergirt  der  Bruch  rechter 
land  gegen  die  Null,  wenn  1  ]>  A,  d.  h.  —  1  <;  —  X  oder  —  1  <C  f* 
lt.   Die  Formel -5)  gilt  daher  unter  der  Bedingung  —  1  <  ft  <C[  +  oo , 
bd  dann  hat  man  auch  Lim  Bn  =  0. 
I     Im  zweiten  Hauptfalle  x  =  —  1  giebt  die  Formel  2) 

1  .  2  .  .  .  .  ( //  —  1 )  .  i> 

*)  So  wurde  z.  B.  für  it  rzr.  —  der  ulaere  Grenzwert h  nicht  rr?  (»son- 

1 
ern  =^ —  werden. 

e 
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Wir  betrachten  hier  zuerst  den  Fall,  wo  ^  negativ  =  —  A  ist 
und  nehmen  dann  jj  =^  1 ;  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

^  (A  +  l)(A  +  2)...(A+n~l)  X 

1.2 (n—l)  '  (i_^)A+i 

besteht  jetzt  aus  zwei  Factoren,  von  denen  der  erste  in*B  Unendliche 
wächst,  während  der  zweite  jedenfalls  mehr  als  A  beträgt;  demnach 
wird  lAm  En  "=  oo,  Ist  dagegen  fi  positiv ,  so  kann  man  p  =  ^ 
nehmen  und  erhält  aus  Nro.  6) 

7)  i?„-(-l)    i.2.'....(«-l) • 

mithin  nach  1) 

,     ix„^i  (fi~l)(f*-2).  ..(^-[n-l]) 
^       ^  1  .  2  ....  (w  —  1) 

_  jt     ,    (ijfA—l)  _  ft(^  —  1)  (ft  —  2) 

l"^      1.2  1.2.3  "^ 

^  ^      ^  .1.2 (w  —  1) 

Dieses  Resultat  bestätigt  sich  auch  durch  die  identische  Glei- 
chung (§.  36) 

a(a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  .  (a  +  w  —  1) 

=  1  4- Lzl  i   (ß-^)ß  ,   {ß-<^)ß(ß  +  l)  , 

"*"      a       '^  a(a  +  1)  ^  a(a  +  1)  (a  +  2)^ 

(^~«)/3(/3  +  l)....tf{  +  m~2) 

"^  a(a  +  1)  (a  +  2) (a  +  m—1)' 

welche  für  a=  1,  ß=  1  —  ^,  m  =  n  —  1  Dasselbe  giebt.  Durcli 
die  Schlüsse,  womit  die  Gleichung  5)  erreicht  wurde,  überzeugt  mai 
sich  ohne  Mühe,  dass  auch  hier 

1  .2 (n  —  1) 

mithin  lAmBn  =  0  ist.  Alles  Bisherige  führt  zusammengenommer 
zu  folgendem  Theoreme: 

Die  binomische  Entwickelung 

(1 + ^)f' 

^1^      1.2^+  1.2.3      ■   ""    ^ 

gilt  für  jedes  endliche  (i,  wenn  der  absolute  Werth 
von  X  ein-  echter  Bruch  ist;  im  Falle  x  =  -}-  1,  inuss 
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dagegen  ft  zwischen   —  1    und   -|-  od    liegen,    und    im 
Falle  X  =  —  1  darf  ft  nur  positiv  sein. 

Häufig  vorkommende  specielle  Fälle  dieses  allgemeinen  Binomial- 
äteorems  sind: 

^)    7T^-^  zzz  1  -  2a;  +  Sx^'-  4a;8  + ,     ' 

(1  -|-  x)^ 

-l<x<  +  1; 

II        .  n^  i X  -i X^ X^  + , 

VT+^  2  2.4  2.4.6       ^ 

-  1  <x<:  +  1; 
a?         1   aj2    .    1 . 3  a;8 


—  1  <  a;  ^  -f  1; 

It  der  letzten  Gleichung  erhält  man  noch  durch  Anwendung  einer 
iknnten  Formel 

_  X         1.3  a;3        1.3.5.7  a;5 

■^  2   '^"2.4'6~'"2.4.6.8  10"'" ' 

—  1  <  a?<  4-  1- 

Handelt  es  sich  um  die  Entwickelung  der  fitea  Potenz  einer 
IQtheiligen  Grösse,  so  nenne  man  a  denjenigen  Theil,  dessen  abso- 
m  Werth  der  grössere  ist,  und  h  den  übrigen  Theil;  es  ist  dann 

- 1  <-<  + 1- 

a 

I^iese  Formel  lässt  sich  u.  A.  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  belie- 
fiioher  Grade  anwenden;  so  ist  z.  B. 


f  132  =  fÜHTT  =  y  125(1  +  ^) 

^    3      125         3.6\12ö/    ^  3.6.9  V125/  )' 
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_     i     _1      5         1.3  /5Y        1.3.7     /SV 
~^r""T'81        4.8  \81/  4.8.12X81/ 

Das  hierbei  befolgte  Princip  wird  man  leicht  erkennen. 


§.46. 
Die  logarithmischen  Reihen  und  die  Exponentialreihen. 

L     Die  Annahme 

f(x)  =  lil+x) 

giebt  zunächst 

■woraus  ersiclitlicli  ist,  daua  f{x), /'(ui),  f"(x)  etc.  eiuUich  und  ?trt 
bleiben  so  lauge  x  zwischen  —  1  und  4-  ex  liegt.  Unter  dieser  ^t 
»ussetzuug  führt  das  Theorem  von  Mac  Laurin  zu  folgender  (ü 
eliuiig  '^ 

1)  lil+x}-lt„ 
=  fo;  -  1x2  +  1x3 +  tll^a,«-!, 

Für  p  =  l  erhält  der  Rest  die  einfachere  Form 

^  —^      ^-'         1  +  ,'^a;  Vi  +»xj        ' 

wegen  —  1<C[ä;<C-|~^    ist   1  -{-  d'x  positiv,    mithin  der 
Bruch  jederzeit  von   endlicher  Grösse;   ferner  gilt  wie   im  voi^ 

Paragraphen  die  Bemerkung,   dass  der  absolute  Werth  von  — 

weniger  beträgt  als  der  absolute  Werth  von  x.  Der  Rest  converj 
daher  gegen  die  Null,  wenn  der  absolute  Werth  von  x  ein  eck 
Bruch  ist;  bei  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Nro.  1) 

2)  7(1  4-a;)  =  o;  ~  Ix^  +  1.^8  -  1.^4  + , 

—  1  -^  X  <  +  1. 
Die  extremen  Fälle  x  =  4-  1   und  .r  =  —  1  verlangen  e 
besondere  Untersuchung.     Für  .r  ir^  4-    1  ergiebt  sich,  wenn  y 
genommen  wird. 
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BÜthin  bei  unendlich  wachsenden  n 

lAmBn  =  0. 
Für  X  =  —  1  wird 

_   (-^  l)»-i  , 
n(l— '^)«' 

hier  wächst  zwar  der  erste  Factor  des  Nenners  in 's  Unendliche,  dage- 
gcD  könnte  %  die  Einheit  zur  Grenze  haben  und  folglich  der  Nenner 
die  imbestimmte  Form  oc  .  0  erhalten ;  man  darf  daher  nicht  behaup- 
ten, dass  lAm  B„  =  0  sei.     Nach  diesen  Bemerkungen  haben  wir 

3)  7(1  -\-  x)  z=  \x  —  Ix'^  +  Ix^  —  Ix^  -^ ,      ' 

—  1  <  ;r  <   f  1. 

[ 

Läsöt  man  — :/'  fin  die  Stelle  von  O'  treten,  so  folgt 

ij  /(.l  —^n  —-  —  \x  —  |/r-^  —  li^''  —  i;r*  —  ...., 

I  —  \   -    X  <^    ^     1: 

Rp  IhlForeuz  clor  Glpiclnunren  H)  und    \)  ist 

-  1  <  a-  <  +  1. 

^ l 

Für  X  =  — j— — ,  wo  js  jede  positive  Zahl  sein  darf,  folgt  weiter 

ind  damit  ist,  wenigstens  theoretisch,  die  Aufgabe  gelöst,  zu  jeder 
|o8itiven  Zahl  den  natürlichen  I^ogarithmus  zu  finden.  Bei  kleinen 
lerthen  von  js ,  wie  z.  B.  für  z  ^=  2  und  ^  =zi  3 ,  ist  die  Formel  6) 
to  numerischen  Berechnung  vollkommen  brauchbar ;  bei  grösseren  js, 
\  ß.  schon  für  ^  ==  10 ,  convergirt  dagegen  die  Reihe  so  langsam, 
m  sie  praktisch  nicht  mehr  benutzt  werden  kann. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  1(a  -\-  V)  =  la  -\-  l{l-\ 1  ist,  er- 

Ält  man  leicht  unter  Anwendung  von  Nro.  3) 

-K--  +  1. 

a 
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diese  Formel,  welche  auch  mittelst  des  Taylor'schen  Satzes  ent- 
wickelt werden  kann,  dient  zur  Berechnung  von  l(a-\-h)j  wenn  U 
bekannt  ist.  Eine  zu  demselben  Zwecke  noch  bequemere  Fonnel 
ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

l(a-\-o)  =  la  -^  V 

■  1  — 


2a  +  h 

wenn  der  zweite  Logarithmus  rechter  Hand  nach  Nro.  5)  entwickelt 
wird,  nämlidh 

8)  l(a+,)  =  la  +  2[^^^l{^y  +  l{^y  +  .- 
Diese  Formel  gilt  für  alle  positiven  a  und  6,  weil  dann 


immer  ein  echter  Bruch  ist.  Hat  man  aus  Nro.  6)  den  Betrag  von 
12  gefunden,  so  kann  man  jetzt  13,  14,  16  etc.  berechnen,  indem 
man  b  r=  1  und  a  =  2 ,  3 ,  4  etc.  setzt ;  selbstverständlich  braucht 
man  nur  die  Logarithmen  der  Primzahlen  mittelst  unendlicher  Het 
hen  zu  berechnen. 

Die  künstlichen  Logarithmen  der  Zahlen  lassen  sich  aus  derea 
natürlichen  Logarithen  auf  folgende  Weise  herleiten.  Es  ist  gleich« 
zeitig 

jg  =  e^*  und  ^  =  2)*'^*, 
mithin ,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
rithmen nimmt  und  vergleicht, 

la  ,  le  =:  Hogz  .  Ih  oder  Iz  =  Hogz  .  Ih, 
und  umgekehrt 

Hogz  =  --  Iz  =  Mblz, 
vo 

wo  Mb  den  sogenannten  Mbdulus  des  aus  der  Basis 'b  constroirten 
Logarithmensystems  bezeichnet.  Für  das  Brigg^sche  System  isl 
6  =  10  und  nfiwjh  den  vorigen  Formeln 

1 10  =  2,30258509,     Mio  =  0,43429448. 

II.  Nehmen  wir/(a;)  =  e^,  so  ist/W(ir)  =  e^  und  es  bleibe] 
daher /(x),/'(a;),/"(ir)  etc.  durchaus  endlich  und  stetig;  der  Ma 
L  aurin 'sehe  Satz  giebt  dann 

e^  -  Bn 
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tod  zwar  ist,  wenn  p  =.  n  gesetzt  wird. 


1.2«3»*>fi 


Man  übersieht  augenblicklich,  dass  Lim  En  =  0  wird,  sobald  x 
m  endliche  Grösse  ist,  und  wenn  der  Aosdrack 


X 


n 


^(»)  =  — 

Jü^  die  Null  convergirt ;  wegen 

Lim       , ,  .      =  Lim  — -—  =r  0 
^(»)  n  +  l 

idet  die  letztere  Eigensebafk  bei  jedem  endlichen  x  staiiX ,  mithin 

\LimRJ^  =z  0  und 

^    1   ^  1.2  ^  1.2.3^ 
^  Für  X  =  1  erhält  man  ein  Resultat,  welches  im  Wesentlichen 
IdeiD  übereinstimmt,  was  in  §.  7  gefunden  wurde. 

Läset  man  —  o;  an  die  Stelle  yon  x  treten ,  so  ergiebt  sich  aus 
fc  9]  die  Gleichung 

'     '    =^-t  +  t:2-t:2:3  +  ---' 

^^^mi  der  vorigen  durch  Addition  oder  Snbtraction  v^bunden 

ni«ibnn;  man  erhält 

2  "^  1.2  "^  1.2.3.4  '*' 

2  ~  T  "'^  1.2.3  '^  1.2. ..5  "^ 

Die  Formel  9)  führt  auch  zur  Entwickelung  einer  beliebigen 
Wentialgrösse  a*,  wenn  nur  deren  Basis  a  positiv  ist;  man  hat 
Eeh 

I  xla        (xlay        (xlay    . 

I  :=r   1    -4—  '    -t—  ————   -J—  -4—   .... 

^1^1.2^  1.2.3  ^ 
Setzt  man  in  Nro.  9)  e^  =  /s  und  nimmt  beiderseits  die  Loga- 

^  irgend  eines  Systemes,  so  folgt  x  =  -7-^  ,  mithin 

log  e, 

^  =  1  4.  i  I211   1   J_  (^%£.V   , 

^    1    löge   "^  1.2  \%e/    "^ 
in  liegt  die  Lösung  der  Aufgabe,   aus  dem  Logarithmus  einer 


•    ■     •    • 


220  Cap.  VII.    §.  47.    Goniometrische 

Zahl  die  letztere  herzuleiten.     Am  einfachsten-  wird  die  Forrad  \k 
natürlichen  Logarithmen.  ^ 


§.47. 
Goniometrische  und  oyclometrische  Reihen. 

I.  Da  die  DifiFerentialquotienten  des  Cosinus  abwechselnd  Si 
und  Cosinus,  mithin  jederzeit  endlich  und  stetig  sind ,  so  lässt  si 
der  Mac  Laurin'sche  Satz  auf  den  Fall /(u:;)  =  cos  x  anwenden  o 
giebt,  wenn  im  Reste  ^  =  v  genommen  wird, 

/jntt 

1)  cosx :; — cos(in7t  -\-  d'x) 

i  .  2  ,  3  . . .  )f 

X-      ,  X^  X''  ,  ,  .T"-!  (//-Dl 

1.2      1.2,H.i      1.2...(;  \rJ...{u  —  l) 

Aus  Abschnitt  IT.   des   vorigen  Paragraphen  weiss   mau  fem 
dass  bei  unendlich  MHcliseuden  ff 

Litn  -  =::  0 

ist;  verbindet  man  hiermit  die  Bemerkung,  dass  cos{\nn-\-\ 
nicht  über  das  Intervall  —  1  bis  -|-  1  hinausgeht,  so  gelangt  man 
der  Formel 

2)  cosx  =5=  1 H -♦-  •  •  •  • . 

^  1.2^1.2.3.4        1.2. ..6^ 

welche  für  jedes  endliche  x  gilt. 

II.  Auf  ganz  ähnlichem  Wege  findet  man 

x^  I 

3)  sin  X  —  Y~2~3 n  ^"'  (2  «  ^  +  '^■^) 

X  x^        ,         x^  .  x^-^  .     (n-lr 

1         1.2.3   ^  1.2... 5  ^1.2...(w  — 1)  2 

und  bei  unendlich  werdenden  n 


X  X"  .  X 


5 


4)  ,inx  =  -  -  j-^  +  j-^-^  ...... 

Da  sich  au«  .sm  .r  uud  co«  a;  die  übrigen  goniometrischcn  Fun 
neu  des  Rogens  x  herleiten  lassen,  so  ist  hiermit  das  Problem 
Bercclinung  aller  goniometrischcn  l'unctionen  gelöst.  Uebrigcns 
den  wir  später  noch  besondere  Beihen.für  tanx,  rof  .f\  .sr(  / 
C6CX  entwickeln. 
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III.  Um  das  Theorem  von  Mac  Laurin  auf  den  Fall  f{x) 
=  aresin  x  anzuwenden ,  lassen  wir  zunächst  ?»  -|-  1  an  die  Stelle 
TOD  )i  treten  und  schreiben  demgemäss 

Aus  der  in  §.  14,  Nro.  7)  entwickelten  Formel 
/(*  + 1)  (x)  =  D*  + '  aresin  x  = 

f{l-xyYi:i^\         2Ä;-1  1+x'^(2ä;-1)(2ä;-3)\1+J     "'\ 

fihtnun  zunächst  hervor,  dass  f(x),  f{x)^  /"(^)  ^tc.  endlich  und 
btig  bleiben  so  lange  x'^  die  Einheit  nicht  erreicht ;  wir  müssen 
ifcr  — -  1  <r  ic  <C  4"  1  voraussetzen.  Die  genannte  Formel  liefert 
■ch  dieWerthe  von/'(0),/"(0)  etc.,  doch  kann  man  dieselben  kür- 
t  aus  der  Relation 

•^  W  1— a;2 

srleiten  (§.  14,  Nro.  6);  es  folgt  nämlich 

/(*  +  2)(0)  =  Ä:V^*HO) 
«iÜün,  weil /(O)  =  0  und/'(0)  =  1  ist, 

/'(O)  =   0    .      /IV(0)  =  0  ,      /VI  (0)  rr^   0 

/"(o)=r2,  /v(o)  =r  12.32,  /v"(o)=  12.32.52 

Denken  wir  uns  n  als  ungerade  Zahl,  so  haben  wir  bis  jetzt  fol- 
indes  Resultat 

)  aresin  X  —  Bn^i 

—  £  4.  i- ^  j_  ill  f!  4.  1.3...(n>-2)  a;* 

~1   "^   2    3   "^2.4   5   ■^'"'^2.4...(w— 1)    n* 

dches  noch  durch  eine  Discussion  des  Restes  zu  vervollständigen 
t  Wollte  man  letztere  auf  die  bisherige  Weise  ausföhren,  so  würde 
|to  eine  etwas  complicirte  Untersuchung  anstellen  müssen;  wir 
■itttzen  daher  ein  anderes  Verfahren.  Dieses  beruht  auf  der  Bemer- 
BBg,  dass  der  Differentialquotient  von  aresin  x  eine   algebraische 

Mion,  nämlich  gleich  der  Potenz  (1  — X')~^  ist  und  dass  folglich 
^  Differentialquotient  der  Gleichung  5)  mit  einer  nach  dem  bino- 
Hchen  Satze  vorgenommenen  Entwickelung  übereinstimmen  muss. 
■I  diesen  Gedanken  auszuführen,  bezeichnen  wir  den  Rest  R„^i, 
«f  jedenialls  von  x  abhängt,  mit  q)(x)y  und  setzen  n  =  2m —  1; 
'ist  dann 
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6)  arcs^na.  =  -+-  3-  +  — -  +  .... 

,    1.3. 5... (2m  — 3)   a;2"»-i     ,      ^ 
^  2.4.6...(2m--2)2»w— 1  ^^^^ 

und  durch  Differentiation 

7)  T7=i==  =  1  +  -^«^^  +  ^^*  + 

y  1  —  /p«  2  2.4 

,     1.3.5...(2w  —  3)    9„    „    ,       ,,  ^ 
^  2. 4. 6. ..(2m  — 2)  ^  v^  w 

Andererseits  ist,  wenn  man  in  Formel  9)  des  §.  45  —  xM 
X  setzt, 

1  +  —a;2  ^  — — Äj4  4. 


/l_^2  '2         '2.4 


•     •    •    • 


1.3.  5...  (2  m  — 3)    .^ 
"*"  2.4.  6...  (2  m  — 2)^ 


2ni 


1.3..(2m-l)         j         2m+l^,   ■   (2m+l)(2m  +  3)       , 
^2. 4. ...(2»»)  /^2m  +  2      ^  (2«»  +  2)(2»»  +  4) 

und  nun  giebt  die  Vergleichung  beider  Resultate 

^>\x)  = 

1.3..(2m-l)         j         ^^^  +  1^0  I   (2m  +  l)(2m  +  3) 
2.  4....  (2m)  (    ^2m  +  2      ^  (2m  +  2)  (2m  +  4) 

Aus  den  Gleichungen  6)  und  7)  geht  ferner  hervor,  dass  ^ 
und  9'  (x)  innerhalb  der  Grenzen  —  1  und  -|-  1  endlich  und  st« 
bleiben;  zur  Ermittelung  von  ^>{x)  lässt  sich  datier  das  Theorem 

{p{x)  =  9(0)  -|-  x(p'{d'x) 

benutzen,  und  zwar  giebt  dies,  weil  9?(0)  =  0  ist, 

,  ,         1.3... (2m—  1)  ^^      o    ^1  i,    .   2m-f  1  _,  , 

(2m  +  lH2m+£) 
^  (2m  +  2)  (2»» +  4)  ^ 

Die  Summe  der  eingeklammerten  Beihe  liegt  zwischen  Nall 
sie  kann  daher  mit 
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1  — ^«a;* 
bezeichnet  werden,  wo  s  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  ech- 
ten Bruch  vorstellt.      Zufolge  des  hiermit  gefundenen  Werthes  von 
jpfi)  ist  nun  nach  Nro.  7) 

1.3.5...(2w—  1)  £^2'«a?2'«  +  i 


i)  aresin  X  — 


2.4.6 (2m)  1  —^^x^ 


^l"'"2    3   '^  2.4~6  ^  '  '  '  ^  2. 4...  (2  m— 2)  2m  — l' 

Die  hier  vorkommende  Reihe  zählt  m  Glieder  und  wird  uhend- 
feh  für  w  =  00 ;  wegen  a?^  <C  1  ist  in  diesem  Falle  lAmx^^  =  0, 
^Ihrend  1  —  ^'^x'^  immer  von  Null  verschieden  bleibt.  Hieraus 
bigt  gehr  leicht,  dass  sich  der  Rest  der  Grenze  Null  nähert  und 
Iu8  mithin  die  Gleichung  besteht : 

x    ,     1  a;3    ,    1 .  3  a;5        1 .  3  . 5  a;7 
1^2    3^2.45^  2.4.6   7   ^ 

-  1  <  a;  <  +  1. 

Für  a;  =  i  1  verliert  diese  Schlussweise  ihre  Gültigkeit ;  der 
Ittt  erhält  nämlich  die  Form 


,    1.3.5...(2m  — 1)       B 

1     — • — r T- — : •   -— 


^2to 


2.4.6 (2m)  1  — a*^ 

od  besteht  aus  zwei  Factoren,  deren  erster  zwar  gegen  die  Null 
DDvergirt,  von  denen  aber  der  zweite  unendlich  wird,  falls  %"  die 
Snlieit  zur  Grenze  hat,  was  man  nicht  wissen  kann.  Wir  stellen 
per  noch  folgende  Betrachtung  an. 

Bezeichnet  u  einen  Bogen  des  ersten  Quadranten,   so  gilt  die 
Eichung 


1           \/  1—cosu  .  .     l/l 

|w  =    y oder  f^u  •=  arcsin    W  — 


—  cos  u 

m 


2 

*in  das  Wurzelzeichen    im    absoluten  Sinne  zu  nehmen   ist;  für 
li  =r  X  wird    cosu  =  V  l  —  x^,  u  =  arcsin x,  mithin 


I       1         •                     •     \/l-Vl-x^ 
I       5  arcstn  x  =  arcsin   y = 


arcsin  p, 


'i  y  eine  von  selbst  verständliche  Abkürzung  vorstellt.      Wäre 
^e  Gleichung  9)  auch  nur  f(ir  alle  Werthe  von  a:  =  0  bis  a; 

/T  -  .  . 

-r  bewiesen,  so  könnte  man  doch  die  rechte  Seite  von  Nro.  10) 


l  aresin  X 


«    •    «    • 
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entwickeln,  da  hier  y  das  Intervall  0  bis    y    —  durchläuft,  wemi 
von  0  bis  1  geht;  demgemäss  ist 

Das  erste  Glied  lässt  sich  für  alle,  die  Einheit  nicht  überste 
genden  Werthe  von  x^  in  eine  Potenzenreihe  verwandeln ,  wie  Fe 
mel  11)  in  §.45  zeigt;  dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Gliedern,  wei 
man  beide  Seiten  der  erwähnten  Formel  der  Reihe  nach  auf  die  31 
5te  etc.  Potenz  erhebt;  man  hat  daher 

l  arc9inx  —  lx-\-  ^^x^  +  ^^x^  + 

+  Ul^'  +  h^'  +  --) 

+  ; 

Diese  Doppelreihe  erfüllt  alle  Bedin^rungen ,  welche  nach  §. 
nöthig  sind,   um   die  Reihenglieder  in  Verticalcolonnen  summiien 
dürfen;  vereinigt  man   daher  die  unter  einander  stehenden  Glied 
und  multiplicirt  nachher  mit  2,  so  gelangt  man  zu  der  Gleicbang 

11)  arcsinx  =  x  -\-  ^x^  -f-  ^^^  ^  •  •  *  •» 

und  zwar  gilt  dieselbe  von  x=:0  bis  a?=^  1  oder  auch  von  rr=- 
bis  X  =  -\-  1,  da  beide  Seiten  immer  gleiche  Vorzeichen  besita 
Zufolge  des  in  §.  44  bewiesenen  Satzes  muss  die  jetzige  EntMid 
lung  11)  mit  der*  früheren  9)  identisch  sein;  formell  gelangt  n 
also  zu  keinem  neuen  Resultate,  wohl  aber  erfährt  man,  dass 
Gleichung  9)  auf  das  Intervall  ic  =  —  1  bis  35=-}-   1  ausgede 

werden  darf,  wenn  sie  früher  auch  nur  von  x  ^=  0  bis  x  =  \ 

gegolten  hätte.  ^ 

Giebt  man  dem  x  einen  solchen  Zahlwerth,   dass  aresin  xi 
bekannten  aliquoten  Theil   der  Kreisperipherie  ausmacht,   so 
man  in  jedem  Falle  eine  Reihe  zur  Berechnung  der  LudolpV 
Zahl;  so  ist  z.  B.  für  rr  =  J 

6    ~  2   "^   2      3.  23  ■'"2. 4*5.  25"^ 

Die   Specialisirungen  o;  =   j/  —-  und  a;  =  1   liefern   ähnl 

Reihen,  jedoch  convergiren   letztere   zu   langsam  für   die   numeri 
Berechnung. 


/ 


und  cycloinetrische  Reihen.  225 

Ana  Formel  9)  lässt  sich  endlich  noch  eine  Reihe  für  arccos  x 
bleiten,  wenn  man  von  der  Beziehung 

arccosx  =  |^  —  arcsinx 
lebranch  macht. 

lY.    Die  in  §.  14,  lY.  entwickelten  Formeln  zeigen,  dass  die 
üerentialqiiotienten  von 

f(x)  =  CMrdanx 
kr  jedes  endliche  x  continuirHch  und  endlich  bleiben;  femer  ist 

/f2*)(0)  =  0,    /<2*+i)(0)  =  (— 1)*  1.2.3... (2fc), 
BÜim  nach  dem  Theorem  von  Mac  Laurin  för  j>  =  n 

aräan  x V  $in  (  n  ardcm  •^—  \ 

=  \x-lx^  +  lx^ +  (—1)"       %^_l       ^      ' 

Der  abgolute  Werth  von  ^  ,.  beträgt  weniger   als    der 

lolute  Werth  von  x ;  der  Ausdruck 

x""        _  2_  (     -^      Y 
nV(i+d'^x^y  ~  w\Vi  +d^^xv 

irergirt  also  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null,  wenn 

h\-x^]  t=  0  ist,  und  Letzteres  findet  so  lange  statt  als  der 

•olate  Werth   von  x  die  Einheit    nicht   übersteigt.      Da  femer 

iin aräan  •^r~)  ^*^  Intervall  —  1  bis  -f  1  keinenfalls  überschrei- 

\  Bo  bat  der  Rest  unter  den  vorigen  Bedingungen  die  Null  zur 
(D2e,  mid  mithin  ist 

)  ardanx  =  \x  —  ^x^  -f  Ix^  — , 

—  1  ^  ir  ^  +  1. 
Im  Fall  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Einheit  beträgt, 
p  man  die  Gleichung 

I 


arctanx  =  \x  —  arccotx  =  \n  —  a/rd<m  — 
■*  ^  X 


BDtzen  und  arctcm  —  nach  der  obigen  Formel    entwickeln ;    dies 

X 

^  X  als  positiv  vorausgesetzt, 

arctanx  =— h  -ttt  ■"  t^  -f  . .  .  • 

2         X        dx^        6x^    ' 

X>1. 
Scblömilcta,  Analyiii.    I.  15 
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Bei  negativen  x  sind  beiderseits  die  Vorzeichen  umzukehr« 
Durch  die  Formel  13)  erledigt  sich  auch  die  Entwickelung  vi 
arccot  X, 

In  dem  speciellen  Falle  o;  =  1  geht  die  Gleichung  12)  über 

-7f   j  816  71  » 

dieses  Resultat  ist  indessen  nur  formell  merkwürdig  und  eignet  i 
wegen  der  ausserordentlich  langsamen  Convergenz  der  Reihe  nk 
zur  numerischen  Berechnung  von  w.  Bequemere  Formeln  erhält  d 
dadurch ,  dass  man  J  ;r  in  zwei  oder  mehrere  kleinere  Bögen  zerk 
und  diese  einzeln  berechnet.  So  erhält  man  z.  B.  nach  Formel  1 
in  Abschnitt  IL  der  Einleitung 

Jä  =  arctcm  \  -+-  arctan  |, 
\7i  =  arctcm  \  -\-  arctcm  \  +  arctan  |, 
und  hier  kann  man  die  einzelnen  Bögen  leicht  nach  Formel  12) 
rasch  convergirende  Reihen  vorwandeln. 

§.48. 
Die  Methode  der  unbestimmten  Coeffloienten. 

Bei  Functionen,  die  irgendwie  aus  sogenannten  einfachen  Fni 
tionen  zusammengesetzt  sind,  gelingt  es  nicht  selten,  direct  das  Int 
vall  zu  bestimmen,  innerhalb  dessen  eine  Reihenentwickelung  für 
zusammengesetzte  Function  existiren  muss;  in  solchen  Fällen 
die  Restuntersuchung  unnöthig  und  8i;id  nur  noch  die  Coefficien^ 
der  Reihe  zu  ermitteln.  Hierzu  benutzt  man  oft  mit  Vortheil  e 
vom  Mac-Laurin'schen  Satze  unabhängiges  Verfahren,  das  i 
Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  die  Coefficienten  vorläufig  unl 
stimmt  zu  lassen  und  sie  durch  irgend  eine  Eigenschaft  der  gegeb 
nen  Functionen  erst  später  zu  bestimmen,  wie  dies  schon  in  §.  7j 
schehen  ist ;  gewöhnlich  leisten  hierbei  Differentiationen  gute  Dieiui 
Das  Detail  des  Verfahrens  wird  man  aus  den  folgenden  Beispieli 
ersehen. 

I.  Multiplicirt  man  die  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraph 
mit  sich  selbst,  was  nach  §.41  ohne  Weiteres  erlaubt  ist,  so  gelan 
man  zu  dem  Resultate 

{arcsmxy  =  a:^  +  \x^  +  ^aj«  +  ••••, 
welches  für  alle,  das  Intervall  —  1  bis  -|-  1  nicht  überschreitend« 
gilt.    Das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  tritt  aber  bei  jener  Mol' 
plication  nicht  klar  zu  Tage  und  würde  auch  nach  dem  Mac-Lai 


unbestimmteD  Coeffirienten.  227 

rin'schen  Satze  schwer  zu  finden  sein,  weil  hier  f^^^{x)  ein  äusserst 
eomplicirter  Ausdruck  ist ;  wir  setzen  daher  vorläufig 

1)  (aresin  a;)'  =  02  »^  -{-  «4  a?*  -{-  o«  rt«  -f- ♦ 

—  1  <  Ä  ^  +  1. 
Aehnlich  verhält  sich  die  Sache,  wenn  man  dieKeihe  für  aresin  x 

B^it  der  Reihe  für  (1  —  x^)~^  multiplicirt ,  wobei  nicht  zu  übersehen 
ist,  dasa  die  letztere  nur  unter  der  Bedingung  —  1  <;  o;  <^  +  1 
ttnvergirt;  man  erhält  dann  eine  Gleichung  von  der  Form 

,  arcsinx         ,        1    1.     ,    i    1.     s    i 

Vi— a?2 

-  1  <  o;  <  +  1, 

md  auch  hier  ist  das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  nicht  näher 
bekannt. 

Um  nun  alle  a  und  h  zu  bestimmen,  differenziren  wir  die  Glei- 
duuig  1)  und  erhalten 

u  2 arcsinx        ^  ,     ,        «    •    «        ,.1 

Vl—x^ 
diese  Differentiation  ist  erlaubt,  weil  sowohl  die  ursprüngliche  als 
£e  abgeleitete  Reihe ,  welche  letztere  mit  Nro.  2)  übereinstimmen 
^^>,  innerhalb  des  Intervalles  —  1  bis  +  1  convergirt.  Multipli- 
ftrt  man  die  Gleichung  3)  mit  vi  —  x^  und  differenzirt  noch  ein- 
**i,  so  wird 
2 


'  Vl-o?« 


•=  (1.2a3  +.3.4a4aj2  +  5.6aflir*  +  •  •  ')V  l—x^ 

X 

—  (2a^x  -{-  4:aiX^     -\-  ßaeX^      +  *  *  0 


Vi— aj5 


Web Multiplication  mit  Vi  — a?*  verschwinden  die  Radicale  und  es 
tusen  sich  dann  alle  negativen  Grössen  auf  die  linke  Seite  schaffen, 
»odurch  bei  gehöriger  Zusammenziehung  folgende  Gleichung  entsteht : 

1 . 2  «2  +  3  .  4a4  a;2  -f  5  . 6  ag  a;*  + 

=  2  +  2^a2X»      +  42040;*      + 


•  •  •  • 


Die  Yergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x 
(iebt  Qxm 

22  22 


Oj  =   1  ,       04  =  02   ^—-  = 


3.4         3.4' 

42  22.4« 

a«  =  ad. = ,  u.  s.  w. 

^  *  5 . 6        3.4.5.6' 

15* 
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überhaupt  für  jedes  ganze  positive  h 

2^.4g.6g...(2Ä;  — 2)g_  2.4.6...(2A;  — 2)    J. 
^^*  ~      3.4.5.6...(2ÄJ)       ~3.5.7...(2Ä— 1)*  k' 

und  demgemäss  haben  wir  nach  Nro.  1) 

.     ,o       ic«    ,     2  a;*        2 . 4  ic« 
4)  (arcstnxy  =  -+^~  +  —  -  +  ...., 

—  1  <  aj^  +  1. 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  sich  auf  ähnlichem  Weg 
auch  die  höheren  Potenzen  von  aresin x  entwickeln  lassen;  die  Coef 
ficienten  werden  aber  weniger  einfach. 

Substituirt  man  dieWerthe  von  ag,  «4,  cLq  etc.  auch  in  dieGlel 
chung  3),  so  erhält  man  noch 

arcsinx  ,2     «   ,    2.4   -    , 

-  1  < « <  +  1. 

Dieses  Besultat  gewinnt  eine  bemerkenswerthe  Form,  wenn  m« 


X  = 


mithin    arcsinx  =  arctanjsf 


setzt;  es  wird  nämlich 

6)     arcfan^==^-p^[l  +  -3-^  +  — (^j^p^;+... 

Mit  Hülfe  der  schon  in  §.  47  benutzten  Oleichung 

\n;  =  arctcm  |  +  arctan  | 
findet  man  z.  B.  aus  Nro.  6) 

—  —  —  [1-4-— —  4.  —  (—Y  4-  2-4.6  /_2_y  ] 

4"~loL   "^3   10"*"3.5  VlO/    "^3.5.7  \10/    ""'         J 

^  10  L    ^3   10  ^  3.5  VlO/    ^  3.5.7  \10/    ^       J 
wonach  die  Berechnung  von  or  sehr  leicht  ist. 

II.     Zufolge    der    in    §.  47  für  den  Cosinus,  eines   beliebige 
Bogens  gefundenen  Reihe  hat  man 

,  .     \        ,        u^( arcsinx)^    ,    a^( arcsinx)* 

cos  (11  arcstn  a;)  =  1  —  ^—-^ —  A-  ^--^- •  •  • 

^  ^  1.2         ^     1.2.3.4 

oder  auch,  wenn  man  die  Potenzen  von  arcsinx  entwickelt, 
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cos Qi aresin x)  =  1  —  -^  («'  +  1^  +  5^*  +  ••••) 


24 


720  ^      ^  ^ 


+ 

Alle  hier  vorkommenden  HorizontalreilieD  convergiren  von 
i=—  1  bisir=  +1,  femer  convergirt  die  Reihe  der  Horizontal- 
nnmien  (die  vorige  Keihe)  tmd  sie  behält  ihre  Gonvergenz  auch  in 
dem  Falle,  wo  man  den  Gliedern  gleiche  Vorzeichen  giebt;  es  sind 
also  die  Bedingungen  erfallt,  unter  denen  die  Doppelreihe  nach  Yer- 
ticalcolonnen  geordnet  werden  darf  und  folglich  ist 

tosifiarcsinx)  =  1  —  ^x^  +  ^    c^^       ^ 


•    •    ■    • 


720 

oder  mit  anderen  Worten,  es  existirt  eine  Seihenentwickelung  von 
der  Form 

7)    cos  Qi  aresin  x)  =  1  —  Ä2X^  +  -44«*  —  A^x^  +  ••••» 

—  1  <  a?  <  +  1. 

Durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von  (1  — x^)~~*  er- 
liali  man  noch 

Vi  — a?2 

-  1  <aj<  +  1. 

Ganz    ähnliche  Betrachtungen    knüpfen    sich   an   die  Function 
iin{ii  aresin  xy,  diese  kann  zunächst  in  die  einfache  Beihe 

liarcsinx       ft«  (aresin  a;)^        (i^(arcsinx)^ 

i                   1.2.3        *"  1.2.3.4.5  "~  •  '  ' 
verwandelt  werden,    welche   nach  Entwickelung  der  Potenzen  von 
orcsinx  in  eine  Doppelreihe  übergeht.     Letztere  genügt  den  Bedin- 
gungen, unter  denen  die  Anordnung  nach  Yerticalcolonnen  erlaubt 
i&t,  und  so  ergiebt  sich  ein  Besultat  von  der  Form 
9)  sin(jn aresin x)  =  iix  —  Ä^x^  -}-  Ä^x^  — 

—  1  <  a?  ^  +  1 ; 

durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von(l — x^)"^  folgt  noch 


•    •    •    • 
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10)  smjj^^csinx)  _  ^^^3        ^^^,  _ 

y  1— aj2 

-  1  <  rr  <  +  1. 

Um  nun  die  CoefEcienten  zu  bestimmen ,  differenziren  wir  die 
Gleichung  7)  und  erhalten 

-.N       Vi sinia aresin x)        ^  .  .  ^      o    .    r.  ^     .. 

Vi— aj2 

die  Befugniss  zu  dieser  Differentiation  liegt  darin,  dass  sowohl  dii 
ursprüngliche  als  die  abgeleitete  Reihe  11),  welche  letztere  mij 
Nro.  10)  übereinstimmen  muss,  zwischen  —  1  und  +  1  convergirt 

Wir  multipHciren  ferner  die  Gleichung  11)  mit  Vi  —  x^  und  diffel 
renziren  noch  einmal;  das  Ergebniss  ist 

fi^  cos  (11  aresin  x) 

Vi— a;2  

=  (1.2^2  —  3.4^4372  +  6.6AeX^ )  Vi— aj« 

X 


—  (2^42^?   —      4u44a?8  +      6Ä6X^ ) 


Vi— a;2 


oder  nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  Vi. —  ä;*  und  gehöriga 
Zusammenziehung  ' 

1 2)  ^  ft2  C08  (ß  aresin  x) 
=  I.2A2  —  3.4il4ir2  +  5.6^ic*  —  1  .SA^x^  +  •  •• 

—     2^2^»^  +  ,  42^354  _     Q^A^x^  +  .  .  • 
Diese  Entwickelung  kann  nicht  verschieden  von  Nro.  7)  sein 
substituirt  man  in  Nro.  12)  für  cos (^  aresin  x)  die  ursprüngliche  Reib) 
und  schafiFfc  die  zweite  Reihe  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite,  so  b« 
man 

=  1.2^2  —  3.4^4a;2  +  5.6^^*  —  7,8AsX^  4-  •• 

mithin  durch  Vergleichung  der  Coefficienten 

^»-i72'  -^-^'"Trr-  1.2.3,4  • 

^         ^      5.6  1.2.3.4.5.6      ' 

Zufolge  dieser  Werthe  ist  nach  Nro.  7) 

13)  cos  (ji  aresin  x) 

1.2^    ^    1.2.3.4  ^  1.2. ...6  *   + 

—  1  ^  a;  <  +  1, 


•     •     •     • 


•    •     •     • 
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und  nach  Nro.  11) 
.  sin  (^  aresin  x) 

Vi— »2 

-r  ~      1.2.3     ^    +  1T2TT5 "" ' 

-  1  <  o:  <  +  1. 

Die  Coefficienten  der  beiden  übrigen  Reihen  8)  und  9)  bestim- 
DCD  sich  durch  ein«  sehr  ähnliche  Kechnung.  Man  differenzirt  zu- 
oiclist  die  Gleichung  9)  und  erhält  / 

Vl—x'' 
ns  mit  Nro.  8)  übereinstimmen  muss ;   man  multiplicirt  ferner  mit 

il  —  x^,  differenzirt  und  multiplicirt  wieder  mit   yl — x^',  dies 
|kbt 

li^  sin  (fi  aresin  x) 

=  2.3^3«  —  4.5^a?8  +  6.7^7^»*  — 

+  lix  --     S^AsX^  +     b^A^x^  -^ 

Substituirt  man  für  sin  (ni  aresin  x)  die  ursprüngliche  Reihe  9) 
M  vergleicht  dann  die  beiderseitigen  Coefficienten,  so  gelangt  man 
örKenntniss  von  A3,  Ä^  etc.  und  überhaupt  zu  folgendem  Resultate 
16)  sin  (/i  aresin  x) 

^a     _  fiQi^-^lQ  K/^2  _-p)  (^2  ^  32)       

1  1.2.3  "^  1.2.3.4.5 

-  1  ^ic  <  +  1; 
rilicii  giebt  die  Gleichung  15) 

U  cos  (11  aresin  x) 

Vl—x^ 

1.2       ^        1.2.3.4 

-  1  <  a;  <  +  1. 

Nicht  selten  ertheilt  man  den  Gleichungen  13)  und  14),  16)  und 
h  eine  goniometrische  Form ,  indem  man  aresin  rc  =  u,  mithin  x 
'  m  u  setzt ;  dem  Intervalle  x  =  —  1  bisa;=  +  l  entspricht 
mn  das  Intervall  u  =  —  | jr  bis  w  =  +  |jr,  und  unter  der  ge- 
eingchaftliohen  Bedingung 

—  |ä<  w<  +  |ä 
ilten  bei  jedem  (i  folgende  vier  Gleichungen : 
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18)  cos  HU  =  1  —  j-rsin^u  +     ,    o   q    /  sin^u 

-1.2...  6 ^^**"'«  + • 

'^    cosi*  1  1.2.3 

^  1.2.. .5 

a  U(tt2  —  12) 

20)  smfiw  =  ^sinu  —  '^  sin^^ 

1  1 . 2  •  o  ^ 

^         1.2.3.4.5 

n,N    COSft«*  ,  ^2-.  12  (^2_12)  (^2_32) 

^    cosw  1.2  1.2.3.4 

Dabei  ist  nur  zu  merken,  dass  die  Formeln  18)  und  20)  aw 
für  w  =  +  |ä  richtig  bleiben,  während  dann  die  beiden  übrig 
ihre  Gültigkeit  verlieren. 

Nimmt  man  für  ft  eine  gerade  Zahl,  so  brechen  die  in  18)  m 
^  19)  vorkommenden  Beihen  ab,  d.  h.  sie  werden  zu  endlichen  Reihi 
deren  erste  aus  |  f*  +  1 ,  und  deren  zweite  aus  |  fi  Gliedern  beste 
Man  kann  sich  in  diesem  Falle  leicht  überzeugen,  dass  jene  Gi 
chungen  für  alle  u  bestehen.  Ist  nämlich  h  irgend  eine  ganze  Z 
V  ein  Bogen  des  ersten  Quadranten,  und  bezeichnet  (p{u)  die  Sum 
der  Beihe,  so  hat  man,  weil  sin{kn  —  v)  =  i  smv, 

q)(kn  —  v)  =  q){v)  =  cos(iv  =  cosii(k7t  —  v) 

oder  (p{w)  =  cosiiw,  wo  w  =  Ten  —  v  jeden  beliebigen  Bogen  t 
stellen  kann.  Eine  ähnliche  Schlussweise  gut  für  die  Formel  1 
Nicht  minder  leicht  ist  einzusehen ,  dass  bei  ungeraden  ft  die  fl 
chungen  20)  und  21)  allgemein  richtig  bleiben.  Damit  kommt  n 
auf  dieselben  Besultate,  welche  bereits  am  Ende  von  §.  7  angedei 
wurden. 


§•  49.  , 

Sie  unendlichen  Froduote  für  Sinns  und  Cosinus. 

Wenn  die  ganze  rationale  algebraische  Function  wten  Grades 

1)  f{x)  =  Oo  +  ai  oj  -j-  «2  ÄJ2  +  •  •  •  +  ö^^" 

für  n  specielle  Werthe  von  x^  nämlich  für  o;  =  o^i,  o^,  .  .  .  ^n  i 
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schwindet,  so  lässfc  sich  dioBelbe  auch  in  die  Form  des  Producftes 

bnngen,  wie  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  bekannt  ist. 

Dieser  allgemeine  Satz  ktam  auf  die  Formeln  des  vorigen  Para- 
graphen angewendet  werden  und  fuhrt  dann  zu  vier  neuen  Formeln, 
Ton  denen  wir  wenigstens  eine  entwickeln  wollen,  unter  der  Yor» 
anssetzimg  eines  ungeraden  /»  und  fax  sinu  =  x  ist  nach  Nro.  20) 

imd  da  rechter  Hand  eine  ganze  Function  Qi —  l)ten  Grades  yor- 

kommt,  so  hat  man  auch 

V  : 

listnu 

=  (- 1)5(^-1)4^  (aj-a;,)  (x^x^) (a?--«^_i), 

wobei  Xif  os^y  .  .  .  Xu^i  diejenigen  fi  —  1   spedellen  Werthe  von  x 

bezeichnen,  für  welche  die  rechte  Seite  der  Gleichung  3)  verschwin- 
(iet.    Setzt  man  te  =  0,  so  wird  auch  x  =  0  und  die  Gleichung  4) 

geht  über  in  ' 

damit  dividiren  wir.  in  Nro.  4)  und  erhalten 

sin  flu 
{bsinu 

~\         Xi)\        x^J\        x^/  \        «^—1/ 

Sowie  nun  x  den  Sinus  von  u  bedeutete,  so  lassen  sich  auch  o^, 

^f  •  •  •  ^i<—  1  ^  ^^  Sinus  gewisser  Bögen  Ui,  ti^j,  •  .  •  u^ j  an- 

lehen,  and  daher  ist 

.X  sin  au 

5)  r— 

ULsmu 

\        simui/  \       stnu^/  \       smu^__i/ 

Hier  sind  t^,  Us«  •  •  •  ^ii— 1  diejenigen  Specialwerthe  von  u,  für  wel- 
che die  rechte  Seite  der  Gleichung  3)  und  folglich  auch  deren  linke 
S^ite  verschwindet ;  die  letztere  Bemerkung  fuhrt  augenblicklich  zur 
Kenntniss  jener  Bögen,  denn  die  linke  Seite  verschwindet,  wenn 
smfitt  =  0  wird,  d.  h.  wenn  u  einen  der  folgenden  fi  —  1  Werthe 
erhält: 
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jt 


2n 


37t 


•  •  • 


•  •  • 


+  i^ 


(i  ii  fi  fi 

Nach  Suhstitutioü  derselben  kann  man  in  Nro.  5)  je  zwei  Facto- 
ren  zusammenziehen  und  zur  Abkürzung 

1(^—1)  =  m 
setzen;  dies  giebt 

sin  (i  u 


1  — 


sin  u  \  '^ 


sin 


1— 


^sinu 
sinu  ^  2" 


stn 


27t 


1  — 


stnu 


stn 


MTC 


Z 


oder  auch,  wenn  ^u  =  z  und  folglich  u  =  —  genommen  wird, 

sinz 


6) 


.     SS 

usin  — 


1  — 


.    sf 

stn  — 


stn 


1^ 


stn 


1  — 


ß 
J 


stn 


27t 

1^ 


stn 


z 


1  — 


stn 


WTt 


Las  st  man  die  ungerade  Zahl  ju.  in's  Unendliche  wachsen,  so 

sins 


convergirt  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  gegen  die  Grenze 


z 


während  das  rechts  verzeichnete,  aus  m  =  |(fi  —  1)  Factoren  be- 
stehende Product  zu  einem  unendlichen  Producte  wird.  Man  ersieht 
hieraus  die  Möglichkeit,  sinz  in  Form  eines  unendlichen  Productes 
darzustellen;  die  Ausführung  dieses  Gedankens  bedarf  aber  einer 
genaueren  Discussion  des  Productes  in  Nro.  6). 

Wir  bezeichnen  mit  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  <  w 
und  zerlegen  das  genannte  Product  in  zwei  Theile,  nämlich 

3 


7)    sinz  =  iL  sin  — 

1^ 


1  — 


stn  —  \ 

... 

■    « 
sm—i 

f*/ J 

1  — 


8) 


1  — 


.    z 
sin  — 


.   (fe+l)3r 
stn- — 


f* 


1  — 


P, 


I&r  Sinus  and  Ca^ii&.  2S5 

iabei  richten  wir  die  Anfinerfasmkeit  nmäclist  anf  das  ans  m  —  i 
factoren  bestehende  Erginxongffprodact  Pj  welches  unter  der  kormen, 
m  selbst  ventandficheii  Form 

t)         i»  =  (1  -  ;>,)  (1  -  ft) . . .  (1 — «.-*) 

largestellt  werden  möge. 

In  den  Xennem  der  mit  Qi ,  Qg  etc.  besächneten  Brüche  kom- 
m  der  Reihe  nach  die  Bögen  Tor 

(Ä:+l)3r       (]t^2)x  wir  _      mx 

ie  EämmtHch  kleiner  als  |ar  sind;  in  den  Zahlern  findet  sich  immer 

kr  Bogen  — ,  welcher  kleiner  ak  die  eben  genannten  Bogen  ist,  so- 

\iz  <^  (A*  -|-  1)  JT  ToraoBgesetzt  wird.     Da  im  ersten  Quadranten 
grösseren  Bogen  der  grössere  Sinns  entspricht,  so  sänd  unter 
gemachten  Yoranssetznng  ^,  Q^  etc.  podtive  echte  Brüche,  mit- 
ist auch 

(1  —  ft)  (1-  ft)  -  -  a  -  «— *)  <  1 

•  h. 

0)  i*  <  1. 

Um  einen  Ausdruck  zu  erhalten,  der  kleiner  als  P  ist,  benutzen 
iffden  leicht  erweisbaren  Satz,  daas  jedes  Produci  von  der  Form 

(l-ft)  (1  —  ^j)  .  .  .  mehr  als  die  Differenz  1  —  ^^i  -»-  ft  -= ) 

iwtngt,  sobald  ^,  (^  etc.  positive  echte  Brüche  sind*);  es  ist  daher 

u.'  P  >  1  -  (Ä  -1-  «t  -^  -  -  •  +  «— *)- 

Diese  Ungleichmig  wird  einfacher ,  wenn  man  die  Bemerkung 

■Bubringt,  dass  die  Function  — -r —  innerhalb  des  Intenralles  |  =  0 

**  b  =  |A  fortwährend  almimmt,  wie  man  aus  dem  negativen  Yor- 
Bchen  des  Differentialquotienten  leicht  ersieht.  Man  hat  demgemäß« 
^  jeden  im  ersten  Quadranten  liegenden  Bogen  £ 

«m{  ^    sin\%     ,         1       ^    ar 

— F~  -^      il     oder  -^-^  <C  tty  • 
{  |ar  mn£        2| 

Ast 
■«ün,  wenn  {  =  —  gesetzt  und  quadrirt  wird. 


*)  Ks  ist  namHch  bei  positiFen  echt  gebrochenen  ^|,  y,,  ^,  etc. 

'-  Qi)(i  -  <>j)  =  1  -  (ft  +  Vi)  +  ft  ft  >  1  -  («,  +  «i» ; 

tr^ut  folgt  durch  Mnhiplication  mit  1  —  Vs 

a-*.i(l- Vi)  (!-<»,) 


U.  B.  W. 
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Diese  UngleichoBg  multipliciren  wir  mit  der  folgenden 


G'V) 


2* 


und  erhalten 


zxn 


z 


2 


st^ 


^9r 
7" 


< 


4 


Vä  —  1       Ä  / 


Setzen  wir  ä  =  ä;+1,  A;  +  2,.,  .m,  so  kommen  linker  H« 
die  mit  §i,  §2»  •  •  •  Qm—k  bezeichneten  Quotienten  zum  Vorsehe 
und  durch  Addition  aller  Ungleichungen  ergiebt  sich 


+    Qm^k  < 


Qi  +  Q2  +  " 
hieraus  folgt  noch 

i-(Qi  +  Qi  +  - 

und  um  so  mehr  nach  Nro.  11) 
12)  p>  1  — 


< 


^2 


+    Qm^k)  >  1   — 


-£1 


z 


2 


4Ä; 


Die  Zusammenstellung  der  Ungleichungen  10)  und  12)  zeigt,  dass 


P=  1  — 


4Jc 


gesetzt  werden  darf,  wo  q  einen  nicht  näher  bekannten  posiü' 
echten  Bruch  vorstellt;  die  Gleichung  7)  wird  daher  zur  folgend« 


13)  sircz  =  ßsin-- 


2' 


%%n 


1— 


\^ 


s%n 


stn 


1— 


/^ 


sin 


H 


Der  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  [i  bi 
nun  keine  Schwierigkeit  mehr,  wenn  man  sich  dabei  k  als  constij 
Zahl  denkt;  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen 

.     z 

f          z  \                              uz 
Lim  (a  sin  — )  =  z.       Lim =  — 

^  s%n  — 


für  Sinns  und  Cosinus.  887 

diält  man  nämlich  aus  Nro.  13)  die  Formel 

>"^'='('-i^)(-i4)-(-Ä)(-^> 

welche  nur  an  die  Bedingimg 

—  (Ä  +  1)  «  <  £r  <  +  (jfc  -f  1)  jr 
pbanden  ist.     Statt  der  Gleichnng  14)  kann  man  schreiben 


15)  — 


•-4* 


=  "V-l^)  G-^fe)  •  •  •  V~jfcfe)' 


lod  wenn  nun  auch  die  beliebige  ganze  positive  Zahl  k  als  unendlich 
wachsend  gedacht  wird,  so  convergirt  linker  Hand  der  Nenner  gegen 
pe  Einheit,  wofern  e  irgend  einen  endlichen  Werth  behält;  das  end- 

le  Product  wird   zu  einem  unendlichen ,  und  so   ergiebt  sich  die 

jedes  endliche  e  gültige  Formel 


In  dem  speciellen  Falle  e  ^=\ic  erhält  man  hieraus 

jc^     1  .  3     3  .  5     5  .  7 

"2"  '     22     '     42     '     6» 

^  umgekehrt 

jr___2_      2        4        4         6        6 
2""l'3'3'5'5'7 

Ganz  ähnliche  Umwandlungen  können  mit  der  Gleichung  18)  in 
\  48  vorgenommen  werden ,  doch  gelangt  man  zum  Endresultate 
|lner  auf  folgendem  Wege.  In  Nro.  15)  ersetzen  wir  einmal  h 
krch  die  gerade  Zahl  2Ä;,  das  andere  Mal  e  durch  \z  und  haben 
ixm  die  beiden  Gleichungen 

'  9mz 

\       l'WV        2*«*/\        3*«*/         \        ß  *»»«»/' 


'^\' 


1  _  **** 


16i; 
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worin  Qi  und  q.2  positive  echte  Brüche  sind.     Die  erste  Gleichuni 
dividiren  wir  durch  das  Doppelte  d^  zweiten  und  erhalten 


17)  'tzt^'"^''^ 


16A? 


welche  Formel  das  Correlat  zu  Nro.  15)  hildet.    Für  unendlich  we 
dende  k  geht  diese  Gleichung  über  in 

18)    cosi.  =  (l-^)(l-3^)(l-^) 

auch  ist  noch,  wenn  /s  durch  2/s  ersetzt  wird, 

->  -=('-^)('-Ä)('-^)-- 

wobei  IS  jeden  beliebigen  Bogen  von  endlicher  Grösse  bedeuten  dl 

Aus  den  Gleichungen  16)  und  19)  geht  unmittelbar  hervor, 
überhaupt  alle  sechs  goniometrischen  Functionen  in  Form  von 
endlichen  Producten  dargestellt  werden  können. 


* 


§.  50. 
Die  Reihen  für  Tangente,  Cotangetite  etc. 

Es  liegt  sehr  nahe,  von  den  unendlichen  Producten  des  vorij 
Paragraphen  die  Logarithmen  zu  nehmen,  um  wieder  auf  unendli 
Beihen  zu  kommen;  die  etwa  vorhandaien  negativen  Factoren  1 
,  sich  hierbei  vermeiden,  wenn  man  die  Gleichungen  erst  quadrirt, 
vor  man  zu  den  Logarithmen  übergeht.     Dies  giebt  folgende  \ 
sultate 

2)  z(c<«M=^[(i-^y]+^[(i-^y]+ ; 

daraus  erhält  man  femer   durch  Differentiation,  welche  nach  §. 
erlaubt  ist, 

1  2z  2z      *  2z 

3)    cotz  =  -^ 


z       (l?r)2  — i?2        (2ny  —  z^       (3»)»  — x?» 
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oder  auch,  wenn  \z  f^  z  gesetzt  wird, 

..         .         I  4:Z  ,  4:Z  .  4:Z  . 

5)    tmsZ  = A 4-  4-  .  .  . 

^  '^»^  (l:7r)2— ^2    ^    (3ä)2  — ;^2    ^    (5^)2—^2    ^ 

Addirt  man  die  Gleichungen  3)  und  5),  indem  man  linker  Hand 
die  Formel  cot z  -f-  tan ^z  =  esc z  benutzt,  so  findet  sich 

e\  l      ,  2z  2z  ,  2z 


Z        '      (l7ty—Z^  (2jr)2  — ;^2      '      (3;j)2_^2 

Um  noch  eine  Reihe  für  sec  z  zu  erhalten,  bringen  wir  die  Glei- 
ctiing  6)  auf  die  Form 

1.(1  1     )         (       1  1 

csce= 1- 


z         in  —  e       7t -^  z)        i2n  —  z        2n-\-z\ 

+  j-i i  , 

^  iZn  —  z        Z%-\-z\ 

pd  lassen  \%  —  z  an^die  Stelle  von  ;e?  treten;  durch  Vereinigung  der 
»nander  entsprechenden  Brüche  folgt  dann 


(^Jty—z^        (^7t)^—z^    '    ^7r)2— ;^2 

I     Die  unendlichen  Reihen,  welche  in  den   bisherigen  Gleichungen 
^kommen,  gestatten  weitere  Umwandlungen,   wodurch   sie  wieder 

Ä  Potenzenreihen  werden.     Beschränkt   naan  nämlich  in  Formel  1) 

*•  z       z       z 

te  Yariabele  z  auf  das  Intervall  —  :n:  bis  4-  ^>  so  sind  — ,  tt— ,  tt— 

%     27t    Zu 

echte  Brüche ;  dann  ist  ferner 

pl  hier  lassen    sich    rechter  Hand  alle   Logarithmen  mittelst  der 

fcnnel 

f  l{\  —  0^  =  -^  X  —  \x'^  --  \x^  — , 

~  1  <a;<  +  1 

rekeln;  dies  giebt 


Z^            1     z^ 

-1 '"     • 
-1  '"     • 

2^7t^           ^2^7t^ 
Z"^             1     z^ 

S^7t^           ^3^7t^ 

240  Cap.  VII.  §.  50.  Die  Reihen  für  Tangente,  Cotangente  etc. 

Die  vorstehende  Doppelreihe  genügt  den  Bedingungen,  unter 
welchen  die  Anordnung  nach  Verticalcolonnen  erlaubt  ist,  folglicli 
hat  man  auch 

\      g     J  1     \  12     ^     2»     ^     32     ^  /  «2 

3    \16     "T*     26     ^     36     "*"  /   ff« 

Bezeichnet  man  die  Summen  der  eingeklammerten  Horizontal' 
reihen  mit  821  8^,  8^  etc.,  so  dass  überhaupt 

ist,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

Eine  ganz  ähnliche  Transformation  kann  mit  der  Gleichung  2| 
vorgenommen  werden,  sobald  e  innerhalb  des  Intervalles  —  §  ä  bis 
-|-  |ff  liegt;  mit  Hülfe  der  Abkürzung 

1«)  2'„  =  ^  +  -L +  -!-  +  .... 

erhält  man 

,,v     ,  iS^TsjefS        .2^T^z^       .2^Tq0^ 

11)  ICOSIS  =  —  r J I 7 «  ä •  •  • » 

Die  hier  vorkommenden  Summen  T^,  T4,  Tq  etc.  lassen  sid 
wieder  durch  8^,  S4,  Sg  etc.  ausdrücken;  nach  Formel  8)  ist  nämlU 

2»»      *"         2™  4"*  6"* 

nnd  wenn  man  dies  von  Nro.  8)  abzieht,  so  bleibt 
om 1         /       1  1  1 

2"*  —    i«!     •     3«     «^    5m     >  -^"»' 

Demnach  wird  aus  der  Gleichung  11)  die  folgende 

12)  lCO8  0 

_       ,(22— l)Sa^ig2        ,(2^--l)S4g^  _  i(^!zii)Af! 

~  ^  3r2        '  «  ff*  »  JT« 
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Die  Formeln  3)  and  4)  lassen  sich  analog  behandeln,  wobei  man 
die  für  —  l'7t  <^  £  <^  +  kjt  geltende  Reihenentwickelong 

js  e  1 


{kxY  —  ß^        (Jen)' 


\lcnJ 


z        .       z^  z^ 


•  •  •  • 


ID  beDatzen  hat;  das  Endresultat  findet  sich  aber  rascher  durch  Dif- 
ktntiation  der  Gleichungen  9)  und  12),  nämlich 


1^7 

cotz 

1 
z 

2S2S 

ä2 

— 

28^z'- 

■ 

—  n 

< 

^<  + 

ä; 

141 

tanz 

2(22 

-l)ß^^ 

+ 

4- 

2(2^  — 
n 
2(26  — 

1)S,^3 

Ersetzt  man  in  der  letzten  Gleichung  z  durch  |  £  und  addirt  die 
tnthtehende  Gleichung  zur  vorhergehenden,  so  erhält  man  noch 

IM  1    _i_  (2'- 1)^2^    ,    (2»- 1)84^' 

lö     cscz  =  —  -4-  -^ -h  ^ 

^  z    ^  »2  ^         22;r4 

.      (25-l)^;g5      . 

.    ~         2*3rß         ~  ' 

—  !n:<ier  <  +  jr, 
vie  sich  auch   durch  Transformation  von  Nro.  6)  finden  würde. 

Um  endlich  eine  Potenzreihe  für  secz  Zugewinnen,  beschränken 
*ir  in  Nro.  7)  die  Variabele  z  auf  das  Intervall  —  5  ä  bis  +  J  JT 
Uid  entwickeln  die  einzelnen  Glieder  nach  der  Formel 

nn  4  1 


(|»ä)2  — AT«         n 


n       ^  /2^y 
\mi) 


nn 


a*+(i)'+--i- 


lüdem  wir  zur  Abkürzung 

Ibl  TL.  = L  .  .  .  . 

'  "»  jm  •     30»       '       5m  *jm       ■ 

K-tzen,  gelangen  wir  zu  folgendem  Ergebnisse 

»chlömllcb,  Aualysis  L  IG 


242   Cap.  VII.  §.  50.  Die  Reihen  für  Tangente,  Cotangente  et< 
17)  sec,  -  — -  +  —^  +  -^  +  .•••, 

An  die  Gleichungen,  14)  und  17)  knüpft  sich  noch  eine  wert] 

volle  Bemerkung.     Die  Tangentenreihe  muss  nämlich  gleichfalls  zu 

Vorschein  kommen,  wenn  man   das  Theorem  von  Mac-L aurin  m 

mittelbar   auf  die   Function  f{z)  =  tanz  anwendet;    es   ist  dab 

^  innerhalb  der  schon  bekannten  Grenzen 

tanz  =  (£^^  +  {BHanz),^^  ^ 


und  zwar  bezeichnet  hier  {I)^tanz\  den  speciellen  Zahlwerth,  w< 
chen  der  Ä;te  Differentialquotient  von  tanz  für  z  ^=  0  Terlangt.  D 
Vergleich  mit  Nro.  14)  zeigt  erstens,  dass  bei  geraden  k  jeder« 
(D*  tan  z)o  ==■  0  ist,  wie  man  auch  auf  anderem  Wege  leicht  findj 
und  zweitens,  dass  für  ungerade  k  die  Relation 

(I)^tanz)o        _  2(2*  +  i-l)Sr.fi 
^  1.2.3 k  Ä*  +  i  I 

besteht.  Um  den  Zähler  linker  Hand  zu  ermitteln,  benutzen  wir| 
Formel  4)  in  §.  14  für  a;  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung 

{jy^ianz)^  =  Ti,  (Ä  ungerade); 

wir  haben  dann  bei  ungeraden  n 

19)  tn  — -  (w)2r„_2  -f  (n)4T«_4  —  .  .  •  =  stn|wÄ, 

und  hieraus  ergeben  sich  der  Reihe  nach  r^ ,  r^ ,  Tg  etq.,  wenn  sucoj 
siv  li  =  1,  3,  5  etc.  genommen  wird.     Man  hat  nun  einerseits 

20)     W'=^.  +  3-J-^.3  +  __!i_,.+.... 

ferner  nach  Nro.  18),  wobei  zu  grösserer  Deutlichkeit  h  =  2|/- 
sein  möge, 


21)  S^ip  = 


2(22P— 1)  .  1  .  2  .  .  .  (2i)-rl) 


Aus  der  Formel  19)  geht  hervor,  dass  Tj,  Ts,  tß  etc.  ganze 
tionale  Zahlen  sind,  und  zwar 

r,  —  1,     rg  =  2,     1:5  =  16  etc.; 
betrachtet  man  sie  als   bekannt,  so   zeigt  die  Formel  21),  wie  l 
ihrer  Hülfe  die  Summen  S2,  S4,  Sq  etc.  gefunden  werden  könnea,  zl 
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1 

12 

+ 

1 

2« 

^    3«      '                    6 

1 
1* 

+ 

1 
2* 

1                                     Ä* 

~    3*      '                  90 

1 
1« 

+ 

1 
2« 

1                         x^ 
"*"    3«     '          ,^945' 

U.  8.  W. 

zweitens  die  Gleichnng  17)  anbelangt,  so  ist  zunächst  klar, 
dieselbe  innerhalb  des   angegebenen  IntervaUes  mit  der  £nt- 

mckelmg 

sece  =  l  +         -^    ^  +      i — 2~      "*" 

kreinstiinmen  muss;  demnach  hat  man  für  ungerade  k 

{D^sece\  =  0 
^  fiir  gerade  k 

i  (J)*8ecxr)o       ^2*+2ü:t-n 

^  1  ff  2  .  3  .  .  .  fc  Ä*+i 

ir  Abkürznng  sei 

(D^8ec£i)o  =  Ti,  (k  gerade); 

b  Formel  2)  in  §.  14  liefert  dann  für  o;  =  0  und  bei  geraden  n 

^}  ^n    —  (W)8T„^2   +   («)4^n-4 =  0, 

O/SOS  man  r2,  1^4,  tß  etc.  erhält,  wenn  man  der  Reihe  nach  n  =  2, 

-  • 

k6  etc.  nimmt.     Es  ist  nun  einerseits' 

8        ^^^-1+1^,^-  +  ,     2^.4^^  +  "     '- 

läererseits  nach  Formel  22)  fär  Ä;  =  2jp 

h  ^  _  ^2p^^^  +  ^ 

p;  cy.2p  +  i  —  22P  +  2  1  .  2...  (2i?)' 


n  können  die  rationalen  ganzen  Zahlen 

r2  =  1 ,       r4  =  5 ,       tß  =  61  etc. 

f  Bestimmung  der  Summen  Ui ,  U^,  U^  etc.  dienen ;  so  ist  z.  B. 

1  1,1  Ä» 

o  a        I         ts  a 


13  33      '      53  32 

u.  s.  w. 

Schreibt  man  in  Formel  23)  rechter  Hand  8in\nn  statt  0,  was 
i  geraden  n  richtig  ist,  so  erhält  man  dieselbe  Gleichung,   welche 

IG* 
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in  Nro.  19)  für  ungeraden  verzeichnet  ist;  demnach  sind  die  Tangen 
tencoefficienten  nach  derselben  Regel  gebildet  wie  die  Secantencoej 
ficienten.     Aus  der  Bemerkung,  dass  • 

sec  z  -[-  ^^**  ^  ==  ^^^  d  ^  +  3  ^) 
ist,  folgt  noch  die  Formel 

26)  tan(^n  +  \z)  =  1  -f  A^  +  _i^^2  +  _^^3  +  . 

—  1«  <  ^<  +  1«^, 
worin  alle  mit  r  bezeichneten  Coefficienten  vorkommen. 

Die  Reihen  für  Cotangente,  Tangente  und  Cosecante  stellt  mi 
häufig  unter  einer  etwas  anderen  Form  dar,  mit"  deren  Angabe  « 
diese  Untersuchungen  beschliessen  wollen.  Nach  Formel  13)  i 
nämlich 


l.w,-      ^  S,x^  S*^* 


ixcotlx  =  1  — 


3  2  2%2  2^7t^      , 

dagegen  würde  das  Theorem  von  Mac-Laurin  liefern 

27)       l^^otb=l-TT2--1.2-;3.4- ' 

—  2ä  <  ic  <  -f  2fjr, 
wobei 

Bip-i  =  —  [D^^^a;co^iÄJ)]o 

gesetzt  wurde.  Aus  Gründen,  die  sich  später  ergeben  werden, 
manxdie  Form  27)  vorgezogen  und  die  Coefficienten  j^i,  2?^,  Bj 
mit  dem  Namen  der  Bernoulli'schen  Zahlen  belegt;  es  ist  ds 

S2p Sjp  —  l 

2ip-in^P  ~  1  .2  .  S...(2p) 
oder 

^^^  ^"-1.2. 3. ..(21,)' 

und  nach  den  Formeln  13),  14),  15) 


1  22^1  2*^3 


29)        cotz  = '-Z  — 


z^ 


e  1-2  1.2.3.4 

—  gh  — 

1  .  2  ...  6 

—  Ä.<£:  <  -f  jr; 
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22(22— 1)JB,  ^    ,    24(2^— l)JB3    g 

4  ^ 


«  »„.=ü(2!zJi*.  +  ^ei=Ji 


2H2«-1)J9. 

—  i^<  ^<  +  i^; 

,.  1      ,     2(21—  i)^j  2(23-l)J53    3 

•^^)  ^^^  =  T  +  1.2         '  +  1.2.3.4  ^' 

.         ^2(25-1)^ 

^    1  .  2  .  .  .  6        ^ 

—  3r  <  j8f  <;  +  jr. 

Ein  Mittel  zur  Berechnung  der  Bern oulli' sehen  Zahlen  erhält 
aan  durch  Vergleichung  der  Formeln  21)  und  28);  es  folgt  nämlich 

r^  ^2^-1  —  22p-i(2-^i>— 1)  ' 

iDthin  können    die  Bernou Hirschen  Zahlen  aus    den    Tangenten- 
ioefBcienten  hergeleitet  werden,  z.  B. 

B-^        R-^         7?-^         B-^        7?-^ 
1.  _    691        R     _    7       „     _  3617  _  43867 

inlangs  fallen  diese  Werthe,  von  B-^  an  steigen  sie  wieder,  und  da 
Mcii  Kro.  28  bei  unendlich  wachsenden  'p 

if  80  nehmen   die  Bernoulli'schen  Zahlen  schliesslich  rascher  zu 
irgend  eine  geometrische  Progression. 


§.  51. 

Beihenentwickelungen  für  Functionen  mehrerer 

Variabelen. 

Da  nach^dem  Taylor 'sehen  Satze /(aj  -]-  H)  in  eine  nach  Poten- 
in  von  Ä  fortschreitende  Reihe  verwandelbar  ist,  so  lässt  sich  der 
BÄlogie  nach  erwarten,  dass  bei  zwei  Variabelen  x  und  y  die  ge- 
iderte  Function  'F{x-\-li^  ^  +  ^)  i^ach  Potenzen  von  li  und  Ä  ent- 
ickelbar  sein  werde.  In  der  That  macht  sich  dies  leicht  mittelst 
^Igenden  Kunstgriffs.  Die  zu  entwickelnde  Function  kann  als  der 
)ccielle  Werth  angesehen  werden,  welchen  der  Ausdruck 
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1)  f(t)  =  F(x-\-ht,y-\-kt) 

für  t  =  1  annimmt;  als  Function  «von  t  betrachtet,  lässt  sich  f(\ 
nach  der  Mac-Laurin'schen  Formel 

fit)  =/(0)  +  ^t  +  Äf.  + 

/•(•-D/O) 

,^  1.2.3.. .(»—1)  ^^ 

in  eine  Beihe  umsetzen  und  hieraus  muss  für  t=  1  die  gesuchte En 

Wickelung  von  F(x  -\'  h,  y  -^h)   hervorgehen.       Durcli   successv 

BifiPercntiation  der  Gleichung  1)  erhält  man  die  Formeln 

dF  dF 

'    ?i^F  ?i^F  ?)^F 

U.  8.  W. 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  F  zuei 
als  Function  zweier  Yariabelen  |  und  ri  behandelt,  welche  mit 
durch  die  Gleichungen  |  =  o?  +  ht  und  i]  =  y  -f-  ^^  verbuui 
sind.     Für  <  =  0  wird 

f(0)z=F(x,y),  I 

W/m  8-P    r      .        8-P    7 

•^^  ^'^^  =  -8^*  +  TT*' 

U.  8.  W.,  i 

Überhaupt  stimmt  f^^^O)  mit  dem  vollständigen  mten  Differentj 
von  F(x,  y)  überein,  wenn  man  sich  in  demselben  dx  durch  Ä,  m 
dy  durch  Je  ersetzt  denkt;  in  kurzer  symbolischer  Form  geschrieb* 
ist  also 

Dies  giebt  folgende  Reihenentwickeluug 

2)    F(x  +  ht,y  +  lct)^F(x,t,)  +  Q^h  +  ^k^^t 

/ 1       '    1     \*  d'^F 
\dx      '  dy  }  1.2 


+  VäF'*  +  8^7       1.2. ...(«- 


1) 
+  «., 


n- 
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wobei  noch  der  Rest 


*-  =  r-9-? — ;/'"'(^0 .     0  <  *  <  1 , 

ibrch  JP  auszudrücken  ist.  Die  Vergleichung  von  f\t)  und/'(0), 
f*'(f)imdf"(0)  etc.  lehrt  nun,  da88/^**^(<)  als  Dasjenige  betrachtet 
»erden  kann,  was  au^/("^(0)  wird,  wejjn  x  -\-  ht  für  x ,  und  y  -\-  kt 
fiir  tj  eintreten ;  bezeichnet  man  daher  wie  folgt 

90  ht 

fM(t)  =  F„(x-\-ht,y  +  kt,  h,  V), 
aithin,  wenn  '9'^  an  die  Stelle  von  t  gesetzt  wird, 
L  j^   ^  t'Fnjx  +  »ht,y  +  »M,  h,  h) 

t   -   l  hat  man  schliesslich  folgende  Entwickelung 
5)f(j:-|-/i,2/+Ä;)  =  -F(a;,y)H ^— j 1 j-^ ' 

•  ,    F„-i(x,y,h,lc) 
•  •  •  -r 


t 


1.2.3...(w— 1) 

"^  1.2.3...«  '/ 

<iJew  gilt  aber  nur  unter  der  Bedingui^g,  dass  die  Functionen  F,  Fi 
•^i. . .  .  Fn  stetig  und  endlich  bleiben,  während^  x  hiß  x  -\-  h  und  y 
^  y  -{-  k  zunimmt. 

Setzt  man  nach  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Diffe- 
lentiationen  x^^-  0,  y  =  0  und  schreibt  dann  x  und  y  für  h  und  k, 
»  erhalt  man  die  Entwickelung  von  F(x,  y)  nach  Potenzen  von 
simd  y. 

Aehnliche  Formeln  gelten  für  Functionen  mehrerer  Variabelen 
Md  sind  mittelst  des  anfangs  erwähnten  Kunstgriffs  so  leicht  herzu- 
«teu,  dass  eine  nähere  Auseinandersetzung  unterbleiben  kann. 

§.  52. 

Bas  Unendlichkleme.  ^ 

In  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  mit- 
l«'i4  der  Differentialquotienten  einer  Function  für  letztere  eine  Reihe 
n  finden;  es  kann  aber  auch  umgekehrt  die  Reihenentwickelung, 
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wenn  sie  schon  bekannt  ist,  zur  Ableitung  der  Differentialquotientei 
dienen.  Gesetzt  z.  B.,  man  habe,  durch  irgend  welche  Mittel  fü 
f{x  -\-  h)  folgende  Reihe  gefunden 

1)  /(«  +  ^)  =  Xf^+Xi^  +  X2h^  +  •  •  •  +  Xn-ih'^-^  +  Qnh\ 
w^  Xey  Xl1^"Xn-~l  bekannte  Functionen  von  x  und  p«^**  dengleicl 
falls  bekannten  Rest  bedeuten,  so  ist  erstens  für  h  =^  0 

2)  f(^)  =  X^' 

Diese  Gleichung  werde  von  Nro.  1)  abgezogen  und  der  ünterschie 
mit  h  dividirt;  dies  giebt 

3)  •>^^^  +  ^>^->^(^)  =  j^^  +  j^,k  +  ...  +  Xn-lhn-^  +  P.A.-. 

und  beim  üebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

Setzt  man  ferner  in  Nro.  1)  f(x)  für  x»  imd  /'(«)  für  j;i, » 
folgt 

/(x  +  h)-f(x)-^f'(x) 

und  bei  verschwindenden  h 

6)  •  =f^  =  Xi    oder  /"(«)  =  1  .  2  z*. 

Den  weiteren  Fortgang  dieser  Schlüsse  übersieht  man  leid 
und  findet  bei  jedem  ganzen  positiven  m,  wenn  n  >  »»  genomme 
wird, 

/(»»)(ir)  =  1  .  2  .^3  .  .  .  mxm- 

Hiermit  rechtfertigt  sich  die  anfangs  ausgesprochene  Behau 
tung  und  zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  vorausgesetzte  Entwlcb 
lung  1)  mit  der  Taylor' sehen  Reihe  übereinstimmen  muss. 

An  diese  Ableitung  knüpft  sich  noch  eine  wichtige  allgemeii 
Bemerkung.  Der  Vergleich  von  Nro.  3)  und  Nro.  4)  zeigt  uämlic 
dass  in  Nro.  3)  das  Hinschreiben  der  Glieder  X2  ^»  X-i  ^^  ^^^'  ül)erflü 
sig  war,  da  letztere  gleichzeitig  mit  h  verschwinden;  aus  demsfl 
ben  Grunde  hätte  man  sich  in  Nro.  5)  das  Hinsetzen  der  Glitt! 
Xb^^  Xa^^  ^^^'  ersparen  können.  Beachtet  man,  dass  h  der  Zuwad 
von  ic,  also  z=i  /dx  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen  die  praki 
sehe  Regel: 

In  allen  Fällen,  wo  es  auf  die  Ableitung  eines  Diff 
rentialquotienten    oder     einer    Differentialgleichu 
ankommt,  darf  man  die  Glieder  weglassen,  welche  hi 
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here  Potenzen  von  ^1x  enthalten,  als  die  Ordnung  der 
Differentialgleichung  beträgt. 

Will  man  z.  B.  den  binomischen  Satz  für  ganze  positive  Expo- 
Braten,  der  in  der  That  auch  ohne  Differentialrechnung  beweisbar 
ist,  zur  Bestiminung  von  d{x'^)  benutzen,  so  verfährt  man  der  obigen 
Regel  gemäss  folgendermaassen ;  es  ist 

z/(a;"»)  -=  {X'\-  ^x)^  —  ic"»  :=  mx'^-^/dx  -|-  etc., 
mihin  bei  Weglassung  aller  mit  „etc."  bezeichneten  Glieder 

c?(a?"»)  =  mx^~^dx. 

Vielleicht  ist  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  überflüssig.  Be- 
dentet  (p{x)  die  über  der  Abscisse  OM=x  stehende  Fläche  BQMPy 
^x  die  Ahscissenzunahme  MMi  =  PU,  y  die  Ordinate  MP,  z  den 
Bemhnmgs Winkel  UFT  (Fig.  39),  so  hat  man 

Fig.  39.  Fläche  B  OMiFi  —  Fläche  BOMP 

+  Rechteck  MMi  UP 
+  Dreieck  P  ÜT 
*+  Abschnitt  PTPi 
oder  in  den  obigen  Zeichen  und  mit  Bück- 
sicht auf  den  Umstand,  dass  der  Abschnitt 
PTPi   einen  Bruchtheil  des  Dreiecks  PPi  U 
ausmacht, 

-  1<9<1; 

«raus  folgt 

i 

J^ =  y  +  \(fanx  .  ^a;  +  Jy) 

■»d  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  ^x 
— ^ —  =  y    oder    d(p{x)  ==  ydx. 

Ecr  übersieht  man  augenblicklich,  dass  die  Genauigkeit,  welche  das 
Äwieck  PUT  und  den  Abschnitt  PTPi  in  Bechnung  zog,  am  un- 
i^ten  Platze  angebracht  war;  man  hätte  kürzer  sagen  können,  „je 
Heiner  ztx  ist,  um  so  genauer  kommt  der  Flächenzuwachs  z/qp(a?) 
iit  dem  Kechtecke  y^x  überein **  und  indem  man  die  Worte  „je 
Ueiner,  um  so  genauer"  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  ^/  in  die 
Sprache  der  Analysis  einführt,  gelangt  man  sofort  zu  der  Gleichung 
l^(x)  =  ydx. 

Dieselben  Bemerkungen  wiederholen  sich  bei  mehreren  Yaria- 
belen;  so  hat  man  z.  B.  bei  der  Entwickelung'von  d^f^x^y)  alle^ 
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GrOssen  wegzalassen,  die  von  höherer  Dimension  als  von  der  zweite: 
sind,  nämlich  ^x^dy,  dx^y-^  ^x^  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Grössen,  welche  die  Null  zur  Grenz 
hahen,  unendlich  klein  werdende  oder  kurz  unendlich  kleine  Grössei 
in  diesem  Sinne  sind  die  Differentiale  dx,  dy  etc.  unendlich  4deu 
Grössen,  und  zwar  der  ersten  Ordnung;  Producte  von  zwei  Diili 
rentialen,  wie  z.B.  dx^,  dxdy,  dy^,  heissen  entsprechend  ünendlid 
kleine  zweiter  Ordnung,  ebenso  sind 

dx"^,      dx'^-^dy,      dx"*-^dy^,      dx'^-^dydz,  etc. 
Unendlichkleine  von  der  Ordnung  m.     Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung  einer  Differentialgleichung  sind  al 
unendlichkleinen  Grössen  wegzulassen,  deren  Ordnu 
gen  die  Ordnung  der  gesuchten  Differentialgleichui 
übersteigen;  ^ 

eine  Ungenauigkeit  ist  hierbei  nie  zu  fürchten,  weil  es  sich  imm 
nur  um.  Grenzwerthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen  Grenzübe 
gaiige  alle  jene  Grössen, ^welche  der  Einfachheit  wegen  im  Vor« 
weggelassen  worden  sind,  in  der  That  gegen  die  Null  convergi« 
und  deshalb  auf  das  Endresultat  keinen  Einfluss  ausüben.' 


Cap.  VIII. 

Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

§.  53. 

! 

I     Die  algebraischen  Functionen  fomplexer  Zahlen. 

Sowie  man  sich  jede  negative  Zahl  — ^y  dadurch  entstandeu 
loiken  kann,  dass  eine  absolute  Zahl  y  mit  der  negativen  Einheit 
MtipKcirt  worden  ist  [ —  y  =  ( —  1)  y] ,  so  kann  man  auch  imagi- 

ßt  Zahlen  büden,  indem  man  y  mit  der  imaginlären  Einheit  y —  1 
Bnitiplicirt;  dabei  wird  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  genommen 

^  gewöhnlich  zur  Abkürzung  V —  1  =  i  gesetzt,  so  dass  die  Glei- 

NOgen 

«'  =  —  1 ,     t*  =  +  1 ,     i«  =  —  1 ,     i«  =  +  1 , 

»^=  —  i,     i^  =  -\-  i  ,     «7  =  —  i  ,    «»=-{-»,.... 

finden.  Aus  einer  reellen  Zahl  z  und  einer  imaginären  Zahl 
i\mi  sich  femer  ein  Gomplex  x  -\'  iy  bilden;  dieser  heisst  eine 
duplexe  Zahl,  x  ihr  reeller,  y  ihr  imaginärer  TheiL   Während  wir 

t  bisher  immer  voraussetzten,  dass  die  unabhängige  Variabele  e 
r  Fuiction  f(/s)  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt 
^i  wollen  wir  jetzt  allgemeiner  e  als  eine  complexe  Variabele  he- 
chten und  untersuchen,  welchen  complexen  Werth  die  Function  in 
■Km  Falle  erhält.  Hierzu  wird  es  aber  nöthig  sein,  auf  die  ersten 
hpiente  der  Buchistabenrechnung  zurückzugehen,  da  alle  bisherigen 
^bnongsregeln  nur  für  reelle  Zahlen  bewiesen  sind. 

Zwei  complexe  Zahlen  heissen  gleich,  wenn  ihre  reellen  und 
eicbzeitig  anch  ihre  imaginären  Theüe  gleich  sind.  Für  2;  =  ^, 
=  1}  ist  hiemach  x  '\'  iy  =^  t  -\-  ^V  ™^^  umgekehrt 
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Addition  und  Substraction.  Unter  der  Summe  zweier  comi 
plexen  Zahlen  x  -{-  iy  und  ^  -\-  iri  verstehen  wir  den  Ausdrnd 
(^  +  I)  +  ^(y  +  *"/)  ?  clie  Addition  complexer  Zahlen  geschieht  de 
nach  eben  so,  als  wenn  i  ein  reeller  Factor  wäre.  Für  die  Sul 
traction  behalten  wir  die  gewöhnliche  Erklärung  bei,  dass  der  gc 
suchte  Best,  mit  dem  Subtrahenden  vereinigt,  wieder  denMinnendfl 
geben  muss.  Hiernach  findet  man  sehr  leicht  (X  +  i  Z)  —  {x-\-  i j 
=  (X  —  x)  -\-  i(Y — y)  ganz  wie  bei  reellen  Zahlen* 

Multiplication  und  Hivision.  Unter  dem  Producta  zweie 
complexen  Zahlen  versteht  man  den  Ausdruck,  der  ebenso  gebildi 
ist,  als  hätte  man  jene  Zahlen  wie  reelle  multiplicirt  und  dab 
i'^  =  —  1  gesetzt,  nämlich 

2)  '  (x  +  iy)  (I  +  in)  =  (a?|  —  yn)  +  i{xri  +  y |). 

Bei  der  Division  behalten  wir  die  gewöhnliche  Definition  b 
und  bestimmen  in  der  Gleichung 

die  Unbekannten  u  und  v  aus  der  Bedingung 

X  -f  iy  ='  (X  +  i7)  (u  +  iv)  =  (Xu  —  Yv)  +  i{Xv  +  Im). 

Diese  liefert  die  Gleichungen 

X  =  Xu  —  Yv  y    y  =  Xv  -f-  Yu, 
und  wenn  man  die  hieraus  gezogenen  Werthe  von  ü  und  v  mi 
obige  Gleichung  substituirt,  so  erhält  man 

x  +  iy  _Xx-\-Yy  Xy  —  Yx 

'^)  ^  X  +  iY       X^  +  Y^  ^     X^ +  Y^  ' 

Zu  dem  nämliche^  Eesultate  gelangt  man  auch  dadurch,  M 
man  linker  Hand  Zähler  und  Nenner  mit  X  —  iY  multiplicirt  u^ 
die  Gleichung  (X  +  iY)  (X  ^  iY)  =  X^  -]-  Y^  beachtet. 

Eine  and^e  Methode  zur  Ausführung  der  Multiplication 
Division  complexer  Zahlen  beruht   auf    der  Bemerkung ,   dass 
complexe  Zahl  x  +  iy  unter  der  Form  r(cosd  +  isinO)  darges 
werden  kann.     Aus 

4)  X  -\-  iy  =  r(cosO  -\-r*isinO)  =  rcosd  +  irsinO 
folgen  nämlich  die  Gleichungen 

X  =^  rcosd  ,    y  =  r sin 6 
und  diese  geben,  wenn  r  und  Ö  als  Unbekannte  angesehen  werdet 

5)  o;« +  2/2  —  ^2,     r  =  Vx^  +  y^ 

6)  -^  =z  tanO  i       0  =  ardan  —  +  Jfc;r, 
^  X  X  — 
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wonn  Ä;  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Man  nennt 
hier  f  den  Modalus  der  complexen  Zahl  x  •\-  iy  und  nimmt  ihn 
Btets  im  abgolnten  Sinne;  das  Quadrat  des  Modulns,  also  den  Aus- 
druck  x^  -\-  y^,  nennt  man  die  Norm,  0  das  Argument  oder  die 
Amplitude. 

Xach  dieser  Umwandlung  von  x  •■\-  iff  in  f(cosO  +  isinS) 
ist  es  nicht  mehr  nöthig ,  complexe  Zahlen  der  ersten  Form  zu  be- 
trachten. 

Man  hat  nun  bei  gewöhnlicher  Multiplication 

r(eo80  +ts«nö)  .  ri(co80i  -j-  isinOi) 
~rri  [cos  ö  cos  tii  —  sin  0  sin  öi  -f  i  (sin  0  cosOi  -}- cosß  sin  ö|)] 
-rr,  [cos  (0  +  Öl)  +  isin  (ß  +  ö,)], 
der  neue  Modulus  ist  also  das  Product  des  früheren  Moduli ,  das 
me  Argument  die  Summe  der  gegebenen  Argumente. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Regel  gelangt  man  zu  der 
aflgemeineren  Formel 

')  r,  (cos  Öl  +  i  sin  Oi) .  ra  (cos  öj  -|-  *  sin  Ö2)  •  •  •  rm(co$  Om  -\-  i  sin  Om) 
=  nri...r«[cös{ö,  +  ö,  +  ...  +  Ö,„)  +  isin(Oi  +  ö,  +  -  +  ö«)]. 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  Division.    Multiplicirt  man 
nämlich  Zähler  und  Nepner  des  Bruches 

r(cosO  +  isinO) 
ri(co8  0i  -\-  isin  Ol) 

mit  ^ (cos Ol  — isin  Ol)  j  so  wird  der  Nenner  =  1  und  folglich  ist 

der  gesuchte  Quotient 

—  (cosU  +  isinO)  (cosOi  —  isinOi) 

r 
=—  [cosd  cosOi  +  sind  sinOi  +  i(9inO  coslii  —  cosO  sinOi) 

oder  zusammen 

.^  r(co8d  +  isinff)  r    .      .^      n  \  i   -  -  /n      z»  xi 

ri(cosOi  +  tstnOi)        n  '  ^         ^■' 

Potenzirung  und  Hadicirung.  So  wie  man  bei  ganzem  po- 
sitiven m  unter  z"^  das  Product  versteht,  welches  aus  dem  Producte 
^1^2  •.  .  ^m  fär  gleiche  z  entsteht,  so  möge  [r(co8  0  +  isinOj]^ 
dasjenige  bezeichnen,  was  aus  dem  Producte  in  Nro.  7)  wird,  sobald 
alle  r  and  0  gleich  sind ;  man  hat  dann  die  Formel 

^)  [r(cosd  +  isind)]*^  =  f^(cosmO  +  isinmO), 

welche  den  Namen  des  Moivr ersehen  Satzes  führt. 


I 
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m 


Unter  z^   verstehen  wir,  sowohl  bei  reellen  als  bei  complexen 
diejenige  Zahl,  deren  nte  Potenz  gleich  je?*"  ist;  se^en  wir  daber 


m 


10)  [r(co80  +  isind)]'^  =  q(cosi]  +  isinri), 

wo  Q  und  1}  nicht  bekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

[r(cosO  +  tsfwö)]"*  =  [Q(cosri  +  isinti)]^ 

sein.     Bei  ganzen  positiven  m  und  n  giebt  dies,  dem  Mo ivr ersehe 
Satze  zufolge, 

r^(casmO  +  isinmff)  =  Q**(€osnri  +  isinnrjD 

und  durch  Vergleichung  der  reellen  und  imaginären  Theile, 

Q^cosnri  =  r"*cosmd  ,     Q^sinnri  =  r^sinmß. 

Hieraus  erhält  man  zuuächst 


m 

n 


Q  =  r 

wobei  Q  und  r  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  sind.  Durch  Sabal 
tution  dieses  Werthes  von  Q  gehen  ferner  die  vorigen  Gleichung« 
in  die  folgenden  über 

eosnij  =  cosmO  ,  sinnti  =  sinmO, 
welche  nur  dann  zusammen  bestehen  können,  wenn  die  Differei 
zwischen  nfi  und  mO  ein  gerades  Vielfaches  von  7C  beträgt.  ^ 
haben  daher,  wenn  k  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Za 
bezeichnet, 

/j    I    o7         j                 mö  +  2kn 
nvi  ^=  mij  -\-  2k71    oder    i^  = , 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  q  und  i}  in  Nro.  10) 

^i\     r  /      a  \    •  '  aW^         ^f       md-^21c7C      .  ,   md  +  2l7C 

11)     \r(cosO-{-tstn{i)\     =r    Jcos ■ \-isin 

^  (  n  n 

Da  k  das  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -}-  oo  diut 
laufen  kann,  so  scheint  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichdi 
unendlich  viel  verschiedene  Werthe  zu  haben,  doch  ist  dies  nicht  i 
Fall.  Giebt  man  nämlich  dem  k  das  eine  Mal  den  individuell 
Werth  Ä,  das  andere  Mal  den  Werth  n  +  Ä,   so  ändert  sich  c 

Bogen  um  2«  und  hat  dann  wieder  denselben  Cosii 

n 

und  Sinus  wie  vorher;  bei  positiven  k  braucht  man  also  nur  k  =^ 

l,2,...(n  —  l)zu  nehmen.     Femer  bleibt  die  rechte  Seite  d 

obigen  Gleichung  dieselbe  für  Ä  =  —  h  und  für  Ä  =  w  t-  /«. 

negativen  k  liefern  also  keine  neuen  Werthe.    Demnach  hat  der  A^ 
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m 


icV  [r{cosO  -{-  isinOy]*  nur  n  von  einander  verschiedene  Werthe, 
Iche  aus  Nro.  11)  für  Ä;  =  0,l,2,...(w  —  1)  hervorgehen. 

Setzt  man  in  der  allgemeinen  Formel  11)  k  gleich  einem  Viel- 
hen  von  m,  etwa  k  =  hm^  und  lägst  in  der  neuen  Gleichung 


m  m 


rlcosJ  4- 1  sm  ())]     =  r    l  cos  —^ \-  i  stn  —^ 

AM 

vnd  n  gleichzeitig  in^s  Unendliche  wachsen  und  zwar  so,   dass  — 

n 

dl  einer  irrationalen  Zahl  fi  nähert ,  so  gelangt  man  zu  der  neuen 

lachaDg 

I)  [r{mlf  +  isin(f)Y  =  rf{cos\i,{n  +  2/*ar)  +  isiniiL{ii  +  2Äar)}. 
ier  ist  h  eine  willkührliche  ganze  Zahl ,  und  die  rechte  Seite  hat 
bdlich  viele  verschiedene  Werthe. 

I  Wie  bei  Potenzen  mit  reeller  Variabelen  e^  so  verstehen  vir 
n  bei  einem  complexeu  .e  unter  z~p  den  reciproken  Werth  von 
(hiernach  ist  z.  B.  für  ganze  positive  m 

{m\\-\-isin(f)'\-'^  =  t-, — ,,  .    .  .  ,..-,     =  — z ,,  .   .  . — 77- 

[r{cosu  +  zsmwir        r^(cosmu  +  tstnmO) 

i  =  r~"^(cosmÜ  —  isinmO) 

■4  almlich  in  jedem  anderen  Falle. 


§•  54. 

Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 

I.  Dem  Moivre'schen  Theoreme  zufolge  gilt  die  Gleichung 

cosmO  •=:■  {cos  6  +  isin(fy^\ 
>  rechte  Seite  ist,  m  als  ganz  und  positiv  vorausgesetzt ,  ein  Pro- 
itt  aus  m  gleichen  Factoren,  zu  dessen  Ausrechnung  der  binomische 

f  benutzt  werden  kann,  weil  die  Multiplicatiön  bei  reellen  und 
imaginären  Factoren  auf  völlig  gleiche  Weise  'geschieht.  Nach 
*^f^eitiger  Vergleichung  der  reellen  und  der  imaginären  Theile 
■itfft  man  zu  folgenden  brauchbaren  goniometrischen  Formeln 

\  fmnil  =  (m)o  cos'^ti  —  (m)2  cos'^~^^Osin^O 

+  (m\cos"'~^Osin^O  —  •  •  .  . 

mmll  =  (m)i  cos^~^li  sinO  —  (m)s  cos'^'~'^0  sin^U 

-(-  (m):,cos'''-''()  sin^O  — 


^ 


•  .  t  . 
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3)  ^^  =  (m)e  -  (m),  tan^e  +  (m\  tan^d 

—  (m)Q  tan^d  +  •  •  • 

sifh  f^  ö 

4)  — —TT  =  {m)itand  —  (my^tan^O  +  (m%tan^d  —  •  •  • 

cos    (J 

II.    Die  Auflosung  der  Gleichung  x"  =  +  !•     Aus  t 

vorstehenden  Gleichung  folgt  x  =  (-\-  l)**  \    die    gesuchten  Werl 
von  X  können  folglich  nach  Nro.  11)  bei'echnet  werden,   weon  n 

r=  1,  ö  =  0,  w  =  1,  Ä  rn=:  0,  1, (n  —  1)  setzt,  und  sie  d 

in  der  allgemeinen  Form 

2k7t     ,     .   .      2k7t 

X  =  cos .+  tstn 


n  n 

enthalten.     Man  kann  hierbei  gerade  und  ungerade  n  unteischeidi 
im  ersten  Falle  nimmt  man  der  Beihe  nach 

n 
Ä?  =  0,  1,  2, "2  ""  ^' 

~,  W--1,  n— 2, "2  +    ' 


im  zweiten  Falle 

jfc  =  0,  1,  2, 

n  —  1^  n  —  2, 


n— 1 
2      ' 

w  +  1 


Für  ein  gerades  n  sind  hiemach  die  Werthe  von  x 

+  1.  -  1 

23r    .     .   .     2ä  27t         .   .     2n 

cos h  t  mi ,  cos %  stn , 

n  n  n  n 


+ 

isin 

27t 

n 

» 

+ 

isin 

4:7t 

n 

) 

43r     ,     .   .     4ä  47t         .   ,     4% 

cos \-  t  sm ,  cos t  sm , 

n                    n  n                    n 

63r    .    .   .     63r  67t         .   .     6;r 

cos h  1 9tn ,  '    cos t  stn , 

n                    n  n               .     n 


(n— 2)ä    .     .   .    (n  —  2)7t  (n—2)7t        ,   .    (w— 2) 

cos  ' h  «  sin ,  cos t  stn 

n  n  n  n 

dagegen  für  ein  ungerades  n: 
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+  1, 

2«     ,     .   .     2»  27C         .  .     2ar 

cos -l-  t  stn ,  cos t  stn , 

n                    n  n                    n 

4ar     ,     .   .     43r  43r         .   .     4» 

cos \-  tstn ,  cos t  stn , 

n                    n  n                    n 

67t     .     .   .     6x  67C         .   .     63t 

cos +  t  stn ,  cos t  stn , 

n                    n  n                   n 


m \-  tstn ^—  ,    cos i  stn —• 

n  n  n  n 

So  hat  z.  ß.  die  Gleichung 

,  '  fl?«  =  +  1 

legende  6  Wurzeln 

^1  .    Yl  _i_  Yl 

III.    Die  Auflösung  der  Gleichung  rr"—=  —  1.    Fürr  =  l, 

f=  ar,  fw  =  1    erhält  man  aus  Nro.  11)  als  allgemeine  Form  der 

pnrzeln 

(2Ä;+l)3r  (2fc-f  l)n 

X  =  cos 4-  t  sm ; 

n  n 

B  geraden  n  hat  demnach  x  folgende  Werthe: 

7t      .     ,  ^      n  7t  .   .      % 

cos  —    4-  t  stn  —   ,  cos  —    —  t  stn   —   , 

n  n  n  n 

37t     ,     .    .      37t  37t  .    .      37t 

cos h  t  stn ,  cos t  sin , 

n  n  n  n 

67t     .     .    .      67t  67t  .    .      67t 

cos +  t  stn ,  cos t  sin , 

n  n  n  n 


^(n—l)7t    .     .   .    {n--l)7t  (n  —  l)7t        .   .    (w—l)» 

cos  ^ ^-  -f-  t  sm ^—  ,    cos t  stn 

n  n  n  n 

»gegen  bei  ungeraden  n: 

!^cllUmIlch,  Aimlysis  I.  17 
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7t        ...        7t  7t  .     .         7t 

COS  —    +  tstn  —  ,  COS  —   —  isin  —  , 
n                    n  n  n 

3ä     ,     .   .     S7t  3ä         .   .     S7t 

cos h  «  stn ,  cos t  sin , 

n  n  n  n 

67t     ,     .   .     67t  5ar         .   .  -  67t 

cos h  *  Stn ,  cos t  stn , 

n  n  n  n 


(w— 2)3r    ...    (w  — 2)ä  (n—2)7t        .   .    (n— 2)« 

cos h  » stn ^—  ,    cos ' t  stn — 

n  n  n  n 


§.  55. 
Die  ExponentialgröBsen  mit  complezen  Variabelen. 

Unter  der  Zahl  e  wurde  der  Grenzwerth  des  Ausdrucks  f  1  -| — 
für  unendlich  wachsende  co  verstanden;  demgemäss  ist 

e'  =  Lim  [(l  + 1)"] 

oder,  wenn  caz  ^=  m,  mithin  —  =  —  gesetzt  wird, 

o         m 

e'  =  Lim    (l  +  — j  1  ,  (für  w  =  op). 

Diese  Gleichung  hat  den  Sinn ,  dass  die  Exponentialgrösse  al 
Grenzwerth  einer  gewissen  Potenz  angesehen  werden  kann  ;  sie  eign< 
sich  daher  sehr  gut  zur  allgemeinen  Definition  der  ExponentialgrösJ 
weil  man  nach  den  vorigen  Untersuchungen  für  jeden  Fall  die  1 
deutung  der  Potenz  kennt.  Wir  definiren  demnach  c*  +  «>  durch! 
Gleichung 

1)  6^  +  '>  =  Lim  Ul  +  ^Jll^Vl  ,  (für  w  =  od) 

und  setzen  der  Einfachheit  wegen  m  als  ganze  und  positive  Zll 
voraus. 

Um  den  angedeuteten  Grenzenübergang  auszuführen,  bring! 
wir  zunächst  die  Basis  der  Potenz  auf  die  Normalform,  n&mlich 

2)  1  +  ^-i^  =  r(cosd  +  isind) , 

m  ^  ^ 
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vorans  sich  ergiebt 


r     ,    2a;    ,    x^  +  y^^        ^     ^ 


m 


1+^ 

m 


Htzen  wir  ferner 

JL 

ardan =  d" , 

m 
n  folgt  ans  der,  fiir  tanO  angegebenen  Gleichung 

vo  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet.      Die  Glei- 
diong  2)  lautet  jetzt 

1  +  ^-+11  =r  r[cos(d'  +  kn:)  +  isin(d'  +  Jen)] ; 

991 

Ir  2  =  0  und  y  =  0  wird  r  =  1 ,  #  =  0 ,  mithin 

1  =  coskn  +  isinkic  =  coskn, 

voraus  hervorgeht,   dass  k  eine  gerade  Zahl  sein  muss.      Man  hat 
iKflwegen  einfacher 

w 
B&d  nach  dem  Moivre'schen  Satze 
3)  6'  +  *y  =  Lim  { r^(cosmd'  -\-  isinmd')]  • 

Darin  ist 

^,  wenn 

2x^        fl;2  +  y«  ^  1 

feeetzt  wird,  so  stellt  sich  r*"  unter  folgende  Form : 

m      J__ 


=('+i)-'=[('+^)1^' 


=[('+Fn 


1   \'^    I  2m 


Bei  unendlich  wachsenden  m  convergirt  —  gegen  die  Null,  mit 

17* 
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hin  wird  ft  unendlich  gross,  und  die  vorstehende  Gleichung  zeigt 
dann,  dass  r^  den  Ausdruck  c^  zur  Grenze  hat. 
Was  femer  md'  anbelangt,  so  ist  identisch 

m^  =  -: — :r-  •  mtan^  = 


tand"  sind'         i   i    ^ 

"IT"  '^m 

bei  unendlich   wachsenden  m   convergirt  d"  gegen   die  Null,  -j- 

V 

gegen  die  Einheit,  folglich  wO"  gegen  den  Werth  y.  Nach  d\em 
Bemerkungen  zusammen  wird  die  Gleichung  3)  zu 

4)  g*+«>  =  €'(co8y  +  isiny). 

Fast  genau  dieselben  Schlüsse  sind  ^auf  die  etwas  allgemeiner 
ExponentialgröBse  a'  anwendbar.     Bei  reellen  e  ist 

und  wenn  man  diese  Gleichung  als  Definition  fiir  den  Fall  e  = 
X  '\-  iy  beibehält,  so  findet  man  ohne  Mühe 

5)  a^+iy  =  a'[co8(plä)  +tst»(y?a)]. 

Um  zu  entscheiden ,  ob  die  Fundamentaleigenschaft  der  Expi 
nentialgrösse,  nämlich  die  Gleichung  a*  ,  aC  =  a'  +  ^,  auch  bei  con 
plexen  e  und  £  richtig  bleibt,  multipliciren  wir  die  Gleichung  5)  mi 

«5+1»?  ==  a^[cos(iilä)  ■]-isin(fila)'] 
und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz  j 

r(cosO  -\-isind).ri(co80i  +  i8inOi)=rri[cos(d  +  öi)  +  «stn(ö  +  ^i)) 
das  Resultat  ist  j 

a^  +  'y  .0.^+'^  =  a'^  +  ^{cos[(^  +  '^)ld]+i3in[(y  +  fl)la]\ 

und  es  erhellt  hieraus,  dass  jene  Eigenschaft  in  der  That  far  coi* 
plexe  Exponenten  gilt.  Alle  übrigen  Eigenschaften  der  Exponen- 
tialgrösse,  wie  z.  B.  (a')*  =  a*',  sind  Folgerungen  der  erwähnten 
Eigenschaft  und  bleiben  daher  gleichfalls  ungestört. 

Eine  brauchbare  Anwendung  der  obigen  Theoreme  ist  folgende. 
In  Formel  4)  setzen  wir  o;  =  0,  das  eine  Mal  y  =  u,  das  andere 
Mal  y  =  —  w,  und  haben  dann 

e««*  =z  cosu  -\-  isinu  ,    e"~'"  =  eosu  —  isinu, 
mithin  durch  Addition  und  Subtraction 

6)  2  cosu  =  e^«  +  c-'«,     2  isinu  =  c«'»  —  e"*«. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  man  beiderseits  anf 
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die  mte  Pptenz  erhebt  und  rechter  Hand  den  binomischen  Satz  an- 
wendet, 

7)  2^cos^u 

==■  (m)ee*''«'*  +  (m)i  c«<*»-2>«*  +  (m)2  e«<"»- ^^^  -|_  .  .  .  . 

8)  2^i'^sin^u 

=  (m)o  6'"»"  —  (w)i  c«("»-2)«*  4-  (m)2  e<Cm-4)i»  _ 

Hier  kann  man  jede  Exponentialgrösse  wieder  in  Cosinus  und  Sinus 
omsetzen  und  nachher  die  reellen  und  imaginären  Theile  auf  beiden 
Seiten  Yeitftbiohen.     Aus  Nro.  7)  erhält  man  so 

=  (m)e  cosmu  -J-  (w)i  C08(m—^  2)  «  4-  W«  cos(m —  4)w  -|-  •  •  •  • 

Nicht  überflüssig  ist  es,  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  unge- 
raden m  zu  unterscheiden.  Bei  geraden  m  giebt  es  einen  mittelsten 
Binomialcoefficienten  (m),       und    jeder    andere   Coefficient    kommt 

tweimal  vor;  daher  lassen  sich  die  mit  gleichen  Goefficienten  ver- 
Behenen  Summanden  vereinigen,  was  nach  beiderseitiger  Division  mit 
l  zu  folgender  Gleichung  fuhrt: 

=  (m\cosmu  +  (w«)i  cos\m — 2)w  +  (m)2C0s(w  —  -4)w  +  •  •  •  • 
•  •  •  +  (m)i         cos2u  +  iWi    • 

sin — 1  sw* 

Dagegen  ergiebt  sich  für  ungerade  m: 
10)  2"»-^cos*»tt 

=  (w)e  cosmi«  +  (m)i  oo5(m — 2)  w  +  W2  cös(w — 4)  w  -|-  •  •  • 

Die  Gleichung  8)  gestattet  eine  ganz  ähnliche  Behandlung,  und 
twar  findet  man  bei  geraden  m : 

U)  (—1)*    2"»-*sm"»w 

=  Wo  cosmu  —  {m)i  co8(m — 2)  u  +  (»1)2  cos(»i — 4)  u  —  •  •  •  • 


Jm— 1  .    .  ...       .vsm 


...  +  (-1)«        (m)j^_^cos2«  +  (-l)«    l(m), 
%egen  bei  ungeraden  m: 


2'"     *        .  ä«» 


5(m-l) 


12)                            (—1)'          2"»-i5m«»i* 
=  {w)eswfnw  —  (m)i$in(m — 2)u-\'{m)2sin(m — 4)w — 

+  (-.1)2  (w),  sen3w  +  (—1)*  (m).  srnw. 
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Die  hier  entwickelten  vier  Gleichungen  bilden  gewissermaassen 
die  Umkehrungen  der  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  in  §.  54. 

5.  56. 
Die  Logarithmen  complexer  Zahlen. 

Wie  bei  reellen  i,  so  verstehen  wir  auch  bei  complexen  £  unt«! 
l^  diejenige  Zahl  e^  welcher  die  Eigenschaft  e'  =  S  zukommt  Setzen 
wir  demnach  | 

1)  J(H-*1,)  =  »  +  ty,  i 
WO  X  und  y  vorläufig  noch  unbekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

ßx  +  ^jr  _  I   -f.  iiy 

oder 

e^(cosy  -\-isiny)  =  |  4"  *^ 
sein.     Die  beiden  hieraus  folgenden  Gleichungen 

2)  e*cosy  =  |,         e^siny  =  i^ 
liefern  erstens 


g2x  :^  |2    ^   ^2  ^  ex  _  Y^2  ^  ,2^ 

3)  a^  =  11(^2 +  y2^^ 

und  zwar  nehmen  wir  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne,  weii 
e^  bei  reellen  x  nicht  negativ  sein  kann.  Die  Gleichungen  2)  werdei 
durch  Substitution  des  Betrages  von  6'  zu  den  folgenden 

4)  cosy  =    j  y  stny  = 


5)  tany  =  y  ,  y  =  arctan  4-  +  mx  , 

wo  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  die  sich  etwas  näher  W 
stimmen  lässt,  wenn  man  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  negi* 
tiven  I  unterscheidet.  Für  i^  =  0  wird  nämlich  y  =  +  wä  und 
nach  Nro.  ^)  cosy  =  -\-  1  oder  cosy  =  —  1  je  nachdem  |  positii 
oder  negativ  ist;  hieraus  geht  hervor,  dass  im  ersten  Falle  m  eim 
gerade,  im  zweiten  Falle  eine  ungerade  Zahl  sein  muss.  ßezeiclmei 
7c  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  haben  wir  vermöge  derWertht 
von  X  und  y  folgende  Formeln :  für  ein  positives  |: 

6)  7(1  +  iri)  —  I  ?(|2  ^_  ^2)  ^  iLrcfan  j  +  2Ä;3r  | , 
dagegen  für  ein  negatives  {: 
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')     Hi+iri)  =  |Z(|*  +  1J»)  +  i[arctan  -|  +  (2fc  +  l)jt]  • 

In  dem  sehr  emÜEUshen  Falle  |  =  dl  1  i^u^d  ij  =  0  erhält  man 

hieraus 

8)  l(-\-i)  =  ±  2kxi  ,  l(—l)  =  ±i2k  +  l)7ti, 
mithin  kann  bei  positiven  | 

9)  Kl  +iv)  =  i Hi'  +  V)  +  iarctan  |  +  l(-\- 1), 
ond  bei  negativen  | 

10)  Z(^  +  iti)  =  I  ?(|2  +  ,^2)  ^  iarctan  ^  +  K—  1) 

ge»etzt  werden.  Die  unendliche  Vieldeutigkeit  der  Logarithmen  wird 
übrigens  nicht  überraschen,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 

n  =r  Lim  [K1?T— l)]»         (fürn  =  oo) 

»t  und  dass   y  ^,  den  Untersuchungen  des  §.54  zufolge,  n  verschie- 
dene Werthe  besitzt. 
Aus  der  Gleichung 

ergiebt  sich  bekanntlich  die  Flaupteigenschaft  der  Logarithmen 

jene  Relation  besteht,  wie  in  §.  55  gezeigt  wurde,  auch  bei  com- 
plexen  Hi  und  z^ ,  mithin  gilt  die  letztere  Eigenschaft  gleichfalls  bei 
complexen  ^i  und  ^2'  Eine  Anwendung  des  Satzes  besteht  darin, 
dass  man  die  Werthe  von  l(^-\- iri)  und  Z(|  — ii^)  ii^ch  Formel  7) 
oder  nach  Formel  8)  entwickelt  und  die  beiden  erhaltenen  Gleichun- 
gen Yon  einander  abzieht]^  man  findet  so 

11)  if^±Jl\  =  2i  j  arctan  ^  ±  2h7e  j  , 
wo  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 

§.57. 

Die  goniometrischen  iind  cyclometrisohen  Funotionen  mit 

complexen  Variabelen. 

I.    Die  in  §.  55  Nro.  6)  entwickelten  Gleichungen 
cosu  = ,  stnu  = — 
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wollen   wir  als   die  allgemeinen  analytischen  Definitionen  von  cos« 
und  sinu  beibehalten;  es  ist  dann 


•— » 


cos(iv)  = 


2 


''''  ('  ^)  = ^l =  * 2 ' 

und  überhaupt  bei  complexen  u  =  x  -{-  iy 

cos{x  +  iy)  = = 2 , 

sin(a;  +  iy)  = ^. = ^. 

oder,  wenn  man  e+**  sowie  e~*^  durch  cosx  und  sinx  ausdrückt, 

1)  cos(a;  +  ti^)  = r coso;  —  » r s»«a?, 

2)  sen(a;  +  ey)  =  — — stnx  +  e r cos«. 

Vermöge    der   Werthe  von    cos{iu)   und   stn(iy)    kann   man  dafi 
schreiben 

cos (x  -{-iy)  =^  cosx cos(iy)  —  sinx sin(iy) , 

sin(x  -\-iy)  =  sinx  cos(iy)  +  cosx  sin(iy) , 
woraus  hervorgeht ,  dass  die  bekannten  Formeln  für  cos  {a  ■{■  ß 
und  sin  («  -|-  ß)  auch  bei  imaginären  ß  richtig  bleiben.  Die  Glei 
chungen  1)  und  2)  liefern  ferner 

cos^ (x  +  iy)  -\-  sin^ (x  +  iy) 

= (r^y  -  i'^^y = -. 

die  Relation  cos^  z  ■\-  sin*^  jer  =  1  besteht  daher  auch  bei  complexen  i 

Für  die  übrigen  goniometrischen  Functionen  behalten   wir  dil 
gewöhnlichen  Definitionen 

1  ^  sin  z 

secz  = ,      tanjsf  = u.  s.  w. 

cos z  cos  z 

ungeändert  bei.     Hiemach  ist  z.  B. 

^^   ,     ...        lei' -\r^''^)9inx  '\- i(ey  —  e-'V)cosx 

tanix  +  ty)  =  7 — ; ^ ■ — 77 r— : — , 

^     '     ^^        (ev -\-e-v)  cos X  ^  i(ev  —  e-v) sinx 

oder,  wenn  man  den  Nenner  durch  Multiplication  mit 

(ey  -^e'-y)cosx  +  i(ev —  cv^sinx 

reell  macht, 


FttiiCtioDeu  in^t  coiuplexen  VariabeleQ.  2l>5 

)  tan  (X  +  tu)  =IZ  — ; — ; «»• 

'  ^   ^   ^^        c*»  +  2cos2x  +  e-^9 

Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  alle  übrigen  goniometrischen  Fono- 
Jonen  des  complexen  Bogens  X'\-iy  auf  die  Form  <p(x,  ^)  -|-  «^(x,  jf) 

nngen. 

II.  Für  die  cyclometrischen  Functionen  benutzen  wir  die  ge* 
röimlichen  Definitionen,  zufolge  deren  sie  die  kleinstell  Umkehrungen 
kr  goniometnschjen  Functionen  sind.  So  verstehen  wir  z.  B.  unter 
tfc»R(|  4~  171)  denjenigen,  für  ^-\-  ifl  =  0  verschwindenden  Bogen, 
iasen  Sinus  den  Werth  |  4-  ^^  besitzt.     Setzen  wir  demnach 

10  X  und  y  vorläufig  unbekannt  sind,   so  muss  umgekehrt  die  Glei- 

long 

sin  (a;  +  *y)  =  f  +  *  ^ 
litten,  die  nach  Nro.  2)  mit  der  folgenden  übereinkommt, 

c^  +  e-y   .         ,    .e^  —  e-y  ^  .    , 
r sinx  +  I cosx  =  g  +  tiy. 

Zur  Bestimmung  von  x  und  y  dienen  jetzt  die  beiden  Gleichungen 

s%nx  =  f , cosx  :=  1^. 

w  diesen  erhält  man  leicht 


Sino;         coso;  stnx        cosx 

durch  Multiplication 

,  i=_Ü 2!_ 

I  sm^a;         cos'^x 

i  sin^xcos^x  =  ^^cos^x  —  ri^sin^x. 

petzt  man,  sm*x  durch  1 — cos^Xy  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung 
Ik  der  Unbekannten  cos  x  und  es  wird 

Nr  ist  niir  das  obere  Zeichen  anwendbar,  weil  sonst  cos'^x  negativ 
NfaUen  würde.     Man  hat  demnach 

m'^X  =  1  [l  —  |2  _  ^2  _|.  V(l  _  |2  _  ^3)2  4-  4  1^2]  ^ 
Stn^aJ  =  1  [l  ^-  |2  -f  1^2  «.  V^(l— |8-yy2)2_|.4,y2]  , 

ier  auch 

»m'«  =  l[i  +  gJ  -1-  ,,«  _  l/'(l+r^  +  ija)«-4|«]. 
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Benutzt  man  zur  Abkürzung  die  Symbole 
7)  X  =  -^  V  1  +  I«  +  1J2  _  \A(1  +  |2  -1-  ,,2)2  _  4 1» , 

8)  r=-^l/l  — I«  — i?»  +  V"(l-|«-72«)»  +  4f, 

80  hat  man  nach  dem  Vorigen 

sinx  =  X^         cosx  z=  Y-, 

hieraus  ergiebt  sich  der  Werth  von  x,  und  zwar  ist  einf&ch  x=arcsinl 
zu  setzen,  wenn  der  anfangs  ausgesprochenen  Bedingung  des  gleick 
zeitigen  Yerschwindens  von  |  und  x  genügt  werden  soll.  Ferner  lul 
man  aus  Nro.  6) 

mithin  zusammen 

9)  aresin (^-\~iYi)  =  aresin  X  -f-  i^\-^  H — ^)- 

Die  Function  areeos  (|  +  ^  *?)  gestattet  eine  ganz    ähnliche  ß^ 
handlung,  wobei  sich  ergiebt 

10)  areeos (^ -\~  irj)  =  areeos X  +  ^H-^ ^); 

auf  gleiche  Weise  würden  sich  auch  die  übrigen  cyclometrischq 
Functionen  complexer  Variabelen  in  die  complexeForm  u  -\-  iv  briij 
gen  lassen. 

Wir  betrachten  noch  einige  specielle  Fälle  der  obigen  Formeh 
Es  sei  erstens  ?^  =  0,  so  wird 

X  =  ^Vi  +  i^-y(i-i«p, 

imd  hier  sind  die  Fälle  ^  <^  1  und  §  >  1  zu  imterscheiden. 

Für  I  <  1  ist  der  absolute  Werth  von  V(l— g^  =  1-| 
mithin    wird   X  =^  x,   ferner   nach  Nro.  8)    Y  =  V 1  —  |^  ui 

-J-r  =  0;  die  Gleichung  9)  reducirt  sich  in   diesem  Falle  auf  d 

Identität  a/resin  |  =  aresin  |.  Dagegen  ist  f ür  J  >  1  der  absolu 
Werth  von  V (1  —  ^2)2  =  |2 __  1  ^  mithin  X  =  l,  aresin X  =  j 

Femer  wird  unter  diesen   Umständen   Y  =  0,   folglich  -7=-  •■=  -r 

wovon  sich  der  wahre  Werth  auf  folgende  Weise  findet.     Es  ist 
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17»  2ri^ 


ithin,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit 

V  (1  —  |2  _  ^2)2  _|.  4  ^2  _  (1  __  |2  _  ^2) 

ultiplicirt, 

ly»    _  V(l  — gg--i?2)2  +  4iy2  — (1— jg^-iy^) 

r  1^  =  0  wird  hieraus  wegen  |  >  1 


|2 


^'  fc,  .  ^ 


z^i^-i,     ^  =  vinn. 


72      »      -'        r 

Zufolge  der  gefundenen  Werthe  hat  man  aus  Nro.  9) 

l)         arcsin^  =  ln  +  iZ(|+V|2__i),      |  >  1, 

id  es  wird  dieses  Resultat  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert, 
tts  zü  einem  die  Einheit  übersteigenden  Sinus  kein  reeller  Bogen 
)1iöreii  kann. 

Aus  der  Formel  10)  erhält  man  für  rj  =  0  und  |  >  1 

I)  arccos  ^  =  il  {^  —  V^^—l) ; 

b  Addition  der  Gleichungen  11)  und  12)  zeigt,  dass  die  Relation 

'  aresin |  +  arccos ^  -=  \7C 

piA  für  I  >  1  richtig  bleibt. 

Es  sei  zweitens  |  =  0 ;  es  wird  dann  X  =  0 ,  Y  =  1 ,  mithin 
[  =  |.     D..W 


1» 

2|» 

X« 

1+1*  +  '?' 

+  V(l+|*  +  ,22)»- 

2 
>ttt  für  I  t=  0  der  wahre  Werth  von 

^  =  1  +  1^2    und    ^  =  \^l+9?2. 

)>  Gleichungen  9)  und  10)  gehen  jetzt  in  die  folgenden  über 

f)  a^csin  (irj)  =  il{Vl  +  ^^  +  ^)  1 

!)  arccos  (iri)  =  |  jr  +  «1(1^1  -|-  1^2  —  ^). 

vch  Addition  derselben  gelangt  man  zu  dem  Resultate,  dass  die 

feBune  Ton  arcain   und  arccos    auch    bei   imaginären  Variabelen 


268    Gap.  VIII.   §.  57.   Die  goiiiometrischen  u.  cy ciometrischen 

gleich  dem  Quadranten  ist.  Dieser  Satz  gilt  überhaupt  für  complew 
Variabele,  wie  man  durch  Addition  der  Gleichungen  9)  und  10)  leichi 
finden  wird. 

Wir  betrachten  noch  die  Function  arctan  (|  -|-  i  t^) ,  deren  com- 
plexer  Wei-th  a?  -f-  «y  sein  möge.     Aus 

15)  arctan  (|  +  irf)  =  x-^iy 
folgt  umgekehrt 

tan  (x  -\-  iy)  =  ^  -{-  tri', 
für  die  linke  Seite  substituiren  wir  den  ursprünglichen  Werth 

(ev  -f  e~^)  sin  x  ~\-  i  (e"  —  e'~^)  cos  x tan  x  -\-  iQ 

(ev  +  ^~^)  cosx  —  i{ey  —  e~v)sinx        1  — iQ  tanx' 
wobei  zur  Abkürzung 

e^  —  e~y 

16) 1—  =  Q 

'  ev  +  e-y        ^ 

gesetzt  worden  ist,  schaffen  die  Brüche  weg  und  vergleichen  £ 
reellen  und  imaginären  Theile;  wir  erhalten  dann  folgende  zw 
Gleichungen 

tan  o;  =  I  -|-  r/  (2  tan  x,         Q  =  rj  —  ^Q  tan  x . 
Die  erste  Gleichung  liefert 

17)  ta/nx  = TT, 

1  —  riQ 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  zweite  Gleichung  substituirt,  f 
wird 

mithin 

^        l+g»  +  i;»+V(l+|»  +  i?«)»-4i?» 

Das  nöthige  Vorzeichen  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkud 
dass  für  rj  =  0  auch  y  z=  0  und  Q  =  0  werden  muss ;  daher  i 
nur  das  untere  Zeichen  zu  gebrauchen.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

18)  Z  =   Va  +|3  +  1^2)2  __  4^2, 

wo  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist,  so  wird ' 

*2  = 2^^ 

Aus  Nro.  17)  folgt  jetzt 

19)  X  =  arctan- +  ää, 

1  —riQ- 

und  dabei  ist  k  eine  positive  ganze  Zahl;  soll  aber  x  gleichzeitig  ni 
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J  verschwinden,  so  mnss  ^  =  0  genommen  werden.     Femer  ergiebt 
nch  aus  Nro.  16) 

'-Hm- 

md  da  Q  bekannt  ist,  so  hat  man  auch  x  und  y,  mithin  nach  Nro.  15) 
W)  arctan  (|  +  ti|) 

-  '^~  1  _|»_,.  +  z  +  *s'U.-|«-(i-W" 

hdem  speciellen  Falle  |  =  0  wird  Z  =  1  —  iy'  oder  =r:  iy»  —  1, 
je  nachdem  ly«  weniger  oder  m^hr  als  die  Einheit  beträgt,  daher 

arctan(iri)  =  illQjLiy         ^2  <  1, 

arcfa«(ii?)  =  t|Z^5±i^,        i2^>l; 

p  J?  =  1  liefern  beide  Formeln: 

arctan  i  =  ico. 

Die  übrigen  cyclometrischen  Functionen  können  auf  gleiche 
leise  behandelt  werden. 

i 

§.  58. 

Differentiation  oomplexer  Ausdrücke. 

Den  vorigen  Untersuchungen  zufolge  kann  eine  Function,  welche 
h^r  der  Variabelen  js  noch  die  imaginäre  Einheit  i  enthält,  auf 
fc  Normalform 

Facht  werden,  dann  lässt  sich  aber  auch  eine  bündige  Erklärung 
Nr  den  Differentialquotienten  von  f{e,i)  geben.  Unter /'(;&,  t) 
l*«teht  man  nämlich  den  Ausdruck  q>'{e)  -f  i^\e)  und  es  ist  daher 
\  df{g,i)  _d(p{e)        .dil;(^) 

dz  dz  dz 

Dieser  Definition  folgend  wollen  wir  die  Differentialqubtienten 
^  einfachen  Functionen  complexer  Variabelen  aufsuchen. 

öie  Potenz.     Setzen  wir  nach  §.  53 

X 
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80  erhalten  wir  darch  Differentiation  in  Beziehong  auf  x 

d[(x-\-iyy]  «   •      /,8Ö    .         „    ,  „8r 


H-  ilur^cos^Ld-^ h  ftr^-^srnfiö-^  ; 


es  ist  aber 


dO  y       9ind 

dr  X 

dx  Yx^  +  y^ 

mithin  nach  Substitution  dieser  Werthe  und  gehöriger  Zusamme 
Ziehung 

d[(x  +  iy)f']  ^^rf^-icos(fi^l)d+ifjLrf'-''siniii^l)d 

O  X 

r=  (ir^-^[cos(iL  —  l)d  +  isin(fi—l)ey 
d.  h. 

Durch  eine  gleich  einfache  Rechnung  findet  man 

4)  dy  =tii(x  +  ty)f-\  I 

und  nun  folgt  aus  den  Formeln  3)  und  4),  dass  die  Differentiatij 
einer  Potenz  mit  complexer  Basis  ebenso  auszuführen  ist,  als  wei 
i  ein  reeller  Coefficient  wäre. 

Die  Exponentialgrösse.   Durch  Differentiation  der  Gleicht 

e*  +  «>  =  e^cosy  +  ie^siny 
erhält  man  augenblicklich 

5)  — 5 =  e^  cosy  -\-  ie'  siny  =  e'+*y, 

ox 

6)  — :r =  —  e^siny  -\-ie^cosy  =  «c*  +  «y; 

oy 

wie  man  sieht,  bleibt  auch  hier  die  Differentiationsregel  ungestöii 

Der  Logarithmus.    Die  Formeln  6)  und  7)  in  §.  56  könl 
in  die  folgende  zusammengezogen  werden 

1(1  +  iri)  =  |J(|»  +  f,')  +  i(arctan^  +  c), 
wo  c  eine  von  |  und  rj  unabhängige  Grösse  bezeichnet;  daher  ist 
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^  öl  l*  +  ip        't'  +  V'       i'  +  V' 


1 


i  +  ifi' 


ix       9i(^  +  in)  _     V      ,  4—1—  =  iLzJJL 

^  dfl  l'  +  i?^  ^    l^  +  iy*         1^  +  17» 


1 


Avch  hier  gescbi^t  die  Differenti&tioB  ebenso,  als  wenn  i  reell  wäre. 
Die  trigonometriBclien  Functionen.     Abb  der  Gl^chnng 

sin  {x  -\-  iy)  = sin  x  +  * cos  x 

riiält  man 


\ 


d  sin  (x  -\-  iy)        e^  +  €~*  .  e«'  —  e~9 


dx  2 

=  cos(x  +  iy). 


COSX  t S'tfl  X 


^.        dstn(x  +  ty)        e^  —  e-^  .        ,    .e^ -l- e-i' 

^}       ^ = Sinx  -\-  i eosx 

dy  2  2 

r=  f  cos(jc  -j-  iy)' 

Für  die  übrigen  trigonometriBchen  Functionen  ißt  ebenso  leicht 
■eliznveisen,  dass  die  gewöbnlicheo  Differentiationsregeln  angeandert 

Wen. 

I     Die  cyclometrischen  Fnnctionen.     Setzen  wir,  wie  in 
\  57,  Nro.  4) 

aresin  (|  +  irj)  =  x  +  iy, 
Mm  zwischen  x  and  y  die  Gleichnngen 

5tfiA;  =  $, €OSx^=^ri 

Erfinden,  so  haben  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  | 
,  gende  drei  Gleichungen 

lli  8  arcshi  (|  +  i  ?^)  _  ^    ,     .Cy^ 

.      e^  +  e-y  ^x     .    e^  —  e-^   .       ^y 

~^—cosx^  +  —^—snix-^  =  1, 

e^  —  e~~9   .       dx    ,    e^  4- e~9  dy 
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Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man' 

8a? Ije^  -\- e~v) cos X 

8|  ~"  ß  (cy  +  e-y)  cos xy  +  ß  (cy  —  e~y)  sinx]^ ' 

dy  l(e^  —  e~~y)sinx 

"dj  ~  ß (e»  +  e-y) cos x]^  +  [| (e^  —  e-y) sinx]'^ ' 

substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  11)  und  berückgid 
tigt  die  Relation 

P  +  ig  _        1 

1?2  -|-  ^2  p  —  ^g» 

so  gelangt  man  zu  der  Formel 

d  aresin  (|  +  iri) 1 

8 1  5  (^'^  +  ^~0  ^ös  0?  —  «  ä  (e"  —  ^^^)  sin  X 

_  1 1 

~"  C08(x  +  iy)  ~  Yl—sin^{x-^iy) 
oder 

V  8  aresin  (|  +  ^i?) 1 


öS  Yi-ij^  +  iny 

Durch  eine  ähnliche  Rechnung  findet  sich 


-o.  8armn(|  +  iiy) . 


dri  Vl-(|  +  iiy)2' 

es  gilt  daher  die  gewöhnliche  Regel  zur  Differentiation  des  am 
sinus  auch  bei  complexen  Variabelen.  Für  die  übrigen  cyclometr 
sehen  Functionen  gestaltet  sich  die  Sache  ebenso. 

Durch  die  Zulassung  der  Differentialquotienten  complexer  Au 
drücke  erreicht  man  häufig  den  Vortheil,  verschiedene  Differential 
quotienten  unter  einen  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkt  zu  bringei 
So  sind  z.  B.  die  Gleichungen 

ßx  aß 

d  arctan  -^-—  =  -—  ^^--~  d  x 

nicht  wesentlich  von  einander  verschieden ;  setzt  man  nämlich  in  de 
ersten  iß  für  /3,  so  wird 

d.  i.  nach  Formel  11)  in  §.  56 


Cap.  Vni.   §.  58.    Differentiation  complexer  Ausdrücke.    278 

idlardan^ h  2hn  )  =  i   ,  ,  \, .  ^dx, 

was  mit  der  zweiten  Gleichung  übereinkommt. 

Dass  der  Gebrauch  complexer  Zahlen  auch  bei  der  Entwickeluog 
höherer  Differentialquotienten  von  weBentlichem  Nutzen  sein  kann, 
mag^  folgendes  Beispiel  zeigen.  r 

Ans  der  identischen  Gleichung 

eL—^JL/—! L_\ 

a«  +  /3«a;«         2i\ßx'-ia       ßx  +  iaj 
erhält  man  durch  m- malige  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 

I}^(      ""        \      (-l)'^1.2...m/>«i  1 1  < 

\a«  +  /52a;V  2ia  \(ßx—itt)r^^      (/Ja: +1  «)"»+*! 

Um  die  imaginären  Ausdrücke  wieder  wegzuschaffen,  setzen  wir 
ßx  +  ia  =  r(cosü  +  isinO) 

px 
Q  wird  dann 

(ßx  +  ia)^+^  —  (/Jx  — ♦a)^+i 

=  r«+i[cos(w -fl)ö  +  iMn(m  +  l)(i] 

--  r"»  +  »  [cos(m  +  l)H  —  is»n(f»  +-  l)ö] 

mitluB 

stnl  (f» -f  1)  ardaw  ^  j 

Aus  der  identischen  Gleichung 

a^  +  ß^x'^         2i  Kßx  —  ia  ^  ßx  +  ia/ 
erhält  man  nach  derselben  Methode 

/      o         \  cos\(m-\-l)arctan-^\ 

">  »■t^)=<-'>-'-^-'-''-'^ IZTT- 

BcMtnllch,  Analrrii.    I.  18 
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Setzt  man  in  der  Formel  14)  a  =  ^  =  l,tw  =  n  —  Innj 
berücksichtigt,  dass 

j)n-}(      — A  :=,  B^a/rdcmx 

Vi+W 

ist,  so  kommt  man  auf  dasselbe  Resultat  zurück,  welches  in  §.  1^ 
Nro.  13)  durch  ein  weit  umständlicheres  Verfahren  geftinden  wnrdi 

§.  59. 
Potenzenreihen  mit  imaginftren  Variabelen. 

Vergleicht  man  die  beiden  früher  erhaltenen  Formeln 

1)  l^(^)  =  ^'^  +  i'<'*  +  l'«'  + 

2)  ardany  =  \y  —  ly'  +  ly*  — 

-I<a!<  +  1,      _l<y<4-i, 

*so  fällt  in  die  Augen,  dass  die  erste  Reihe  mit  der  zweiten  i« 
werden  würde,  wenn  man  ihr  den  Zeichenwechsel  zu  verschaiM 
wüsste.  Dies  erreicht  man  durch  die  Substitution  a;=r  iy;  dieliiih 
Seite  der  Gleichung  1)  verwandelt  sich  dabei  in 


i^T^^lf)'^*^^'*^^' 


wobei  1 1  als  eindeutig  =  0  vorausgesetzt  wird;  die  rechte  Seite  de 
Gleichung  1)  geht  über  in 

«Ciy-iy  +  I»*- ), 

ob  aber  die  Gleichung  1)  unter  diesen  Umständen  noch  besteht,  ü 
eine  andere  und  zwar  nicht  überflüssige  Frage,  weil  die  Formel  1 
nur  für  reelle  x  bewiesen  wurde.  Die  Gleichung  2)  zeigt  nun,  du 
in  der  That  die  Gleichung  1)  für  x  =  iy  ihre  Gültigkeit  behält. 
Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Formeln 

X     .     1    a?8    ,    1  .  3  a?5 
arcsznx  =  -  +  --  +  ^^-^-  + , 

\ff-r  Y      -r!f  j  j  23^2.45 

—  1  ^x^  +  1,  —  1  £y^  +  1, 
deren  zweite  man  auf  demselben  Wege  erhalten  kann ,  der  in  §.  4! 
zur  Entwickelung  der  Reihe  für  aresin x  eingeschlagen  wurde;  and 
hier  lässt  sich  durch  Substitution  von  x  =  iy  die  erste  Reihe  in 
zweite  überführen,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  für  aresin  x  für  im 


&.• 


fi 

^ 


g-^smiTifg.     •^an.ic^* 


\ 


pi  nr  ÖFo. 


m* 


f.  9L  ^  1^ 


Aura  mt 


»*■ 


>C  lä*r  i^    a». 


*ägt 


G  =- 


>?»  r  ä  -;f  ♦ 


^» 


»♦ 


C*  :^ 


-I     «» 


*-     r 


Ä*' 


6 


l^«i. 


Vi.«d 


«•»*  .^« 

;»-»* 


=  1    -*- 


V      *     * 


l-±.5        3-±-..»        l,i 


,«   4 
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und   zwar  gilt  diee  fär  alle  reellen  x.     Setzt  man  x  :=r  -\-  y^  rm 
multiplicirt  beiderseits  mit  y,  so  geht  die  Reihe  über  in 


•  •  •  t 


2 
und  man  hat  daher  die  Gleichung 

welche  zeigt,  dass  das  unendliche  Product' für  sinz  auch  in  demFal 
richtig  bleibt,  wo  ü  durch  die  imagin&re  Variabele  iy  ersetzt  wir 
Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  bei  den  Werthen 

man  gelangt  nllmlich  zu  der  Formel 

^)  ^^=('+^)('+i^)('+Ä) 

welche  beweist,  dass  das  unendliche  Product  für  cos  z  auch  im  Fai 
z  =1  iy  richtig  bleibt. 

Auf  die  Gleichungen  4)  und  5)  sind  die  nämlichen  Transfonn^ 
tionen  anwendbar,  welche  in  §.  50  mit. den  unendlichen  Producte 
für  sinz  und  cosz  ausgeführt  wurden.  Nimmt  man  zuerst  die  Lc 
garithmen  und  differenzirt  nachher  in  Beziehung  auf  y,  so  erhält  mt 

~   y    '^  (l^y  +  y^  "^  (2Ä)«  +  y*  "^  (3Ä)2  +  y«  "^ 
__        2y  2y  2y 


8)  ' 

__    1  2y  2y 2y 


9) 


2 


e»  -\-e- 


y 


+ 


(1^)2 +  y2  (1^)2  +  3^2     •     (|^)»  +  y« 
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dieselben  Resultate  ergeben   sich  aus  den  Formeln  3),  4),  6)  und  7) 
des  §.  50  durch  Substitutition  von  s  =  iy. 

Verwandelt  man  femer  die  soeben  gefundenen  Reihen  in  Poten- 
zenreiheo,  so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten 

10)  '"  + '-' 

elf  —  e-9 
y    '^    1.2^        1.2. .4^    "*"l.2..6^  ' 

—  «  <  y  <  +  «, 

^y  +  c-y 

^22(2'i~l)^^  2^2^  ^1)^3   .  .    2H2«->l)g,     ^ 

1.2  ^  1.2. .4      ^  ^       1.2.. .6      ^ 

—  J«<y  <  +  J«» 

2 


11) 


12) 


c^  —  c-y 


^1^2(21-1)2?,  2(23-1)^        _  2(21-2)A 

Jf  1.2         ^  ^       1.2. .4      -^  1.2. ..6     ^  ^     • 


13) 


—  «  <y  <  +  », 

2 


— r 


1.2^    ^  1.2. .4^  1.2. .6^    ^ 


—  |3«  <!/  <  +  5^; 

darin  bedeuten  Bi,  JBg,  B^  etc.  die  Bernoulli 'sehen  Zahlen,  r2,  r4, 
^6  etc.  die  Secantencoef&cienten. 

Man  ersiebt  aus  den  gefundenen  vier  Gleichungen,  dass  die  For- 
meln 29),  30),  31)  und  24)  in  §.  60  auch  Bt  js  =:  iy  richtig  bleiben, 
wenn  y  auf  dasselbe  Intervall  wie  js  beschränkt  wird. 

Erscheinungen  dieser  Art  veranlassen  die  allgemeinere  Frage,  ob 
^ nicht  möglich  sein  würde,  das  Theorem  von  Mao-Laurin  auf 
complexe  Variabelen  auszudehnen,  d.  h.  die  Bedingungen  zu  finden, 
^ter  denen  die  Gleichung 

f(x  +  iy) 
-/(O)  +  ^(oJ  +  ty)  +  il^{x^-iyy  +  .  .  .  . 
S^tigist-  diese  Untersuchung  werden  wir  im  zweiten  Bande  erledigen. 


Gap.  IX. 

Die  Zerlegung    rationaler    algebraischer   Functionen 

Factoren  und  Partialbrüche. 

§.  60. 

Der  Fundamentalsatg  der  Lehre  von  den  algebraischen 

G-lelohimgen. 

Aus  der  Algebra  ist  hinreichend  bekannt,  dass  Gleichungen  d 
vier  ersten  Grade  jederzeit  ebensoviel  reelle  oder  complexe  Warze 
besitzen,  als  der  Grad  der  Gleichung  Einheiten  zählt;  es  liegt  daB 
die  Frage  nahe,  ob  diese  Eigenschaft  bei  jedem  höheren  Grade  gleic 
falls  stattfindet.  Die  Theorie  der  imaginären  Zahlen  macht  ei 
genaue  Discussion  des  Gegenstandes  möglich,  welcher  wir  nur  ei 
Bemerkung  vorauszuschicken  haben. 

Wenn  eine  Reihe  positiver  Grössen  Ai  ^it  ^>  •  •  •  ^  g^^^ 
ist  und  die  Zahl  q  grösser  als  jeder  der  Quotienten 

Cifc  +  l  C*  +  2  €n 

,  »   •  •  •  •    

Ci  Ct  +  i  Cn-i 

gewählt  wird,  so  kann  man  aus  den  Ungleichungen 

^  v^     Ck+l  ^'^     gi  +  2  ^  >^       Cn 

g[>—r-j       2  >  T^^  » •  •  •  är>  ■;; — 

leicht  die  folgenden  ableiten 
diese  fuhren  noch  zu 
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worin  w  eine  beliebige  positire  Yariabele  bezeichnet.      Wählt  man 

1  . 

letztere  <^  - — ,  bo  wird  qw  <[  {  und 

qw  +  Q^^^^  +  •  '  •  +  3"«ö" 

wobei  die  Summe  rechter  Hand  =1  1  ist     Die  nunmehrige  Unglei- 

ehang 

enthält  folgenden  Sata:    in  der  aus  positiven  Grössen  bestehenden 

Ce  +  CiW  -\-  CiW^  4- +  c„  w» 

lässt  sich  w  immer  so  klein  wählen,  dass  irgend  ein  Term  c«  to*  mehr 
betragt  als  die  Summe  aller  nachherigen  Glieder.  —  Sind  die  Glie- 
der theils  positiv  theils  negativ ,  so  kann  man  sie  auf  ihre  absoluten 
Werthe  redaciren  und  dann  bleibt  die  Schlussweise  dieselbe.  Man 
ersieht  hieraus,  dass  bei  hinreichend  kleinen  to  das  Vorzeichen  der 

c^w*  -[-  Ci  +  iW*  +  ^  ^_  .  .  .  .  _|-  c««e7" 
mit  dem  Vorzeichen  des  ersten  Summanden  übereinstimmt. 
Wir  betrachten  nun  einen  Ausdruck  von  der  Form 

Teichen  man  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  nten  Grades 
2Q  nennen  pflegt.  Setzt  man  für  x  die  beliebige  complexe  Zahl 
u  -\-  iv,  so  stellt  sich  f(x)  =f(u  +  iv)  unter  die  Form  M  +  tJV, 
wo  M  und  N  ganze  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Die 
Norm  von  Jlf  +  i-^,  d.  h.  der  Ausdruck  M^  ~\-  N^,  kanu,  wie  leicht 
zu  sehen  ist ,  beliebig  gross  gemacht  werden ,  wenn  man  u  oder  v 
oder  u  und  v  zugleich  in's  Unendliche  wachsen  lässt ;  dagegen  kann 
^^  -f  N^  niemals  negativ  werden,  imd  folglich  hat  dieser  Ausdruck 
ein  Minimum,  welches  entweder  =  0  oder  >  0  ist.  Welcher  von 
diesen  Fallen  stattfindet,  wird  die  folgende  Untersuchung  lehren, 
worin  das  Minimum  der  Norm  gleich  mit  M^  4*  N^  selber  bezeich- 
net werden  soll  und  u  -\-  iv  der  complexe  Werth  von  x  sein  möge, 
för  welchen  jenes  Minimum  eintritt. 

Es  bedeute  Q  eine  Wurzel  der  positiven  oder  negativen  Einheit, 
tß  eine  heliebige  reelle  Grösse,  und  es  werde  in  Nro.  l)  x  z=z  u  -{-  iv 
^  9 «0  gesetzt;  man  erhalt  dann  einen  Ausdruck  von  4er  Form  . 

2)  fiu  +  iv  +  Qw)  =  P  +  iQ, 

dessen  Norm  P«  -j-  Q^  "*•     Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  Poten- 

Mn  von  Qtp  ordnen,  indem  man  u  -{-  iv  -\-  ^w  als  ein  aus  u  -f-  iv 


•     a     • 
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und  QW  bestehendes  Binom  ansieht  und  dem  entsprechend  die  Poten- 
zen von  u  -^  iv  -]-  QW  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt; 
man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  einer  Gleichung  folgender  Gestalt 

worin  M^  N  die  vorige  Bedeutung  haben,  und  JUi ,  JVi ,  M2,  N^, 
.  .  .  M„,  Nn  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Da  möglicher 
Weise  mehrere  dieser  Ausdrücke  verschwinden  können,  so  mögen 
Mk  und  Njt  die  ersten  nicht  gleichseitig  verschwindenden  FonctioneD 
bedeuten;  es  ist  dann 

3)  f(u-\~  iv-}-  Qiv) 

=  M+  iN+  {Mjt  4-  iNt)  9*w*  +  •••  +  (JM;,  +  iNn)  P"w» 

Für  Q ,  welches  bisher  nicht  näher  bestimmt  wurde ,  lassen  sich 
vier  verschiedene  Wahlen  tre£fen,  nämlich 

L  L  L  L 

9  =  (+l)*,      p  =  (-l)*,       P  =  (+»)*.      9  =  (-0*. 
welchen  die  Werthe 

e*  =  +  1 ,        p*  =  —  1 ,         9*  =  -f-  i,         Q*  =  —  i 

entsprechen;  bezeichnet  demnach  £  eine  reelle  (positive  oder  nega^ 
tive)  Einheit,  so  kann  einerseits  q^  =  £,  mithin 

f(u+  iv  +  Qw) 
=:=  M  +  sMjtW^  _|_  .  .  .  .  ^-  i(N+  BNtW^  +  •  •  •  •)i 
andererseits  q^  z=  bI,  folglich 

f(u  +  iv+Qw) 
=  M  —  sNtW^  -|_  ,  .  .  .  -|-  i(N-\-  BMkW^  +  •  •  •) 
gemacht  werden.      Die  Normen  dieser  Ausdrücke  sind   für  die  ge- 
nannten Fälle 

P2  +  Q2  —  j^^t  ^  N%  j^  26{MMt  +NNm)w^  -f 
P2  +  Q2  =  jjf 3  _|_  jv^2  ^  2e(NMt  —  MNt)uj^  -h 
demnach  ist  es  ebensowohl  möglich 

P2  ^  Q2  ^  (Jlf2  +  jv-2)  =  2BiMMit  +  NNt)w^  + 
als 

^  +  C*  —  (^*  +  -^*)  =  2B(NMk  —  MNu)w^  + 
zu  machen.  Bei  hinreichend  kleinen  w  hat  jede  der  Summen  rechter 
Hand  dasselbe  Vorzeichen  wie  das  erste  Glied,  man  kann  daher  jene 
Summen  negativ  werden  lassen,  indem  man  dem  b  das  hierzu  erfor- 
derliche Vorzeichen  giebt.  Dieses  Resultat  widerspricht  aber  der 
Voraussetzung,  dass  M'^  4~  -^^9  das  Minimum  der  Norm  also  P^  4*  (^^ 


•  .  •  • 
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-  (M^  +  N^)  positiv  sein  soU ,  und  dieser  Widerspruch  hört  nur 
inn  aiif^  wenn  gleichBeitig 

MMm  +  NNt  =  0,  NMjt  —  JlfJV*  =  0 

L    Qnadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt 

idd&J^  +  nI  nicht  =  0  ist,  so  muss  M^  +  Ä'«  =  0,  d.  h. 
f  =  0,  N  =  0,  mithin  auch  f(u  -|-  tt;)  =  0  sein.  Demnach 
listirt  immer  wenigstens  ein  complexer  Werth  x  =  U'\-iVi 
Erweichen  die  ganze  Function /(a^)'VersQh windet. 

Bezeichnet  t*i  einen  complexen  Werth  der  angegebenen  Art,  so 
if(ri)  =  0,  mithin 

/(«)=/(«) -/(n) 

=  a,(x-ri)  +  a,(a5«-rf)  +  •  •  •  +  a,(a;"-r")j 

der  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Parentheseninhalt  lässt  sich 
irch  X  —  Ti  ohne  Rest  dividiren,  und  dah«*  hat  man  auch 

fix)  =  (x—ri)  [a,  +  «2  (^  +  n)  +  (h  («'  +xri+r^  +  -  -- 

...  +  an(x--^  +  ••••  +  r--')] 
=  (x  —  ri)  [«1  +  (hTi  -f  a^r^  +  •  •  •  +  (^r^"^ 
+  (a2+ö8nH +  «^•'i'"^)« 

+ +  0*»"-'] 

^  unter  Benutzung  Jeicht  verständlicher  Abkürzungen  ^ 

Der    zweite  Factor    rechter  Hand    ist    eine    ganze  Function 
V— l)ten  Grades,  die  wir  mit/i(a;)  bezeichnen  wollen,  so  dass 

/(o?)  =  (a?  —  rj)/i(a?). 
Von  der  Function  /j  (x)  gilt  nun  wieder  der  Satz ,  dass  sie  für  * 
Uten  gewissen  Werth  x  =  r^    verschwinden  muss;    hieraus    folgt 
Ml  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

wMx)  eine  ganze  Function  (n  —  2)ten  Grades  bedeutet.     Auf  die- 
p  Wege  fortgehend,  gelangt  m»n  schliesslich  zu  der  Gleichung 

'  /n-i{«)  =  (a?-r„)/,(a?) 

m  darin  ist  /„  (x)  vom  Grade  n  —  n  ==  0,  d.  h.  eine  Constante  C. 

pch  Substitution  von  jeder  Gleichung  in  die  folgende  erhält  man 

I        /W  =  a»«"  +  o^^ia;"-!  +  •  •  •  +  «i «  +  «o 
=  C(x  —  ri)  (ä  —  rj)  .  .  .  .  (a;  —  rj, 
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worin  C  =  a»  sein  muss,  wie  man  u.  A.  auf  die  Weise  erkennt,  das« 
man  beide  Seiten  durch  x^  dividirt  und  nachher  x  in's  Unendliebc 
wachsen  lässt.     Die  Gleichung 

4)  f(x)  =  ttnix  —  ri)  (a;  —  ri>)  .  .  .  (aj  —  r„) 

zeigt,  dass  f(x)  jedosmal  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  x  eina 
der  Werthe  ^i,  rg,  .  .  .  r„  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  jed 
algebraische  Gleichung  wten  Grades  [f(x)  =  0]  hat  n  Wnr 
zeln*). 


*)  Obschon  die  numerische  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Glej 
chung  in  die  Algebra  gehört,  wollen  wir  doch  ein  Verfahren  zva  i 
rungsweisen  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  angeben,  einerseits,  wi 
dasselbe  eine  nette  Anwendung  der  Differentialrechnung  darbietet,  and 
rerseits,  weil  es  für  transcendente  Gleichungen  ebenso  passt  wie  fi 
algebraische. 

Um  einen  reellen  Werth  von  a;  zu  finden,  welcher  die  Gleichung 

fix)  =  0 
be&iedigt,  suche   man  zunächst  zwei  Näherungswerthe  Xi  und  Xj  di 
Art,  dass  die  Functionen /(rc), /'(a;), /"(rc)  endlich  und  stetig  bleib« 
von  x  =  Xi  bis  x==  Xq,  und  dass  f{xi)  und  /(a^g)  entgegengesetzte  Yi 
zeichen  haben.     Denkt  man   pich  Xi  und  y^  =  f{Xi)  sowie  x^  and 
=  /(^2)  *i8  rechtwinklige  Coordinaten  zweier  auf  entgegengesetzten 
ten  der  Abscissenachse  liegender  Gurvenpunkte  Pj  und  Pg,  wobei  ö 
=  Xiy  MiPi  =  ^1,  OM2  =  X2,  M2P2  =  ^2  ''^i^   möge,   so  wird  d 
Curve,  deren  Gleichung  y  =  f(x)  ist,  die  Abscissenachse  zwischen  J 
und  M2  in   einem  Punkte  M  schneiden,   dessen  Abscisse  OM  da  i 
suchte  X  darstellt;  auch   existirt   nur   ein   solcher  Durchschnitt,  wei 
die  Curve  von  P^  bis  P2  entweder  fortwährend  steigt  oder  fortwähra 
fällt,  d.h.  wenn /'(a;)  innerhalb  des Intervalles  x  ^  Xi  bis  x  =  x^ii 
Vorzeichen  behält.    Setzen  wir  noch  voraus,   dass  /"(a?)  innerhalb  d 
genannten  Intervalles  gleich&Us  keinen  Zeichenwechsel  erleide,  so  sii 
hinsichtlich  des  Verlaufs  der  Curve  von  P^  bis  P2  nur  vier  Möglichk 
ten  vorhanden :  die  Curve  steigt  entweder  mit  convexer  Krümmung  od 
sie  fällt  mit  concaver  Krümmung,  oder  sie  fällt  convex  oder  steigt  co 
oav.    Im  ersten  und  zweiten  Falle  haben  /'(a;)  und  /"(x)  gleiche  ?( 
zeichen  j   wir  ziehen  dann  die  Sehne  PiJ^2>  welche  die  Abscissena« 
im  Punkte  8  schneiden  möge,   legen   an  P2  die  Tangente  P2Ti,  ^ 
haben  in  beiden  Fällen 

OS  <  OM  <  OTi 

d.  i. 

^^  f(x2)-f(x,)      <^<^a       f(x^) 

Im  dritten  und  vierten  Fsdle  sind  /'(a?)  und  f"(x)  von  entgegenj 
setzten  Vorzeichen ;  wir  legen  dann  an  P^  die  Tangente  P^  Tj ,  zieh 
wie  vorhin  die  Sehne  und  erhalten 

02\  <  0M<  08 

*  f{ßl)  fiX2)  —  fi^l) 
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Wenn  die  Goef&cienten  Oq  »  ^t ,  .  .  •  a«,  reell  sind  und  x  = 
u  -\-  iv  eine  complexe  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  =  0  bedeutet, 
10  genagt  dieser  Gleichung  auch  der  conjugirte  complexe  Werth 
x  =  u  —  iv,  wie  man  aus  den  über  f(u  -^  iv  -\-  qw)  angestellten 
Betrachtangen  leicht  erkennen  wird ;  die  complexen  Wurzeln  kommen 
daher  nur  paar  weis  vor.  Ist  nun  z.  B.  ri  =  A  -|-  tft  und  die 
eoiyngirte  Wurzel  r^  =  ^  —  if^»  so  können  die  beiden  complexen 
Factoren  x  —  fi  und  x  —  r2  zusammengezogen  werden  und  liefern 
d«D  reellen  quadratischen  Factor 

(aj  — A  — ift)  (a;  — A  +  ift)  =  (a;  — A)2  +  ^2. 

Jede  algebraische  Function  lässt  sich  daher  in  reelle 
Factoren  ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegen. 

Als  Beispiel  möge  die  Zerlegung  von  f{x)  =  x** —  1  dienen, 
wobei  die  Wurzeln  der  Gleichung  x** —  1  =0  aus  §.54  bekannt 
lini    Man  erhält  für  gerade  n: 

fi)  a?«—  1 

=:(»-l)  («  +  1)^2  — 2ir cos— +lj  (x^—2xco8—+^lJ 

.  .  .  lx^^2xco8^ ^— +1  )  I 

ikgegen  für  ungerade  n: 

•)  o;»—  1 

=  (»—  1)  (x^^2xco8  — ^  +  lj  (x^'-2xcos-^-\-l)  •  •  •  • 

...(x^^-^2xco8^^^^=^  +  l) 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  x^  -\-  1  =  0  gelangt  man  zu 
inalogen  Resultaten;  es  ist  nämlich  für  gerade  n: 

T)  0;«+-  1 

=  (x^^2xco8  —  4-lj  ra;2— .2a?co5— ^  +  lj 


...(^.^2xcos^^^^^  +  l), 


Wenn  demnach  die  anfangs  ausgesprochenen  Bedingun* 
g«n  erfüllt  sind,  so  liefern,  je  nachdem  /'(a;)  und/"(rc)  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  die  Formeln  A) 
oder  B)  neue  und  zwar  genauere  Näheriingswerthe. 

Darch  mehrmalige  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  die  Gren- 
zen, zwischen  denen  die  gesuchte  Wurzel  liegt,  beliebig  eng  ziehen. 
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und  für  ungerade  n: 

S)  ««+1 

=  (^  +  1)  U2~2a?cos-+lj  (x^^2xco8  —  +  l\'' 

....  (a;«  — 3äcos  ^^ '^^)  ' 

Diese  vier  Sätze  gestatten  eine  geometrische  Interpretation,  wen 
man  einen  mit  dem  Radius  =^  1  beschriebenen  Kreis  in  2w  gleich 
Theile  theilt  und  die  Theilpunkte  mit  einem  festen  Punkte  verbii 
det,  welcher  auf  dem  durch  den  Nullpunkt  der  Theilung  gehende 
Durchmesser  um  x  vom  Gentram  entfernt  liegt. 

§.  61. 
Die  Zerlegung  acht  gebrochener  Functionen. 

Unter  einer  gebrochenen   rationalen    algebralBchen  Fanct» 

versteht  man  einen  ßrueh  V,;  v  ,  dessen  Zähler  und  Neoner 

Functionen  sind;  sie  heisst  acht  gebrochen,  wenn  der  Nenner 
höherem  Grade  als  der  Zähler  ist ,  im  Gegenfalle  nennt  man 
u nacht  gebrochen.  Bei  einer  Function  der  letzteren  Art  kann 
mit  dem  Nenner  so  lange  in  den  Zähler  dividiren ,  bis  ein  acht  § 
brochener  Rest  zum  Vorschein  kommt,  d.  h.  jede  unächt  gebn 
ebene  Function  lässt  sich  in  eine  ganze  und  in  eine  äcli 
gebrochene  Function  zerlegen. 

Die  Summe  mehrerer  acht  gebrochenen  Functionen  ist  wiedi 
eine  acht  gebrochene  Function,  deren  Nenner  im  Allgemeinen  di 
Product  aus  den  Nennern  der  Summanden  darstellt,  z.  B. 

3  2x     _    5g;g  — 2a;  +  3 

x—l   "^  a;*— 1  ~(«— 1)  (a?2-f  1)' 

man  wird  durch  diese  Bemerkung  auf  die  Frage  geführt,  ob  es  an 
gekehrt  wohl  möglich  sein  würde,  eine  gegebene  acht  gebrochei 
Function  in  einzelne  Functionen  derselben  Art,  in  sogenannte  Pa 
tialbrüche,  zu  zerlegen.  Um  dies  zu  untersuchen,  denken  wir  m 
vorerst  den  Nenner  F(x)  in  Factoren  zerlegt,  etwa 

F(x)  =  C(x  —  ri)  (a?  —  r2)  .  .  .  .  (aj  —  r«) 

und  nehmen  0=1,    worin  keine  wesentliche  Beschränkung 
weil  man  erforderlichen  Falls  Zähler  und  Nenner  der  gebrochene 
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Function  dnrch  den  Coefficienten  der  liödisten  im  Nenner  ▼<Mrkoiii- 
nenden  Potenz  diyidiren  kann.  Da  mö^^dierweise  mnAinan  der 
Wurzeln  fj,  fj,  .  .  .  r^  gleich  sein  können,  so  wollen  wir  annehmen, 
68  seien  vorlianden  a  Wurzeln  jede-=r  o,  ß  Wnrsdn  jede  =  h  o.  s.  w.; 

BBist  dann 

l)         F(a;)  =  (a?  — a)«(it  — 6>»(x  — c)y  .  ..  (x  — k)», 

nd  die  Grössen  a,  h,  c^  ,  .  .  k  sind  jetzt  sämmtlich  Terschieden.  Der 
ZiUer  der  gegebenen  Function  heisse  f(x) ;  sein  Grad  ist  <:^  n. 

Für  den  Augenblick  sei 

fl  0(x)  =  (rc  — fty  (x  —  cyy (x  —  ky. 


ler 


F(x)  ^(X'—aY  4^(x), 


4^(a)  '  ^iv-/—         ^_^ 

t  gilt  dann,  wie  dorch  Snbs6tation  der  Werihe  von  A  und  f\{x) 
||leich  geprüft  werden  kann,  die  folgende  identische  Gleichung 


\ 


fix)  _       A        ^  Mx) 


ImI  daran  knüpfen  sich  zwei  wesentliche  Bemerkungen.  Da  ^(x) 
Factor  x — a  nicht  enthält,  so  ist  ^(a)  Ton  Null  yerschieden, 
in  A  eine  endliche  bestimmte  Grösse.  Ferner  hat  man  zufolge 
Werthes  von  A 

/iW  = 5 

X  —  a 

w  Zähler  des  vorstehenden  Bruches  ist  dne  ganze  rationale  Fnnc^ 
P  von  X  und  verschwindet  für  x  =  a;  eben  desswegen  Iftsst  sich 
N^  Function  ohne  Rest  durch  x  —  a  dividiren  und  folglich  ist 
If  Quotient,  d.  h.  fi{x)  eine  ganze  Function  von  x.  In  der  Glei- 
^%  5)  liegt  demnach  der  Satz,  dass  die  ursprünglich  gegebene 
Bt  gebrochene  Function  in  zwei  ficht  gebrochene  Functionen  zer- 
|t  werden  kann ,  von  denen  die  zweite  dieselbe  Form  besitzt  wie 
l^Urfünction,  w&hrend  gleichzeitig  der  Grad  ihres  Nenners  um  eine 
'Uieit  niedriger  ist.  Indem  man  dasselbe  Theorem  wieder  auf  die 
^te  Function  rechter  Hand  anwendet,  erhält  man 
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fix) 
,  (x  —  ay  *(«) 

(x  —  äf  "•"  («— o)«-i  "^  (x  —  äy-'0(x)  ' 

^'  =  ^(^  •       ^'^''^  = IT^ ' 

es  erhellt  augenblicklieh,    wie  dieses  Verfahren  fortgesetzt  werde 
kann  und  dass  man  dabei  zu  folgender  Gleichung  gelangen  mnss: 

^  (a;  — ä)«0(a;)  ~  (rc  — a)«  '"^  (a:  — a)«-i  "^ 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

W(x)  =  (x^c)y (x— Ä)», 

so  ist  der  letzte  Bruch  in  der  vorigen  Gleichung 

0(x)   ~"  (x  —  h)ß  ^(x)  ' 
mit  dieser  acht  gebrochenen  Function  lassen  sich  wieder  dieselbtl 
Umwandlungen  vornehmen  wie  in  Nro.  6)  und  indem   man  die»! 
Verfahren  fortsetzt,  gelangt  man  schliesslich  zu  folgender  Gleicbai 

+     V  • I 

Nachdem  hiermit  die  Möglichkeit  sowie  die  Form  der  Zerlegt^ 
äeht  gebrochener  Functionen  gezeigt  worden  ist,  kommt  es  noch  ai 
die  Berechnung  der  constanten  Zähler  ^,  jix,  •  •  •  ^^a-^ii  ^i  ^i  ^ 
an.  Diese  würden  sich  zwar  be^  wirklicher  Ausführung  der  vorl 
angedeuteten  Operationen  immittelbar  finden,  doch  ist  dieses  V' 
fahren  so  umständlich,  dass  ein  kürzeres  wünschenswerth  bleibt. 

Der  nächstliegende  Gedanke  ist  offenbar,  allen  auf  der  ri 
ten  Seite  von  Nro.  7)  stehenden  Grössen  den  gemeinsamen  NezuM 
(x:—a)'*(x — h)ß...(x—ky=F(x)  zu  verschaffen  und  dann  dieZähk 
zu  vergleichen.  Die  völlige  Identität  von  f(x)  und  dem  rechts  zui 
Vorschein  kommenden  Zähler  ist  aber  nur  möglich,  wenn  beiderseK 


tJ^.Jl  l^JJ^  _" 


w«. 


^r*     HB   '■  ■  »■■■t'*'Si-..  .L 


^-i=. 


i  --  _ 


«  « 


fc-.'IrtJL 


Wir  biingen  diesdbe  auf  die  kurt^  f\^t«^ 
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^  F(x)   ~Jr=^  "^   0(x)  • 

CD  Tj?^ 

WO  ^^  .    die  Summe  aller  übrigen  Partialbrüche  bezeichnet  und 
0(x)  ^ 

0(x)  z=  (x--h)  (a?  — c)..  .  .  (x — k), 

mithin 

4)  Fix)  =  {x  —  a)  Oix) 

ist.    Durch  Multtplication  der  Gleichungen  3)  und  4)  eriialten  wir 

f(x)  =  A0(x)  +  (x—a)  q>(x) 
und  für  x  =  a 

f(a)  =:  A0(a)  oAi>r  Ä  = -^ . 

Um  aus  dieser  Gleichung,  welche  mit  Nro.  4)  d^S^origen  Pu 
graphen  übereinstimmt,  0(a)  zu  entfernen,  differenziren  wir  die  GU 
chung  4),  wodurch  entsteht 

r(x)  =  (rc  — a)  O'lx)  +  0(x), 

und  nehmen  auch  hier  x  =  a;  dies  giebt 

F'(a)  =  0(a), 

mithin  nach  dem  Vorigen 

^>  ^-n^-       .  I 

Für  jeden  anderen  Zähler  würde  sich  die  Sache  ganz  8n8l<^ 
gestalten  und  es  ist  daher 


F'(h) 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

x^—7 


Der  Nenner  desselben  verschwindet  füra;r=  —  l^  x  ^=  -^  * 
X  =  —  3  und  ist  daher  =  (x -\-  1)  (x  —  2)  (x  +  3);  die  Zerlegiiii| 
geschieht  demnach  in  folgender  Weise: 

a?«— 7  Ä        .       B       .        C  ' 

+  z — ^  + 


aj8  +  2aj2— 5iP-— 6        x -\- l    '    a;  — 2    '    x  +  3 

Hier  ista  =  —  l,6=-|-2,c  =  —  3, 

f(x)  =  a?2—  7,  F\x)  —  3a?2  +  4a;  —  6, 

^-  /(-^)    ---^-11 
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B  = 


/(+2)    __  -   3  _        j 


J^(+2)  ~  +16  »• 

^_  /(-3)    _  +   2   _ 

J^C— 3)  ~  +10  —■»"»• 

und  daher  xeri^  sich  der  belarachteto  Brach  wie  folgt 
x^  —  1  1  1  ^il. 


x«  +  2a;«  — 5X--6        x  +  1         6     «  —  2    '    5     «  +  3 

Das  soeben  aoseinandergesetste  YerfiELhreQ  bleibt  im  Weaent^ 
Heben  nngeandert,  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln  o,  b,  c,  .  .  .  ft 
complex  sind,  denn  die  vorgenommenen  Rechnongsoperationen  gelten 
ganz  gleichförmig  för  reelle  und  complexe  Zahlen.  Will  man  aber 
den  Uebelatand  vermeiden,  dass  auf  der  rechten  Seite  der  Olei« 
chong  2)  imaginäre  Chrössen  vorkommen,  so  braucht  man  nur  je 
iwei  solche  Partialbrfiche  zu  vereinigen,  deren  Nenner  je  zwei  oon* 
jsgirte  complexe  Wurzeln  enthalten.  Um  dies  n&her  zu  erläutern, 
vollen  wir  vorerst  annehmen,  die  Gleichung  JP(a?)  =  0  habe  nur 
nrei  complexe  Wurzeln;  diese  sind  dann  einander  coigugirt  und  von 
den  Formen 

a=i>  +  fg,        6==p  — tg. 

Aus  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende 


F{x)         X — p  —  ig       X — p  +  tg       » —  c  X  —  Jb 

■od  darin  ist 

J"(|)  +  ig)  •  ""  J"(p-tg) ' 

Die  vollständige  Entwickelung  von  A  fCLhrt  zu  einem  Werihe 
Ton  complexer  Form  etwa 

A  =  M+  iN, 

da  sich  aber  Ä  und  B  nur  in  dem  Vorzeichen  von  %  unterscheiden, 
10  rnnss  B  den  conjugirten  Werth 

B=zM^iN 

besitzen.  In  Nro.  7)  lassen  sich  jetzt  die  beiden  ersten  Partialbrüche 
zusammenziehen;  der  gemeinschaftliche  Nenner  wird  {pi — p)"^  +  g9, 
im  Zähler  kann  man  zur  Abkürzung 

22f=P,         — 2(Jlfp  +  JVg)=  Q 

Betzen  und  erhält  dann 

8)        m^^       -P^+e         r,^    .    ...  +  JL,. 
8chl6mlleta,  Amlyiis.    L  19 
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Die  beiden ,  zu  conjugirten  Wurzebi  gehörigen  imaginären  Par« 
tialbrüche  liefern  also  zusammen  einen  reellen  Partialbruch  mit  qua* 
dratischem  Nenner.  Auf  gleiche  Weise  behandelt  man  jedes  Paai 
von  Partialbrüchen,  welches  von  einem  Paare  coigugirter  Wurzeln 
herrührt. 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

7x—B 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  oj*  —  Sx^  -\-  x  -]-  6  sind  x  = 
2  4"  *>  ^  =  2  —  i,  X  =  —  1 ,  mithin  wird  die  Zerlegung 

7a?— 3  Ä  ,  B  ,        C 

1   +    Z o     I      '   + 


a;8— 3a?3  +  a;  +  5        »— 2— i    '    x—2  +  i    '    x+l 
Hier  ist 

rt  =  24-t,         5  =  2  — t,         c  =  —  1, 
f(x)  =  7«  —  3,         F\x)  =  3««  —  6rc  4-  1 , 

/(2  +  i)_+ll  +  7i_,  . 

'^—  r(2  +  t)  —  ^    2  +  6»  —  «  ' 

j^    /(2~0_+ll-7i        , 

^       F'(2-.0~-    2-6»  —  «  +  ^*' 

^~F'(-1)—  +10  —        ^' 
folglich  die  gesuchte  Zerlegung 

7a;  — 3   .  |-^2«       ,       |  +  2t 

—  IT — S 7  H — 


a?»— 3a;a  +  a?+5        «  —  2  —  »    '    a?  — 2  +  *        a;  +  1 
d,  i.  bei  Zusammenziehiong  der  beiden  ersten  Partialbrüche 

7a?  — 3  _        a?  +  2 1 

a?»— 3a?«  +  a?  +  5  ~  a?«  — 4a:  +  5        a?+  1  ' 

Als  zweites  Bmspiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

a?**~** 


a?«— 1  ' 
worin  m  und  n  I>  m  —  1  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  mögen. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  —  =  '^ ,  so  hat  die  Gleichung  x*  —  1 

=  0  bei  geraden  n  die  beiden  reellen  Wurzeln 

a?r=  +  1,         a?  =  —  1 
und  n  —  2  complexe  Wurzeln,  welche  aus  den  Formeln 

ic  :=  coshd'  +  isinhd'^        x  =  cash^ -- ismhd^ 
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dadurch  erhalten  werden,  dass  man  i^  =  2,  4,  6  .  .  .  .  n  —  2  nimmt» 
Kon  ist  im  vorliegenden  Falle 

f{x)  =  Ä«-i,     F(x)  =  Ä»  —  1 ,         F\x)  =  fiÄ^-^ 
die  beiden  reellen  Wurzeln  liefern  also  die  Parldalbrüche 

1        1  (— 1)**      1  \ 

n  flj—  1,'  «    a?  +  1 

Femer  giebt  die  Wurzel  x  =  coshQ'  -{-  isinh9'  einen  Partial- 
Vnch,  dessen  Zähler  ist 

P_  (cosh^  +  i8inh^y^~'^ cosh(m  —  fi)%'  +  isinh{m — n)%^ 

wobei  der  Moivre'sche  Satz  benutzt  wurde.    Mit  Rücksicht  auf  den 
Umstand,  dass  n^  =  7C  und  h  eine  gerade  Zahl  ist,  erh&lt  man  ein- 

beher 

t 

coshmd'  4-  isinhmd' 

n 
^e  Wurzel  x  r=  coshQ'  -|-  isinh^  giebt  also  den  Partialbruch 

1     coshm^ '\- isinhmQ" 
n  X  —  {cosh^  ■{-  isinh%) 

Der  coigngirten  Wurzel  x  =  cashO'  —  isinh^  entspricht  der 
«Qjogirte  Partialbruch 

1     coshmQ' — isinhm%' 


n  X  —  {co$h%^  —  i8inh%)  ' 
ide  Partialbruche  zusammen  liefern  den  reellen  Bruch 
...  2   (g  —  co8h%)co8hm^  —  8inh%'  8inhm9^ 

^  "»  x^—'2xcosh^-\-l  ' 

insen  Zähler  sich  noch  etwas  reduciren  lässt,  was  aber  späterer  An- 
lendongen  wegen  unterbleiben  möge.  Man  erhält  nun  die  gesuchte 
hrlegang,  wenn  man  die  in  Nro.  9)  angegebenen  Brüche  nebst  den 
Jrücben  summirt,  welche  aus  Nro.  10)  für  Ä  ==  2,  4,  6,  .  .  .  n  —  2 
^vorgehen ;  unter  Benutzung  eines  Summenzeichens  {2J)  ist  also  für 
Jerade  n: 


aj"  —  1         n  X  —  1  n      x-\-\ 

2   ^^  (aj  —  cos'h%)co8hm9'  —  8inh%' sinhm%' 

■*"  "n   ^  x^  —  2xcosh^-\-  1  ' 

Ä  =  2,  4,  6, n  —  2. 

Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  1=0 
olgende 

19* 
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0?=+  1, 

X  =  coshd'  +  isinh^,        x  =  cashd'  —  ismh^, 
^=  2,  4,  6,  ...  n  —  1; 

die  Rechnung  unterscheidet  sich  jetzt  nur  dadurch  von  der  vorigei 
dasB  die  Wurzel  a;  =  —  1  nebst  dem  entsprechenden  Partialbruc 
wegfallt;  daher  ist  für  ungerade  n: 

'      Ä* —  1        n  X —  1 

2  x;^^  (x  —  coshd) cos hrnd"  —  sinh^  sinhm^ 


n  -^^^  x^  —  2x  coshd"  -^  1 

i^  ==  2,  4,  6,  .  .  .  .  n  —  1. 

Als  letztes  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 


a;»4-l  ' 

wir  unterscheiden  dabei  wieder  gerade  und  ungerade  n.  Im  erste 
Falle  hat  die  Gleichung  a?"  -f"  1  =  0  nur  complexe  Wurzeln  y« 
den  Formen 

x  =  coshd  4-  isinhdj        x  =  coshd  —  isinhd^ 

wo  O"  =  —  und  h  =  1,3,  5,... n  —  Izu  setzen  ist.  Der  Wm 

zel  x  =  coshd  -{-  isinhd  entspricht  ein  Partialbruch  mit  dem  Zähle 

cosh(in  —  n)d  -j-  isinh(m  —  n)d 
H  = , 

n 
wofür  man  wegen  nd  :=^  Jt  und  wegen  des  ungeraden  h  schreibe 
kann 

coshmd  4-  isinhfnd  I 


Ä=  — 


n 


girw 


Die  beiden  conjugirten  Wurzeln  liefern  daher  die  coi^'a, 
Partialbrüche  j 

1     coshmd  4-  isinhmd  1     coshmd —  isinhm^  I 

n  X  —  {coshd  ■\- isinhd)  n  x  —  (coshd — isinhd)} 

die  sich  leicht  zusammenziehen  lassen.     Damit  gelangt  man  bei  g^ 
raden  n  zu  folgender  Zerlegung: 

a?"*"*^         2  -yn  —  (g  —  coshd)coshmd  +  sinhdsinhmi 


13)  .   ,  —       ,  , 

Ä"  +  l        n^"^-^  x^  ^2x  coshd -^1 

Ä=rl,3,5,...W  —   1. 

Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  a?"  -f*  1  =J 
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X  =  cashd"  -\-  isinh^,        x  =  coshd'  —  isinhd'^ 

Ä  =  1,  3,  Ö,  .  .  .  w  —  2; 
die  Zerlegong  geschieht  also  wie  vorhin ,  nur  kommt  noch  der  Pml^ 
tulbrach  hinzu,  welcher  der  reellen  Wurzel  x  =  —  1  entspricht.   Man 
bat  daher  för  ungerade  n: 


14) 


2  \-n  — (x  —  coshd^)€oshm^  -\-  sinh^sinhmO' 
"^  "n^  x^  —  2xcoshd'-\-  1 

Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  n  —  2. 


§.  63. 
Fortsetzung  und  Schluas. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  ff,  /3,  ...  N  nicht 
lammtlich  =  1  sind  (Formel  7  in  §.  61).     Es  sei  r  irgend  eine  der 

Grossen  a,  b,  c,  .  .  •  X;,  und  es  bedeute  J:  die  Summe  aller  Par- 
tialbrache, in  denen  r  nicht  vorkommt;  die  Gleichung  7)  in  §•  Gl 
liut  sich  dann  folgendermaassen  darstellen : 

^     F(x)        {x—r)Q  ^  (x—r)Q-^^       ^  x-^r  ^    a)(u;)  • 
Dod  zwar  ist  hier 

2)  F(x)  =  (x  —  r)9  9(x). 

Durch  Multiplication  beider  Gleichungen,  wobei  zur  Abli(h*MUiig 

3)  i?-|-2Ji(a;  — r)  +  Ä,(a:  — r)2  +  ...  +  i?^,-i(aj  — r)('    »--X 
gesetzt  werden  möge,  ergiebt  sich 

4)  /(x)  =  X0(x)  +  (x  —  r)Qq)(x). 

Diese  Gleichung  differenziren  wir  mehrmal»  nacli  diimiiiUn*  und 
Aehmen  in  jeder  einzelnen  Differentialgleichung  wie  auch  in  Nru,  lil) 
Bclbst,  X  =  r  was  bei  X  und  seinen  Difforontialquoticnjtmi  X',  X" 
etc.  durch  ein  angehangenes  r  bezeichnet  werden  rn'igo ;  wir  liabun 
^  folgende  Gleichungen: 
/(r)    =2,<&(r), 
/'(r)  =  Xr^'ir)  +  JC;«(r), 
/'(r)  =  XrO"ir)  +  2JC;*'(r)  ■}-  X!-' <J>(r), 

U.  8.  W. 
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«  

Andererseits  ergeben  sich   aus  Nro.  3)   folgende  Werthe  tob 
JLff  JKff  JLf  etc» 

Xr  =  B,  Z;=li?i,  Z;'  =  1.2i2j,  Z;"  =  1.2.31J3  U.B.W.; 
substituirt  man  dieselben  in  die  vorigen  Gleichungen  und  beseicbnci 
zur  Abkürzung  1.2.3...9n  mit  w',  so  gelangt  man  zu  folgendeij 
Gleichungen: 

{     /(r)    =Ä*(r),  I 

6)  j     f(r)  =  EO^'ir)  +  rÄi*(f), 

(     /"(r)  =  JB*"(r)  +  2 .  rjBi®'(r)  +  2'E2*(r), 

u.  s.  w. 
deren  allgemeines  Schema  ist 

/(«)(r)=2J^(«>(r)  +  (m)i  l'i?i®^"»-i>(r)  +  (w)2  2'E2^<"*-«(r)+  • 
Man  kennt  hier  9(x),  mithin  auch  ^(r),  ^'(r),   ^''(r)  etc. 
die  Gleichungen  5)  enthalten    daher   nur  die  Unbekannten  JB,  12| 
Bq  etc.,  welche  der  Reihe  n^ph  daraus  entwickelt  werden  können. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung 

1 

ic8(a;— l)2(a?+ 1) 
_  Ä         Äi         Ä^     ,        B  Bi      ,         n 

—  "ZT  T ZT"  n Z r  71 7\7  "T 7  + 


a?«    '     a;2     •      a?      '    («—1)^       «  —  1        «  +  1 
Um  zunächst  ii,_jii,  Ä^  zu  bestimmen,  hat  man  Ä  für  i2,f =0 
und 

0(aj)  =  (a?— 1)2  (a;+l)  =  a?»  — Ä»  — a;+l, 

®'(a?)  =  3a?2  — 2a;— 1,        *"(aj)  =  6»  — 2 
zu  setzen ,  während  f(x)  immer  =  1  ist     Die  Gleichungen  5)  wer 
den  jetzt 

1=^, 

0  =  ^(-l)  +  ^i, 

0  =  .l(-2)  +  2^1  (-1)  +  2Ä,, 

und  daraus  ergeben  sich  die  Werthe 

il  =  1 ,    4i  =  1 ,     A2  =  2. 

Um  B  und  £i  zu  finden ,  schreibt  man  in  Nro.  5)  B  statt  £ 
setzt  r  =  1, 

'0(a?)   =  a;«(a?  +  1)  =  a:*  +  ««, 
^'(a?)  =  4a?8  +  3a;2, 
und  erhält 

1=J5.2,         0  =  B.7  +  Bi.2, 
mithin 
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Zar  Bestimmung  von  C  gehören    endlich    die  Substitutionen 
?=C,f  =-  1, 

*(jc)  =  x*(x  —  1)« ; 

ie  erste  der  Gleichungen  5)  liefert  dann 

1  =  C(— 4)    oder    C=  —  J. 

Znfolge  dieser  Goefficientenwerthe  hat  man  jetzt  folgende  Zer> 

1 

«»(«  —  1)«  (x  +  1) 


«3    '    a?»  ^     X     '    2(a?— 1)3    .  4(aj  — 1)       4(aj+l) 

Das  angegebene  Verfahren  bleibt  der  Hauptsache  nach  unge- 
fidert,  wenn  zwei  oder  mehrere  der  Grössen  a,  2>,  c,  .  .  •  X;  complex 
^fallen,  nur  wird  man  das  Imaginäre  wie  früher  dadurch  vermei- 
Ibd,  dass  man  je  zwei  Partialbruche  vereinigt,  welche  coojugirten 
roneb  entsprechen.  Ein  Beispiel  dürfte  hinreichen,  um  diese  Mo- 
■icatioQ  kennen  zu  lohnen. 

Wemi  es  sich  um  die  Zerlegung  des  Bruches 

x  +  l 
(x^-\-iy  (x—1) 
^elt,  so  zerfaUt  man  erst  a?^  4~  I  üi  (o;  —  i)  (^  H-  0  ^^^  >^>^ 

a?+l  ar  +  l 


(a.2  4_  1)« (a- —  1)        (a;  — «)2(a;  +  t)2(aj— 1) 


(x  — 0»    '    x^i    '    (x  +  i)^    •    Ä  +  i    '    0?— 1 

Die  Gleichungen  5)  liefern,  wenn  man  f(x)  ^=  x  -\'  1 ,  ii  fUr 
1 1  für  r  nnd  0(x)  =  (a?  +  «T  (^  —  1)  »etzt,  die  Werthe 

i  1— * 

Zar  Bestimmung  von  ^B  und  Bi  ist  keine  neue  Rechnung  erfor- 
trlich,  denn  es  würde  sich  diese  nur  darin  von  der  vorigen  unter» 
leiden,  dass  überall  —  t  an  der  Stelle  von  i  und  B  statt  Ä  stände  \ 
^  bat  daher 

Die  Substitution  r  =  1,   JB  =  C,  *(aj)  =  (««  +  1)»  gieht 
ocb  C  =  1  und  daher  ist 


296  Gap.  IX.   §.  68.   Fortsetzung  und  ScUulbs. 

x+l 
(aj2  +  1)3  (ar  —  1) 

_i_  r_i i_i  _  1  \Lzi  j.  l±!l  _L  1  _J_ 

~4  L(a?  — 0«        («  +  i)«J        4  U— i  "^  a:  +  d  ^  2  ar-T 

oder  bei  Zusammenziehong  der  co^jugirten  Partialbrüche 

x  +  l 
(»»  +  1)2  (x  —  1) 

_  X  la?+ll^l 


(«»+1)2        2  a?3+l   ^   2  »— 1 


INTEGRALRECHNUNG. 


V 


Cap.  X. 

Fundamentalsätze  der  Jntegralrechnung. 

§.  64. 
Bestimmte  und  unbestimmte  Integrale. 

Die  Betrachtung  einer  Function  F-{x)  und  ihres  Bifferentialquo- 
i^ten  F\x)  veranlasst  zwei  verschiedene  Aufgaben,  nämlich  ent- 
leer F'^x)  aus  F(x)  abzuleiten,  oder  umgekehrt  F(x)  zu  finden, 
■«nF'(a;)  gegeben  ist.  Mit  der  ersten  Aufgabe  beschäftigt  sich 
b  Differentialrechnung ,  die  zweite  gehört  der  Integralrechnung, 
zeichnen  wir  die  gegebene  Function  mit/(a;),  so  würde  es  darauf 
ikommen,  die  unbekannte  Function  F(x)  zu  ermitteln,  von  welcher 
p)  der  Differentialquotient  ist. 

I  Eine  directe  Lösung  dieses  Problems  lässt  sich  aus  dem  Be- 
pe  des  Differentialquotienten  uimiittelbar  herleiten,  indem  man 
p  Gleichung 

i  F(x  +  3)  -  F(x)       ,,  -   , 

putzt,  in  welcher  q  eine  mit  d  gleichzeitig  gegen  die  Null  conver- 
Ft><l«  Grösee  bezeichnet.     Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 

F{x^S)-^F(x)=f{x)8Jr96.  -     . 

Amen  darin  der  Reihe  nach 

«=a,  a  -tr  4i>a  +•  *i  +  Äj,  .  .  .  a  +  *i  +  •  •  •  +  8n-u 

W  bezeichnen  die  verschiedenen  Werthe  von  Q ,  welche  jenen  Sub- 
Btationen  entsprechen,  mit  pi ,  ^2 1  •  •  •  9%  >  a^ch  wollen  wir  aur  Ver- 
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meidong  jeder  Doppeldeutigkeit  yonf(x)  Toraussetzen,  daas /(je)  redl 
endlich  und  continnirlich  bleibe  von  x  ^  a  bis  a;  =  a  -f  ^i  i  ■ 
*  *  -{-  da— i;  vir  haben  dann  folgende  Gleichungen: 

F(a -\- 8i)  -  F(a)=fia)  Si -\- (hii 
F(a  +  Ä,  +  d,)  -  F(a  +  S{)-f(a  +  öi)  «,  +  9, «,      i 
^(a  4-  «1  +  Ä,  +  Äs)  -Fia  +  di  +  8^)=f(a  +  Ä,  +  8,)i,  +  9,«. 


Durch  Addition  derselben  ergiebt  sich 

F(a+  ^^  +  d,  +...  +  dn)-  F(a) 

=  /(«)«! +/(«  +  «i)*s+/(a+*i  + «2)  «a  + 
•••  +/(ö  +  »i  +  *»  +  •••  +  *«-i)«n 

+  Pi*i  +  92*2  +  93^3  +  •  *  •  +  9« an- 
wählen   wir    die  beliebigen  Grössen  *i  i  *2 »  •  •  •  *»  bo  ,   daas  3 
Summe  h  —  a  beträgt,  so  ist  auch 
2)  F(b)  -  F(a)  ^[Q^&i+Q^8,'+  ...  +  Q„8n] 

=  /(«)«!  +/(a  +  «i)«2  +/(a  +  »i  +  »2)«34--- 
•  •  •  +  /(a  +  *i  +  *a  4-  •  •  •  +  *n-l)  *n. 

Zwischen  zwei  gegebenen  Zahlen  a  und  &  lassen  sich  nim  M 
big  viele  Zahlen  Xi,  X2,  Xs$  •  •  .  Xn—i  einschalten  und  wenn  die  J 
zahl  der  letzteren  willkührlich  bleibt,  so  kann  man  dieselben  um 
liebig  kleine  Stufen  wachsen  lassen,  d.  h.  die  Unterschiede 

Xi   —  a,      X2  —  Xi,      0%  —  X2i  .  .  .  .  a?»— 1  —  ^n'—2  I      ö  —  3J« 

so  klein  machen,  als  man  will  *).     Auf  den  yorliegend^i  Fall  für 

Xi  —  a=tfi,    ajg— »rcinrrSa, b  —  a?„_i  = 

angewendet  heisst  dies,  man  kann  jede  der  Grossen  di ,  dj, . . • 
beliebig  yerringem  ohne  hierbei  die  Bedingungsgleichnng 

^1  -f"  ö^a  -f"  •  •  •  •  -|-  d„  =  fe  —  a 
zu  stören.  Hieraus  folgt  nach  Nro.  1),  dass  jede  der  Grossen 
92i  •  •  •  9n  ^^^  ^^  beliebig  nahe  gebracht,  mithin  ihr  absoh 
Werth  kleiner  als  eine  willkührliche  Grösse  A  gemacht  werden  b 
Man  hat  also   bei  hinreichend  grossen  n  und  hinreichend  kleinen 

'2 »  •  •  • 


*)  Geometrifloh  ist  dies  der  unmittelbar  einleuchtende  Satz, 
man  zwischen  den  Endpunkten  einer  geradlinigen  Strecke  AB  belif 
viele  Funkte  Mi,  M2,  .  .  .  M»-i  einschalten  und   diese    beliebig  1 
nebeneinander  setzen  kann,  wenn  deren  Anzahl  so  gross,  als  man  ^ 
jl^ewählt  werden  darf. 
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folglich,  weil  alle  ä  positiv  sind, 

-   A(CJ,  +  «3  +  «3  + +  ««) 

<  9l  *1    +    9«  *3    +   P3  *8    +••••+•   <>n  *n   < 

+  HS,  +  d^  +  ds+ +««) 

oder 

—  k(b—a)<iQidi  4-^8*2  H f-P«*n<  + A(6— a). 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Summe  ^i  ^i  -f"  *  *  *  ~h  9n  '«•  b®' 
lelng  weit  verringert  werden  kann,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst 
md  jedes  d  unendlich  abnimmt,  während  die  Bedingung  ^i  -f"  ^2  4~  *  * 
r  ^  Sn  =^h  —  a  ungestört  bleiben  muss.  Unter  diesen  Yoraus- 
Mtznngeii  ist 

P  Lim{Qidi  4-  p2«a  4-  ...  4-  Q^dn)  =  0, 

pÖiin  nach  Nro.  2) 

I                                       F(b)  —  F(a) 
fcLt«[/(a)di  4-/(a+«i)«2  4-/(ö  +  «i  +«2)«3  + 

+  /(a  +  «1  +  «2  +•••+«»- 1)  ««]  • 

Bermit  ist  die  anfangs  erwähnte  Aufgabe  gelöst ,  weil  es  am  Ende 

Kisteht,  X  für  das  beliebige  h  zu  schreiben. 

L     Den  vorhin  ausgesprochenen  Bedingungen ,  dass  bei  unendlich 

übenden  n  jedes  d  gegen  die  Null  convergiren  und  die  Summe 

iÜler  8  constant  =  h  —  a  bleiben  muss ,  genügt  man  u.  A.  durch 

^Annahme 

8i  =r  d^  r=  ^3  •  •  •  •  ^ 


n 

velchem  Falle  einfach  Ö  für  8i,  d^  etc.  geschrieben  werden  möge; 
liist  dann 

•)  JP(&)  -  JP(a) 

'Im{lf(a)  +f(a  +  8)  +f(a  +  2«)  4-  •••  4-/(a  4-  JT^Ta)]«}, 

^        &  —  a 

o  =  , 

n 

^bei/(a;)  continuirlich  bleiben  muss  von  x  =  a  bis  x  =  h. 

Eine  compendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn  man 
Mchtet,  dass  die  rechte  Seite  eine  Summe  darstellt,  deren  einzelne 
Mer  von  der  Form  f(x)  ö  sind,  dass  man  also  schreiben  könnte 


*)  Ein  Beispiel  zu  der  ohigen  Formel  ist  folgendes.  Es  sei  einfach 
(«)  =:  X,  mithin  J^(x)  die  unbekannte  Function,  deren  Differentialqno- 
«ttt  =  jB  sein  soll,  so  wird 
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F(b)  —  F(a)  =  lAm  Sf(x)  d, 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Addition  aller  der  Gliedei 
bezieht,  welche  für 


X  =  a,  a  -\-  d,  a  -\-  2  8^  ,  ,  .  a  -\-  n  —  Id 
aus  f(x)  d  hervorgehen ;  noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 

F(b)  —  F{a)  =  InmUfix)  Ä, 

a 

wobei  man  nur  zu  merken  hat,  dass  a  der  erste  Werth  von  x^  das 
jeder  folgende  Werth  um  8  grösser  und  dass  endlich  h — 8  der  letzt 
Werth  von  x  sein  soll.  Insofern  hier  8  die  Differenz  zwischen  zw( 
Nachbarwerthen  des  x  ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  ^^.  bess« 
als  8,  also 

F(b)  —  F(a)  =  LimSf(x)^x. 


a 


Hier  kann  noch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  lA 
erspart  werden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  bei  unendlich  wacl 

senden  n  der  Ausdruck =  Ä  =  jdx  die  Null  zur  Grenze  b 

n 

und  dass  diese  unendliche  Abnahme  des  ^x  kürzer  durch  das  Ze 

chen  des  Di£ferentiales  {dx)  ausgedrückt  wird;  so  bleibt  also 

FQ>)  —  F(a)  =  2Jf(x)  dx, 


F{h)  -  F{ii) 
=ritw{[a  +  (a-f  «f)-f  (a  +  2«f)  +  ...  +  (a-f-n=Tcr)]«f} 

=  Xr«m{na<r-|- (1+2 -1-3 |-n^(faj 


und  wenn  man  für  (f  seinen  Werth  -> einsetzt: 

n 


b  —  a^ 


F{b)  —  F{a)  =  Um{a(h-a)  +  |(6-a)(&-a-^— ^)} 

Daraus  folgt,  indem  man  o;  für  6  schreiht: 

F(x)  =z  \x^ -^^  F(a)  -  Ja», 

oder,  wenn  der  von  x  unabhängige  Theil  F(a)  — \  a*  mit  C  bezeichn 
wird:  j 

wo  nun  (J  eine  willkührliche  Constante  bedeutet.     In  der  That  wii 
F\x)  =  a?,  wie  verlangt  wurde. 


bat;  ^  0^  =  '. 


flu  rini  B£^  Cevner  durch  ähn;.'.'^  > 
iDbnsevgca.  ilinn  der  BiSemiuu':^- 
^diuu  da-  FUdie  f  (x)  üt  oder  a  ^ 


Fix)  Bod  /  s 
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und  genau 


»  » 


F(b)  —  F(a)  =  LimSfix)  ^x  =  ff(»)dx 


a 


was  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Das  hiermit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  F(p)—F(( 
aus  f(x)  hat  zwar  den  Yortheil,  ganz  direct  zu  sein  und  die  ausznfd 
renden  Operationen  (Summirung  einer  Reihe  und  nachherigen  Gra 
zenübergang)  deutlich  übersehen  zu  lassen,  aber  es  leidet  an  di 
Schwierigkeit,  dass  die  genannten  Operationen  nur  selten  ansfolir^ 
sind,  wie  man  bei  einigen  Versuchen  bald  finden  wird.  Man  i 
daher  genöthigt, 'einen  indirecten  Weg  einzuschlagen,  welcher  dai 
besteht,  dass  man  von  einer  Function  F(x)  den  DifiTerentialqüotieni 
f(x)  oder  das  DifFerential  f{x)dx  entwickelt  und  durch  ein  m 
Zeichen  den  Rückgang  von  f{x)  dx  zu  F(x)  ausdrückt.  Demgei 
versteht  man  unter  dem  Symbole 

8)  ff(x) 

jede  Function,  deren  Differential  =  f(x)  dx  ist  und  nennt  den  in 
verzeichneten  Ausdruck  das  unbestimmte  Integral  von  f(x)l 
Weiss  man  also  im  Voraus,  dass  dF(x)  =zf(x)dx  ist,  so  kann« 
umgekehrt 

9)  ff(x)  dx  =  F(x) 
oder  auch 
10)                            ff(x)  dx  =  F(x)  -f  Consi. 

setzen,  denn  in  beiden  Fällen  genügt  die  rechte  Seite  der  a 
sprochenen  Bedingung;  es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem 
stimmten  Integrale  eine  willkührliche  Constante  anzuhängen.  -—  D 
beiderseitige  Differentiation  der  Gleichung  9)  oder  10)  ergieht  sii 


dx 


äff(^äx  =  äFix)=fix)äx, 


woraus  zu  ersehen  ist ,  dass  die  beiden  Zeichen  d  und  /  sich  gef 
seitig  aufheben. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  auch  das  hestam 
Integral  wieder  herleiten ;  denn  setzt  man  nach  geschehener  oi 
stimmter  Integration  einmal  o;  =  &,  dann  ^  =  a,  so  folgt  di 
Subtraction 

Jf(x)  dx  —    Cfix)  dx  =  F(b)  —  F{a)  =  f  f{x)  dx. 
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Das  besümmte  Integral  kann  demnach  als  die  Differenz  zweier 
Specialwerthe  des  unbestimniten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
jedoch  nicht  zn  vergessen  ist,  dass  f{x)  innerhalb  der  Grenzen  x^=a 
vad  X  =  h  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  darf.  Fin- 
det eine  solche  statt,  so  ver^gt  der  eben  ausgesprochene  Satz  eine 
Modification,  die  wir  später  erBrtern  werden. 

§.  65. 
Die  Fundamentalformeln. 

Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
Merentialformel  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einer  Integralformel, 
ndem  es  hierzu  nur  einer  veränderten  Darstellung  der  ersteren  be- 
wirf.   Aus  der  DifPerentialformel 

Mche  für  alle  fi,  mit  alleiniger  Ausnahme   des  Falles   ft  =  —  1, 
Gültigkeit  besitzt,  erhält  man  so 

xMdx  =  — ;-— •  +  Const.,  u  ^  —  1. 
f*  +  l  ^  < 

Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 
ttfi,  so  findet  sich  auf  gleiche  Weise 


Die  Di£Ferentialformel 


dlx  =  —  dx 

X 


giebt,  in  derselben  Weise  umgekehrt,  bei  positiven  x 

3l  /  —  =  Ix  -{■  Constr, 

»llgemeiner  ist 

4)  f-^^  =  \-l(a-\-  hx)  +  Const, 

J  a-\-hx        0 

womit  für  den  Ausnahmefall  fi  =  —  1  in  den  Formeln  1)  und  2) 
^e  Entwickelung  des  Integrales  gegeben  ist.  Mittelst  desselben  Yer- 
fahrena  leitet  man  die  folgende  Integralformel  ab: 

äcblömllch,  Analysls.   1.  20 


/ 
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i 

5)  /  - — .  ^  .„  =  —  T-, — .  ^  >  +  Consta 

welche  nur  den  speciellen  Fall  fi  =  —  2  von  Formel  2)  daratellt; 
ferner  hat  man  nach  §.  6  j 

6)  /    „  ,   aa  a  =  —3  ctrctan f-  Const., 

\  J  «24.^2^2        aß  et     ^ 

oder  für  cc^  =  a^  ß^  =  h,  wo  nun  a  und  h  nothwendig  ponüy  Bei 
müssen : 

*     dx  1  xVh    .     ^ 

a  +  hx^     Y^  yl 

Aus  §.  6  ergiebt  sich  bei  gleicher  Behandlung 

^  J  a«  — /}2a;a        2a/J     \tt  —  ßxj  ^ 

oder  _ 

wobei  a  und  h  an  sich  positiv  sein  mässen. 
Nach  §.  6  ist  weiter 

a  +  hx'^  26  ^  ^  ^  ^ 
und  hiermit  schliesst  sich  die  Reihe  deirjenigen  Fundamentalformeln 
in  denen  algebraische,  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  unter  dem  Int^ 
gralzeichen  stehen. 

Aus  §.  6  erhält  man  femer  die  Integralformel 

oder  für  «2  =z  a,  ß^  =z  5, 

9)  f      ^^        =  ^l(xVh+Va  +  hx^)  +  Const.', 

auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich 

dx                  1               ux 
:  =  --  aresin \-  CansL, 

Vtt^  —  ß^x^        ß  o 

oder 


/ 


A 


10) 


dx  1  .    xVh 


/dx  1  '     ^y  ^     i     n     ^ 

77====  =  -7=  arcstn  -77=  +  Const. 
Va  —  hx^        Vh  Va 

Die  DifFerentialformeln  in  §.  6  liefern  noch  die  Integralformeln 

xdx  Ya-\-bx^ 


r      xdx  Va  +  bx^ 

7  Va  +  5rr2  b 


13)  r,    ^"^      .==-rT7=^=^  +  Const. 
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12)  r        ^"^       ,  =  -T7=^—  +  Const., 

oj^ia;         1 

Hiermit  ist  die  Beihe  derjenigen  Grundfoimeln  beendet,  welche 
irrationale  algebraische  Ausdrücke  unter    dem  Integralzeichen  ent- 

Aus  der  Gleichung  d[xlx  —  x\  =  Ixdx  folgt  weiter 
W  ilxdx  —  xQx-^l)  -f  Consf. 

Durch  Umkehrung  der  bekannten  Formel 

1  =  e^'^dx 

■ird  femer 

15)  /  c«^da;  = 1-  Const. 

J  a 

od  damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen ,  welche  bei  der  Integration 
M  logarithmischen  und  Exponentialfunctionen  Anwendung  finden. 

Kehrt  man  femer  die  vier  Gleichungen  um  : 

y     cosiiu\  .  ,         -/sin(iu\  , 

«l — I    ==  stn^udu^     d{ — - — I    :=  cosfiudUj 

«l ^-—]  =  taniiudu,    d[ ^— j  =  cot fiu du  , 

•ffgeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln: 
r)  /  sin  flu  du  = —    +  Const. 

I  cos(iudu  =  +  — —    +  Co^st. 

/j                  lcos(iu    .     ^      . 
tan  flu  du  =  — h  Const. 

/.        ,            ,    Isinfiu    .    ^      . 
cot  flu  du  =  + 1-  Const. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  in  §.  6  geben  femer 

0,      r_ ^;^^  ■  ,    =  -^  aräan  (^^  +  Cmst. 

J  tt^ cos-i u  +  ß'^än^u        aß  \     «     /    ' 

1)      f ^^ =J_,(fL±4^^)4    Covsf. 

J  a^cos^u  —  ß^sin^u        2 aß     \a  —  ßtanu/ 

20* 


*) 


h 


»i 
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Wir  fügen  endlich  noch  zwei  Formeln  bei ,  die  aas  den  Diffj 
rentialgleichungen 

d\x aresin ax  -| 1  =  aresin axdx, 

r  l(l+a^x^y\ 

dixarctanax ^^ — ^1  =  arctanaxdx 

L  2a       A 

entspringen,  nämlich 

/Vi— a«a;« 
aresin  axdx  =  x  aresin  ax  -\ 1-  Cmä. 

23)        /  aretanaxdx  =  xaretanax ^ — +  Const. 

^       J  2a 


§.  66. 
Allgemeine  Reductionsformeln. 

Sind  die  Differentiale,  um  deren  Integration  es  sich  hi 
nicht  so  einfach  wie  in  den  oben  entwickelten  Grundformeln,  so 
man  den  gegebenen  Ausdruck  in  Theile  zu  zerlegen  suchen,  well 
einzeln  genommen,  integrirt  werden  können,  und  nachher  das 
gral  der  complicirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Bestandtbi 
zusammensetzen.     Hierzu  dienen  folgende  Gesetze. 

I.  Es  mögen  a  und  h  Constanten,  ü  und  V  Functionen  V' 
endlich  u  und  v  die  Differentialquotienten  jener  Functionen  bez 
neu;  es  ist  dann 

d(a  CT  +•  &  7)  =  (au  -}-  ^v)  dx, 
mithin  umgekehrt 

1)  f{au  +  hv)  dx  =  aü  +  hV. 

Zufolge  der  Bedeutung  von  u  und  v  gelten  femer  die  Gleic]ioi| 

du  :=  udXj         dV  =  vdx, 
aus  denen  folgt 

ü=   I  udXj        V=  J  vdx-, 

nach  Substitution  dieser  Werthe  geht  die  Gleichung  1)  in  die 
gen  de  ülier 

2)  /  (au  -{-hv)dx  =  a   1  udx  -\-  h  1  vdx, 
welche  die  Regel  zur  Integration  der  Aggregate  enthält. 


K 
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Hiernach  ist  z.  B. 

f—i—dx=z  f   ^    dx—  riri_-if_Lx 

J  ax-\-ß3l*  J  x(a-\-ßx)  J  a  Ix        a^ßx] 

=lfUx-lf'-äx  =  lix-LJ(i+M 

aj  X  aj  a-j-px  a  a  ß 

9 

Da  die  Differentialformel,  von  welcher  wir  anfangs  ausgingen, 
udi  iiir  Aggregate  von  jeder  endlichen  Gliederzahl  gilt,  so  lässt  sich 
die  Formel  2)  gleichfalls  auf  jede  endliche  Reihe  ausdehnen;  z.  B. 


f\^ 


dx 

X 


=  /(l  4-«  +-aj«  +  x3  4-  ....  +  x''-^)dx 

=  1  dx  -\-    I  xdx  +  /  x'^dx  +  •  •  •  +  /  x^~^dx 

x         x^         x^  .     a?"     .     ^ 

1~2^3^  w     ' 

II.    Unter  Beibehaltung  der  vorigen  Zeichen  erhält    man  aus 
br  Differentialformel 

d{TJY)  =  Vvdx  +  Yudx 

(befolgende  Integralformel,  wobei  von  der  Regel  für  die  Integration 
kr  Summen  Gebrauch  gemacht  worden  ist, 

j  fuvdx  +  jVudx  =  UV 

/  Uvdx  =  UV  — .   /  Vudx, 

Zufolge  des  Werthes 

V=  I  vdx 

die  vorige  Gleichung  identisch  mit 

/  Uvdx  =  17  1  vdx  —  /  I  /  vdxiudx, 
tför  man  einfacher  zu  schreiben  pflegt 

/  Uvdx  =i  U  j  vdx  —  /  udx  1  vdx, 
er  auch,  weil  udx  =  dU  ^ar, 


310        Cap.  X.    §.  66.    Allgemeine  Reductionsformeln. 

^^  iüvdx  =  U  fvdx  —  jdUJvdx, 

Diese  Formel  der  sogenannten  partiellen  Integratioi 
empfiehlt  sich  in  allen  den  Fällen,  wo  das  Integral  von  vdx  leicn 
gefunden  werden  kann  und  gleichzeitig  d  ü  ein  nicht  zu  complicirtq 
Ausdruck  ist 

So  hat  man  z.  B.  für  ü=  1(1  +  x^),  v  =  x, 
A(l  +  x^)xdx  =  1(1  -f  x'^)Jxdx  —/yT^J^^^ 


=  l(l+x^)'lx^^f^ 


x^dx 


und  wenn  man  beachtet,  dass  weiter 

SO  ergiebt  sich  schliesslich 

f  xl(l+x^)dx  =  \(l-;\-x'^)l(l+x^)  —  |a?«  4-  Const 

III.     Befindet  sich  unter  dem  Integralzeichen  eine  zusamin» 
gesetzte  Function,  handelt  es  sich  also  um  ein  Integral  von  derFoia 


/ 


f[(p(x)]dx, 

so  leistet  die  Substitution  einer  neuen  Variabelen  häufig  gute  Dienste 
man  kann  nämlich  (p(x)  =  y  setzen  und  nunmehr  y  als  neue  un< 
abhängige  Variabele  ansehen.  Zunächst  hat  man  die  Gleichiuij 
q)(x)  =  y  auf  x  zu  reduciren,  wodurch  man  zu  einem  Resultate  voi 
der  Form  x  -=  t\j{y)  kommt ,  man  drückt  nachher  dx  durch  dy  aas 
indem  man  durch  Differentiation  der  vorigen  Gleichung  die =if''(^)<i| 
erhält,  und  gelangt  so  zu  der  Gleichung 


ff[<Pi<»)]  Ax  =  Jm  i\>'{3f)  dy. 


Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen ,  wobei  untei 
Anderm  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  so  entsteht 
zunächst  ein  Besultat  von  der  Form 

ffiy)^'(y)dy  =  F(y)  +  Comt. 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y 

ff[9>(^)]äx  =  F[(p(x)]  +  üanst, 
womit  die  verlangte  Integration  ausgeführt  ist. 
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So  z.  B.  wird  man  in  dem  Integrale 

dx 


/ 


e'  +  e 


—  X 


e'  =  y  setzen,  woraus  x=:  ly,  dx  z=z  --^  folgt;    das  Integral  ver- 
w&Ddelt  sich  jetzt  in  das  folgende 


r    1     äp      r  dp 

Werth  arctany  -f  Const.  ist;  man  hat  daher 

dx 


/ 


c'  +  e 


■—  =  arctan(e')  +  Canst. 


I      Hinsichtlich    der    vorhin    erwähnten  Auflösung  der  Gleichung 
f(;)  =  y  müssen  wir  noch  bemerken,  dass  dieselbe  möglicherweise 

x^ 1 

mehrere  verschiedene  Werthe  für  x  ireben  kann  (aus  =  y 

^  ^  2x ^ 

z.B.  folgt  ebensowohl  x  ^  y  -\-  V y^  +  1  als  os  =  ^  —  Vy^  +  1) 
nndes  wäre  daher  die  Frage,  welcher  von  diesen  Werthen  zu  neh- 
nen  sei.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
lerthe  wählen  kann,  weil  am  Ende  y  wieder  rückwärts  durch  x 
Mffigedruckt  wird  und  man  also  jedenfalls  zu  demselben  (p(x)  zurück- 
iooHQt,  von  welchem  man  ausgegangen  war. 


§.67. 
Integration  duroh  unendliche  Reihen« 

Wenii  die  vorigen  Mittel  nicht  ausreichen,  um  die  Integration 
ÖQer  gegebenen  Function  zu  bewerkstelligen,  so  versucht  man,  das 
^gral  in  eine  unendliche  Reihe  zu  verwandeln;  dies  geschieht 
meistens  auf  folgende  Weise. 

Bas  Integral  sei  von  der  Form 


/• 


f(x)q>(x)dx 

^d  f{x)  eine  Function,  die  sich  wenigstens  für  alle  zwischen  x  =  k 
find  X  =  ^  liegenden  x ,  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln  lässt, 

etwa 

1)  m  =  Xo  +  Xi-\-X,  +  Xi  + ; 
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es  ist  dann 

2)  ff{x)q>{x)dx  =   Hxo  +  X,  +  Xg  H )(pix)dx. 

Hier  fragt  sich  vor  Allem,  ob  der  in  §.  54,  I.  für  endHche  R« 
hen  bewiesene  Satz  auch  bei  unendlichen  Reihen  anwendbar  bleit 
wäre  dies  der  Fall,  so  würde 

3)  ff(x)fpix)dx 

=  I  Xoq>(x)dx  -{-  I  X\  q>{x)  dx  -\-   1  X2(p{x)dx  -\-  -  -    - 

sein,  und  wenn  die  Integrale  rechter  Hand  entwickelt  werden  kömu 
so  wäre  das  gesuchte  Integral  durch  eine  unendliche  Reihe  ausj 
drückt. 

Die  Vorfrage,  wovon  die  Anwendbarkeit  dieser  Integrstioi 
methode  abhängt,  lässt  sich  hier  im  Allgemeinen  noch  nicht  ei 
scheiden ,  doch  können  wir  vorläufig  den  gewöhnlichen  Fall ,  wo  d 
Reihe  nach  Potenzen  von  x  fortschreitet,  vollständig  erörtern. 

I.     Die  Reihe  für  f(x)  habe  die  Form 

4)  f(x)  =  Uq  +  OiX  +  a2X^  4-  a^x^  + 

und  es  sei  bei  unendlich  wachsenden  n 

Lim  — —  =  A, 

woraus  folgt,  dass  die  obige  Reihe  for  —  k  <^  x  <^  -{-  l  cody^ 
girt;  endlich  sei  zur  Abkürzung 

5)  if(x,  n)  =  I  x^q)(x)dx, 

wobei  dem  Integrale  keine  willkührliche  Constante  angehangen  «i 
den  möge.  Wenn  nun  die  Reihe  Oo^C«,  0)  +  »1^(2;,  1)  +  ■ 
innerhalb  jener  Grrenzen  convergirt,  so  ist  ihre  Summe  eine  beätinid 
Function  von  x  etwa 

6)  F(x)  =  oo  ilf(x,  0)  +  ai  ^{x,  1)  +  (hif(x,  2)  + , 

und  voh  dieser  wollen  wir  den  Differentialquotienten  aufsuch^ 
Lassen  wir  x  um  h  wachsen,  wobei  aber  h  so  klein  zu  wählen  i 
dass  auch  x  -\-  h  zwischen  —  A  und  -|-  ^  fallt,  so  haben  wir  i 
nächst 

Fix  +  Ä)  —  F(x) 
h 

„  »(j?+^,0)  --  t(x;o)   .        »(a?  +  fe>i)  —  »(a?,l)  , 

-=  Oq 1-  Ol  r h  • 
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Rechter  Hand  benutzen  wir  das  bekannte  Theorem 

h 
welches  voraussetzt,  dass  ^(ä)  und  ^{x)  von  x=  —  l  bis  x=  -\-  l 
itetig  und  endlich  bleiben;  femer  substituiren  wir  gemäss  Nro.  5) 
t*(p(x)  statt  4^'(x,  n)  und  erhalten 

F(x  +  h)^Fix) 

^  h 

-ih(pix-\-»oh)  +  ai(x+»ih)(p(x+»ih)  +  (h{x+»2hyfp{x+»ih)+'' 
f 0  ^0 ,  '9*1 ,  O"}  etc.  positive  echte  Brüche  bedeuten. 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erörtern,  wollen  wir  x  und 
iDe  Coeffidenten  o«,  ai,  a^  etc.  als  positiv  voraussetzen.  Nun  lässt 
^fh  h  so  klein  wählen,  dass  die  Function  q)(z)  von  z  =  x  bis 
i=x  -\-  h  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt ;  im  ersten  Falle 
|rt  jede  der  Grössen  9>(aj  +  -^o^)»  9(^  +  ^i^)  etc.  grösser  als  q)(x) 
ind  kleiner  als  {p(x-\-  h)j  während  im  zweiten  Falle  die  Sache  um- 
gekehrt wird.  .  Femer  liegt  (x  -\-  d'^hy  immer  zwischen  o?"  und 
i-^hy^;  bei  positiven  h  und  wachsenden  q)(x)  ist  demnach  die 
hmme  der  Reihe  in  Nro.  7)  grösser  als 

OoVix)  +  aixq}(x)  +  a2X^g)(x)  +  •  •  •  =:f(x)q>(x) 
N  kleiner  als 

•of(^  +  Ä)  +  ai(x  +  h)ip(x-\-h)  + =fix  +  h)q)(x  +  h), 

ibo 

El  abnehmenden  (p(x)  tritt  das  Zeichen  >>  an  die  Stelle  von  <:^. 
hnlich  verhält  sich  die  Sache  bei  negativen  h,  aber  in  jedem  Falle 
lält  man  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

,  F'(x)=f(x)ipix), 

Dthin  umgekehrt 

F(x)  =  I  f(x)(p(x)dx  +  Const. 

F(x)  ■=  I  {oq  -|_aiaj  +  aaflj«+  •  •  •  ')(p(x)dx  +  Const. 

Vergleicht  man  dies  niit  der  ursprünglichen  Bedeutung  von 
^W  b  Nro.  6)  und  substituirt  die  Werthe  von  ^(o?,  0),  ^(a;,  1) 
tc,  80  hat  man  folgende  Gleichung 

'^  /  («0  +  «lÄ?  +  (hx^  +  •  •  • )  <P(^) dx  +  Const, 


1. 
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=  ch  J  ^f{x)dx  4-  »1  I  xq>{x)dx  -{-Oq  j  x^<p(x)dx-{-  •  •  •  •; 

diese  lehrt,  dass  hier  die  Integration  auf  gewöhnliche  Weise  aii8g& 
führt  werden  darf.  Auch  bleiben  die  vorigen  Schlüsse  an  derGren» 
der  Convergenz,  d.  h.  für  a;  =  -}"  ^»  richtig,  wofern  die  beiden  Rei 
hen  noch  convergiren ,  nur  muss  man  in  diesem  Falle  h  negativ  nehi 
men,  um  das  Intervall  der  Convergenz  nicht  zu  überschreiten. 
Wenn  die  Beihe 

f(x)  =  00  +  01^?  +  (h^^  +  «3^^  + 

positive  und  negative  Glieder  enthält,  so  kann  man  doch  x  imme 
als  positiv  ansehen,  indem  man  die  verschiedenen  Vorzeichen  ao 
Rechnung  der  Coefficienten  schreibt;  ferner  lassen  sich  alle  positivei 
sowie  alle  negativen  Glieder  zusammenfassen  und  es  erscheint  dam 
f(x)  als  Differenz  zweier  Reihen,  deren  jede  för  sich  nur  positiv 
Glieder  enthält.  Der  anfanglichen  Voraussetzung  zufolge  convergirei 
diese  Reihen  und  daher  sind  ihre  Summen  bestimmte  endliche  Fnno 
tionen,  etwa  /j  (x)  und  /g  (ic),  also 

f(x)=Mx)-Mx). 

Hieraus  folgt 

f  f{oc)^{^)dx  =   ffi(x)(p(x)dx  --  I Mx)(p{x)dx\ 

auf  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  ist  der  vorige  Satz  anwend 
bar  und  man  gelangt  damit  zu  dem  Resultate,  dass  die  Gleichung  8 
auch  in  dem  Falle  gilt,  wo  die  Reihe  positive  und  negative  Gliede 
besitzt.  Bei  Integrationen  von  der  genannten  Form  sind  demnad 
nur  zwei  Bedingungen  einzuhalten,  nämlich  die  Convergenz  der  vor 
kommenden  Reihen  und  andererseits  die  Endlichkeit  und  Stetigkei 

von  (p{x)  und    /  x^(p{x)dx. 

Hiemach  ist  z.  B.  bei  echt  gebrochenen  x 

dx  =  I  (l—x  +  x'^  —  x^-\-  •  •  ')x^^^dx 

a         a+1  ^  a  +  2        a  +  3^       ^ 
Beträgt  dagegen  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Einj 
heit,  so  darf  diese  Entwickelung  nicht  angewendet  werden,  vielmeh^ 
wird  man 


J   1  +x  o/    i-  +  1 


.   + 
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lod -- =  jf  oder  x  =  —  setzen,  wo  nun  jr  ein  echter  Brach  ist. 

Das  lotegral  wird  jetzt 

l—a    *    2  —  a        3  — a  ^ 

ider  dDrch  Restitution  des  Werthes  Ton  y 


/ 


1  +x 


dx 


j.ß-1         ar«— *         x*^~^         x^~^ 


-| +  •  •  •  +  Const.^ 


ff  — 1         a  —  2         a  —  3         a  —  4 

I  das8  nim  der  Werth  des  Integrales  fmr  alle  Fälle  entwickelt  ist. 

'  n.  Ein  anderes  Verfahren  nm  über  die  Gültigkeit  der  allge> 
nnen  Gleichung  3)  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass  man  die 
Ae  1)  vorerst  als  endliche  nimmt  und  ihre  Ergänzung  hinzufügt, 

Uich 

/(j:)  =  Zo  +  X,  +  Xj  +  .  .  .  4-  i._i  +  Ä. 

ttgiebt 

^  I  f{x){p{x)dx —  I  Bn^{x)dx 

^ j^fp{x)dx  -\-  I  Xi  (f(x)dx  +  -  -  -  •  -h    /  X,_iy(jr)dx, 

ui  venn  nun  beide  Beihen  in's  Unendliche  fortgesetzt  werden  sol- 
li  so  muss  erstens  Lim  i?^,  =  0,  d.  h.  die  Beihe  in  Nro.  9)  conver- 

II  ^ein  und  ausserdem 


Lim  I  Bn(pix)dx  =■  0 


ien,  was  aus  LimEn  =  0  nicht  geschlossen  werden  kann  und 
einer  besonderen  Untersuchung  bedar£  Hierzu  gehören  aber 
Sätze  von  den  bestimmten  Integralen ,  welche  erst  später  ent- 
wit  werden. 

Aas  der  Bemerkung,  dass  viele  Functionen  in  unendliche  Bei- 
I  verwandelbar  sind,  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Methode 
r  Integration  durch  unendliche  Beihen  einen  hohen  Grad  allge- 
loer  Anwendbarkeit  besitzt;  es  sollen  daher  in  den  nächsten 
fitein  auch  nur  diejenigen  Differentialformeln  betrachtet  werden, 
•60  Integration  ohne  jenes  Hülfsmittel,  d.  h.  in  geschlossener  Form , 
?lich  ist 


Cap.  XI. 

Integration    rationaler   algebraischer  Functionen. 

§.  68. 
Fixirung  der  Aufgabe;  einfachste  Fälle  derselben. 

Bas  allgemeine  Problem,  womit  wir  uns  im  vorliegenden  Csjiiif 
beschäftigen,  ist  die  Entwickelung  des  Integrales 

S=  fo^  +  ßx  +  yx^  -\-  '-'  +  ^^" dx 
0/  a  +  5a;  -I-  car«  +  •  •  •  -f  ÄJa?"  ' 
wobei  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Die  unter  dem  In 
gralzeichen  stehende  gebrochene  rationale  algebraische  Functi 
kann  echt  oder  unecht  gebrochen  sein;  im  letzteren  Falle  lässtd 
dieselbe  durch  Division  in  eine  ganze  Function  und  in  einen  « 
gebrochenen  Best  zerlegen,  was  durch  die  Gleichung 

a  +  jSa;  4-  yx^  -j-  .  .  .  -|_  Ix^ 

a  +  5ä;  +  cx^   +  •  •  '  +  ^^^ 

=  «1  +  ß\X  +  yiaj2  -|-  .  .  .  -f-  Xia?*"*"" 

A  +  Bx  -\-  Cx'^  -^ +  Mx""'^ 

a  -\-  hx    ■{-  cx^   +  '  •  •  +  Äo;» 

ausgedrückt  werden  möge.     Bezeichnet  man  den  echt   gebrochen 

Best  mit  ■   /  i'  »  so  ist 
F{x) 

S=y*[«i  +  ß^x  +  Yi^^  +  •  •  •  +  «1^"*-"  4-  ^]^* 

und  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

^  X    ,     .    x'^     .  X»    ,  ,         3!"'-"+'     ,     r/ix) 
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Diese  Grleichung  giebt  zu  erkennen,  dass  die  Integration  einer 
unecht  gebrochenen  Function  auf  die  Integration  einer  echt  gebro- 
chenen znrückgefiilirt  werden  kann;  wir  haben  ans  daher  nur  mit 
letzterer  zu  beschäftigen. 

Ist  der  Nenner  vom  ersten  Grade,  so  wird  das  letzte  Integral 
lu  folgendem 

— T-T-^^  =  -^  /  — nr^^' 

a  -j-ox  J  a-^hx 

Werth  sich  unmittelbar  ans  der  Grandformel  4)  in  §.  65  er- 


Ist  der  Nenner  vom  zweiten  Grade,  so  hat  man  es  mit  dem 

Integrale 

A  +  Bx 


f: 


dx 


ID  thnn ;  dieses  zerfallt  in  zwei  Integrale,  nämlich 

^fa  +  hl  +  cx^^"  +  Va  +  bx  +  cx*^''' 
deren  Entwickelang  aaf  folgende  Weise  geschieht. 
I.    Es  ist  identisch 

cdx 


r      dx       _  r 

J  a-\-bx  -^  cx^       J  ( 


ac  +  hex  +  c^x^ 
cdx 


(ac^\h^)  +(cx  +  lhy' 
jAid  wenn  man  eine  neue  Yariabele  y  mittelst  der  Substitution 

ex  -\-  \h  =  y  j    cdx  =  dy 
l^führt,  so  wird  aus  der  vorigen  Gleichung 

J  a-\-hx-\-cx^       J  (ac  —  \h^)  +  y^ 

Hier  sind  die  Falle  zu  unterscheiden,  ob  ac  —  \  h^  positiv,  Null 
M^T  negativ  ist;  denn  der  Werth  des  Integrales  erhält  nach  den 
fendformeln  6)  und  7)  verschiedene  Gestalten,  je  nachdem  im  Nen- 
Mrdie  Summe  oder  die  Differenz  zweier  Quadrate  vorkommt. 

Im  ersten  Falle 

ac  —  J52  >  0     oder    4 ac  —  5«  >  0 

J^Vac  —  \b^  eine  reelle  Grösse,  die  wir  mit  a  bezeichnen  wollen; 

Ee  Gleichung  3)  giebt  dann   unter  Anwendung  der  Fundamental- 
nnel  6) 

/dx  r     dy  1  1/ 

a-\-hx  -\-  ex*        J  CL^  +  y^         OL  a 
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Nach  Restitution  der  Werthe  von  y  und  a  hat  man 

4)  /  — — r — ; =:  arctüu  ,y  +  Cotist. 

J  a-\-hX'^cx^       V4ac  — 62  V4ac  — 5« 

4ac  —  6«  >  0. 

Im  zweiten  Falle  {ac  —  J  5*  =  0)  wird  die  Gleichung  3)  zur  ii 
genden 

J  a  +  hx  +  cx^       J   y^  y   ^ 

d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  y 

5)  f—rp-. J  =-  .  \      +  C(msf. 

^  y  a  +  6aj  +  ca;2  })-^2cx^ 

4ac  —  52  =  0. 
Im  dritten  Falle  (ac  —  j6^<C0)  ist  \h^  —  ac  positiv,  mitl 

V \h^  —  ac  eine  reelle  Grösse,  die  cc  heissen  möge ;  die  Gleichung 
lautet  jetzt 

r         da?  ^    f       äy        ^    A-  l)dy 

J  a  +  hx  +  cx^       J  —a^  -{-y^       J   a^  —  y^ 

2a    Xa  —  yJ  ^ 
und  daraus  ergiebt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  y  und 

J  a-\-hx+cx^  Vh^—^ac    \Vh^-'^ac—b—2cxJ 

4ac  —  52  <  0. 
Eine  etwas  andere  Form  erhält  dieses  Integral,  wenn  manv 
der  identischen  Gleichung 

Gebrauch  macht  und  die  constante  Grösse  l  ( —  1)  in  die  v^lkührl« 
Integrationseonstante  einrechnet;  es  ist  dann 

7)  r__^^_=__=L=  ^f^+2cx+Vh^-4ac\^,^^ 
U  a+hx+cx^  Yl>^'-4:ac    \h  +  2cx—Vh^—^cic/        \ 

und  man  wird  nun  die  Formel  6)  oder  die  Formel  7)  benutzeD,| 
nachdem  im  speciellen  Falle  V^&2  —  4^^  mehr  oder  weniger  als  h  -h^ 
beträgt. 

II.     Um  das  zweite  der  in  Nro.  2)  verzeichneten  Integrale 
entwickeln,  gehen  wir  von  der  Differentialformel  aus 

hA-  2cx 

dUa  +  6rr  +  cx'^  =       .  7    . -dx, 

^     '  '        '        a  +  bx  -{-cx'^ 
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Die  ümkehning  derselben  giebt 


L 


dx  =  Ha  -f-  5a?  -f-  crc') 


a  +  5«  -|-  ca?* 
iler  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

^/.x/l     «  +  2c  f—-^^^  =  l(o  +  ba;  +  coj»). 
y  a  -f-  5a;  -|-  ca;«  o/  a  +  ba;  +  ^^ 

M  wenn  man  das  zweite  Integral  als  Unbekannte  ansieht,  so  er- 

Ultian 

7  J+  lx  +  ca.»  =  ^  ^^"  +  ^^  +  "^^  -  Tcla  +  ftl  +  cx^ ' 

Das  gesachte  Integral  ist  hiermit  auf  ein  schon  bekanntes  Inte- 
W  zurückgeführt 

m.    Setzt  man  in  der  Gleichung 


M  +  oa? -|- ca;*  J  a-\-}>x  +  cx^  J  a 


xdx 


4-  fea;  +  cx'^ 

^  des  zweiten  Integrales  rechter  Hand  seinen  Werth  aus  Nro.  8), 
flialt  man 

Ä-^Bx 


I 


•dx 
a'\'hX'\-  cx^ 

dx 


'  dsmit  erledigt  sich  die  Integration  der  echt  gebrochenen  alge- 
khen  Functionen  mit  quadratischem  Nenner. 


§.69. 

Folgerungen  aus  dem  Vorigen« 

i  Beyer  wir  die  Integration  solcher  echt  gebrochenen  Functionen 
Nbmen,  deren  Nenner  den  zweiten  Grrad  übersteigen,  wollen  wir 
nachweisen,  dass  Integrale  von  der  Form 

x^dx 


J  {a 


+  l>a?  +  ca?«)"+i 
lie  obigen  Integrale  zurückgeführt  werden  können,  wenn  m  und 
nze  positive  Zahlen  sind. 

Bezeichnen  wir  das  Trinom  a  -\-  hx  -\-  ex-  kurz  mit  T,  so  ibt 
^  gewöhnliche  Differentiation 
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unter  Anwendung  der  identischen  Gleichung 

(h  +  2cxy  =  4cT  —  (4ac  —  5«) 
und  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  wird  hieraus 

^\r^r^)  =  (4«c-^*)  ^-T^  -  2(^(2n^l)  — . 
Die  Integration  giebt 

reducirt  man  auf  das  erste  Integral  rechter  Hand  und  setzt  zur  i 

kürzung 

1)  4ac  —  2?2  _  ;l, 

so  gelangt  man  zu  folgender  Beziehung 

.  r  dx     _  h-\-2cx        (2n—l)2c  Cdx 

Diese  Reductionsformel  liefert  der  Beihe  nach  die  WertbeTti 

/dx        Pdx        Pdx 

indem  man  successive  n  =  1 ,  2,  3,  .  .  .  nimmt  und  jeden  gewon 
nen  Werth  in  die  nächste  Gleichung  einsetzt.     Man  hat  demnach 

-  rdx        h-\-2cx    ,    2c   Cdx 

fur«=l,     J  —  =-^^^+—J  —  , 

wo  das  Integral  rechter  Hand  aus  den  Entwickelungen  des  Torij 
Paragraphen  bekannt  ist;  femer 

^..  _        Cdx        h  +  2cx    ,     Sc   Tdx 

favn  =  2,    J_  =  -^^^^  +  _y_ 

_  h  +  2cx        ScQ)  +  2cx)    ,    6c2  fi 
~    2AT2     "^  l^T         ■*"   AV 

u.  s.  w. 

Ueberhaupt  können  nach   diesem  Verfahren  alle  Integrale 
der  Form 

dx 


/■ 


jn  +  l 

auf  das  in  §.  68,  I.  betrachtete  Integral  zurückgeführt,  mithin  i 
vollständig  entwickelt  werden. 
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Weiter  ist  nnn,  wie  man  durch  Differentiation  findet, 

^sTt^)  =  (^-  i)-r=-^^  -  ^  — ^x — ^^^» 

oder,  wenn  man  rechter  Hand  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und 
das  Gleichartige  vereinigt, 

-(2n~m  +  l)c    ^^^    . 

Umgekehrt  ist  die  entsprechende  Integralgleichung 
3"»-i         ^  .       rx^-^dx        .  .      _    Cx^-^dx 


/o  1  i\     Cx'^dx 


oder 


x^-i 


(2»  — wi+l)c        T» 
(w  —  w  +  1)  5 


/a;"'-^<fa;  (m—  l)o        Cx^'^-^dx 

T«+i     "^(2»  — w  +  l)cy     T«  +  i 


(2w  —  iw  -|-  l)c, 

Geht  man  von  dem  Werthe  w»  =  1   aus  und  sieht  das  Integral 
wn  dx  i  T"  +  ^  als  bekannt  an ,  so  kann  man  der  Reihe  nach  die 

Integrale 

/x  dx  r  x^dx  Cx^dx 

j  entwickeln,  nämlich 

_  r  xdx    1  h     r   dx 

"* ^    '        J   T*hT  —  ^  2wcT»  ""  2c 0/  T«+^  ' 

0/   T»  +  i  (2w  — l)cT«        (2n—l)cJ   T«  +  i 

"*"  (2»— l)co/   J^«+T  » 
wo  rechter  Hand  noch  der  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  vori- 
gen Gleichung  zu  nehmen  ist  u.  s.  w.  —  Durch  successive  Anwen- 
•i^ng  der  Formeln  2)  und  3)  kann  nun    auch  der  Werth  jedes  Inte- 
grales von  der  Form 

"Ä  +  Bx  +  Cx^  -\ +  Hx'* 


/■ 


dx 


(a  +  hx+cx^)*"-^^ 
vollständig  ermittelt  werden. 

Schlömilch,  AnalyaU.    I.  21 
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Es  ist  nicht  überflüssig,  2su  bemerken,  dass  die  Gleichung  3]  fai 
negative  m  gleichfalls  gelten  muss,  weil  sie  die  Umkehrung  einei 
für  alle  möglichen  m  und  n  richtig  bleibenden  Bifferentialfonnel  dar 
stellt.  Lassen  wir  nun  —  m  -|-  2  an  die  Stelle  von  m  treten, » 
nimmt  die  Gleichung  3)  folgende  Form  an: 

r        dx 1 1__ 

J  aj^^-^T^  +  i        "^(2w+w— l)c  a;"»-iT" 

(n  +  w  —  l)h    r       dx  (m  —  1)  a        C     dx 

""  {2n-\-m—l)cJ  ic"»-iT«  +  ^  ~  (2n-\-m  —  l)cJ  x^T«+^ 

und   wenn  man  das  letzte  Integral  rechterseits  als  Unbekannte  Ix 
trachtet,  so  hat  man 

4)  f     ^"^       = l 

{n-\-m — 1)5  r        dx  {2n -\- m — l)c  C       dx 

(m—l)a    J  a;"»-iT«  +  \  (w— l)a     J  rr^^-^pt» 

Für  m  =  1  ist  diese  Formel  nicht  brauchbar;  man  kam 
diesem  Falle  die  Substitution  o?  =  —  anwenden  und  erhält  dado 
direct  • 


r         dx  r 

J  x(a  +  hx  +  cx'^)'*-^^  ~       J  \ 


wo  man  rechter  Hand  die  Integration  mittelst  der  Formeln  2)  ui 
3)  auszuführen    und  nachher    rückwärts  z  =  —    zu    setzen  ht 

X 

Nimmt  mann  hierauf  in  Nro.  4)  m  =  2,  3,  .  .  .  ,  so  kann  man< 
Integrale 


/dx  r     dx 


der  Reihe  nach  entwickeln  und  überhaupt  den  Werth  jedes  uii 
der  Form 


/i 


.    ,     -B     ,     C     ,  r     H   )  dx 


X     '    x^     '  '    x^   )  (a  +  5a?  +  ca:«)'»+* 

stehenden  Integrales  ermitteln. 
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§.  70. 
Die  Integration  echt  gebroohener  Functionen. 


Wenn  es  sich  um  die  Ausführung  der  Integration 


ß. 


dx 


bdelt,  worin  m  und  n  ^  m  ganze  positive  Zahlen  hedeuten,  so  ist 
» ron  Yortheil ,  zunächst  ic"  von  seinem  Coefficienten  zu  hefreien, 

E  einfach  dadurch  geschieht,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit  Nq 
dirt\  der  neue  Nenner  heisse  dann  F{x),  der  Zähler /(aj).  Wir 
Tscheiden  hier  wieder  dieselben  Fälle  wie  in  §.  62. 

I.   Ist  der  Nenner  von  der  Form 

F(x)  =2  (x  —  a)(x  —  l))(x  —  c)  .  .  .  .  {x  —  k), 

bei  a,  5,  c,  .  .  .  Ä  als  verschieden  von  einander  vorausgesetzt  wer- 
))  so  hat  man 


/: 


dx 


Fix) 

J  \x  —  a        X  —  0        X  —  c  X  —  k/ 

Bei  reellen  a,  ?>,  c,  .  .  .  Zj  lasst  sich  die  Integration  sofort  aus- 
to  und  giebt 


/ 


^(^>  ä. 


Fix) 

Kx  —  a)  +  Blix  —  b)  +  Clix-c)-\ \-  Klix  —  k)  +  Const. 

nach  ist  z.  B. 

x^  —  7 


f; 


dx 


I     =l(x  +  l)  —  lllx  —  2)  +  ll(x  +  S)  +  GonsL 

8ind  einige  der  Grössen  a,  h,  c,  .  .  .  k  von  complexer  Form, 

0  =  2>  -f-  ^2»  ^  =  1?  —  iq,  Bo  giebt  die  Formel  8)  in  §.  62 

f(=o) 


-l. 


I 


Fix) 


dx 


ix-p^t  g^^""^  ^^^"^"'^  ^  •  •  •  ^  Klix-k); 
loch  übrige  Integral  rechter  Hand  gehört  unter  diejenigen,  wo- 
irir  uns   in  §.  68,  III.   beschäftigt  haben ,  und  kann  daher  ent- 
ölt werden.    So  ist  z.  B. 

21* 
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r  7a;-^3  _  f      2  +  x       ^    _  f    ^    , 

J  x^^dx^^x^h  J  6^4x  +  x^  JTTx^ 

=  11(6  — 4x  +  x^)  +  4  arctan(x  —  2)  —  1(1  +  o;)  4-  CW. 

II.     Eb  sei  ferner  F(x)  von  der  Form 

F(x)  =  (x  —  aY(x  —  h)ß(x  —  c)y (x  —  Jcf, 

mithin^ 

f(x)  _        A  I  ^1  I  _lAzL 

F(x)        (x  —  aY  "•"    (a?  — a)«-i  "l"  '  '  •  T  ^___^ 

+ ..'.... 

"*"  (x  —  hY  "^  (x  —  ky-^  -t-  •  •  •  -r  ^_^  • 

Unter   der  Voraussetzung,  dass  a,  &,  c,  .  .  .  /?  reell  sind, 
man  sogleich 


/ 


dx 


A  Ai  Aa-2 


F(x) 


<a— 1)  (a;-a)«-^      (a-2)  (a;-a)«-2  x—a 

^ ^1 -^/3~2     I     Tj         1/ 

03-1)  (a;-6y-i      (/3~2)(a;-~5y-2      '"      a;— b  "*"^~'  ^ 


Ä^  JäTi  -Br3f_2 


(x— 1)  (a;-Ä;)'f-i      (x-2)  (ic-Ä;)*-»  a;— Ä; 

So  ist  z.  B. 

dx 


+  Kx-iKx 


I: 


x\x—\)^(x-\-l) 

=  rri  +  i  +  i  .  _i_ i L_i 

J  \_x^^  x'^^  X  ^  2(a;— 1)2        4(a?— 1)        4(rc  +  l)i 

=  — -^~-  +  2?a?  — ^,  ^  I.^(a;~i)  — l;(a;4-i)  +  ( 

2a;2      a:    '  2(a;— 1)      4    ^        ^       4^1/^1 

Wenn  endlich  unter  den  Grössen  a,  b,  c,  .  .  .  Ä;  compleze 
len  vorkommen,  so  entstehen  Partialbrüche  von  der  Form 

i>(x) 

wo  s  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  auch  diese  sind  nach  §.  69  ij 
integrabel.     So  hat  man  z.  B.  1 
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x+  1 


L 


dx 


J[    (x^+iy-        2x^+1^2x  —  ll 

■?TTT  ""  T^(^^  ^'  ^)  —  T  '»^^«^^  +  o"K^"~  1)  +  Const. 

Ein  paar  allgemeinere  Beispiele  für  diese  Integrationsmethoden 
bd  folgende.  ^ 

III.    Nach  §.  62  (S.  291)  gilt  unter  Voraussetzung  eines  gera- 
in ff  die  Zerlegung 

a.m-1  _  X        1  (— 1)"*       1 


X* — 1        n  X —  1  n      X  -{-  1 

2  Tr^(a;  —  coshd)  coshmd'  ^—  sinhd- sinhmd^ 


+s 


n^^—*  a?2  —  2a;ca6^'9'  +  1 

h  =  2,  4,  6,  ...  w  —  2 ; 

gegen  ist  für  ungerade  n : 

a;"»-^  j_       1 

z* — 1         n  X —  1 

2  s^(ix^  —  coshd)  coshmd"  —  sinhd"  sitihrnd" 

+  "T 


■Itiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  nach  der 
^  zu  prüfenden  Formel 

(x  —  coshd)  coshmd'  —  sinhd  sinhmd 
x^^2xcoshd  ■\-l 

X  —  coshd" 


ß 


ll(x^  —  2xcoshd  +  1) — sinhmd . arctan       .  ,_ 
gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten : 

a.  für  fferade  n  und  O*  =  — : 
°  n 


f. 


<-m— 1  1  / •\\m 

^dx  =  -Hx-i)  +  L_^i(^  + 1) 

2  xnf  .   ,     «.        .      ^  —  coshd'']  ,    ^ 
Ä  =  fi,  4,  6, .  .  .  n  —  2 ; 
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b.  für  ungerade  n: 

/>TO— 1  1 

A ^1  coshmd^ .  l(x'^  —  2x  cosh^  + 1) 

2 'ST— if      ,     ^  X  —  coshd'^ 
>  \ sinhm^ , ardan — .  ,  ^^    \A-{ 

Ä  ==  2,  4,  6,  .  .  .  w  —  1. 

IV.     Nach  §.  62  (S.  292)  ist  für  gerade  n\ 

iB"*~"^  2  ^-1 —  {x  —  coshd')  coshmd^  +  sinkd-  sinhm^ 

a;»4-l        TT-^  a?2  — 2a;cosÄ'9'4-  1 

dagegen  für  ungerade  n: 

x^-i        (— l)"*-i       1 


ö) 


2  's^; —  (x  —  coshd')  coshmd'  +  sinhd"  smhm^ 


6) 


w  '^^  i»*^  —  2x  coshd'  -\-  1 

Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  li  —  2; 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  wie  vorhi 
so  erhält  man 

7t 

a.  für  gerade  n  und  -O*  =  —  : 

n 

7)         j  -^—  öfiB  = 2  coshmd- .  Z(a;2  —  2a;  cösä ^  + 1)| 

-1 >  J  sinhmd' .  arclan ^^t-t: —   +  C, 

Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  w  —  1 ; 

b.  für  ungerade  n: 

H >I  siw/^m'ö' . arc^a^ t-t-r —   +  ^' 

Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  w  —  2.  I 

I 

V.     Auf  die  soeben  entwickelten  Integrale  lässt  sich  das  etwa 
allgemeinere  Integral  ' 
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dz 


f: 


^m-1 


leicht  zurückführen.    Unter  der  Voraussetzung,  dass  a  und  h  an  sich 
positiv  sind,  substituirt  man  nämlich 


«od  erhält 


= af '.    ' = {ff 


m 


w  nun  die  rechte  Seite  wie  vorhin  entwickelbar  ist. 

Endlich  können  wir  noch  bemerken,  dass  auch  jede  Integration 
IDD  der  Form 


ß 


dz 


az^  +  h 

röllig  ausgeführt  werden  kann,  indem  man  auf  die  einzelnen  Bestand- 
teile derselben  die  eben  erwähnte  Substitution  anwendet. 


Cap.  XII. 

Integration  irrationaler  Functionen. 

§.71. 
Einfaohste  Fälle. 

Unter  den  Fundamentalformeln  des  §.  65  befinden  sich  od 
wenige,  die  zur  Integration  irrationaler  Functionen  dienen  könnei 
bei  genauerer  Ansicht  bemerkt  man  noch,  dass  darin  nur  Quadn 
wurzeln  aus  ganzen  Functionen  ersten  oder  zweiten  Grades  vorkoi 
men.  Wir  beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  Verallgemeineni 
gen  jener  Integrale. 

I.    Das  einfachste  von  den  Integralen  irrationaler  Functionen 

dx  2V  a-\-hx 


ß 


Va+hx  ^ 

ein  allgemeineres  erhält  man  aus  der  Formel 


+  Const] 


I 


(ft+l)b 


für  ft  =  Ä  —  |,  wo  Ä  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  beJi 
ten  möge;  es  wird  nämlich  


J  V^ 


+  b^  (2fc  +  1)6 

Man  hat  femer  durch  theilweise  Integration 

J     Va'\-hx  J  Va^hx  J  J  Ya 


^U 
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der,  wenn  in  dem  Integnle  rechter  Hand 

»etzt,  jeder  emaeliie  Theil  isl^prni  und  die  Gkddning  mit  (2i  -(-  l)fr 

loltiplicirt  wird. 


djr 


-  '-T- 


Va  +  6x 


dj^ 


Scha£fi  man  das  letzte  Int^gnd  rechter  Hand  auf  die  Hnke  Seite« 

erhält  man 


r- 


(2,M  +  2t  +  l)6       ~(2w  +  2*+l)&7      VT+6]^ 
KM  =  1 ,  2,  3  etc.  ergeben  sich  hieraus  der  Reihe  nach  die  Inte- 

rx(a  +  hxy.  /»x*(a-hM*. 

7   Va  +  hx  J    V7+^ 

kr  lässt  sich  auch  das  Int^^ 


r- 


dx 


Va-\-hx 

firzeit  entwickebi»  wenn  f{x)  eine  ganze    rationale  algebraische 
bction  von  x,  und  h  eine  positiTe  oder  negative  ganze  Zahl  be- 

r 

II.    Um  femer  den  Werth  des  Int^^ndes 

dx 


A 


Va  +  hx  +  cx^ 

bestimmen,  gehen  wir  einen  ähnlichen  Weg  wie  in  §.  68,  I.,  doch 
neu  wir  dabei  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  negativen  c 
ierscheiden. 
Der  absolute  Werth  von  c  hevsae  y,  so  ist  im  ersten  Falle  c  = 
y  and 
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r  <l^  _    r         Vy'dx 

1/-—  r d£ 

Zur  Abkürzung  sei  ay  —  ^h^  =  Je  und  gleichzeitig  werde  s 
neue  Variabele  y  mittelst  dei*  Gleichung 

Ih  -^  yx  =  y,      X  =  ^ — 1— ,     dx  =  —dy 
eingeführt;  es  ist  dann 

j  V o  +  ba, -I- yx^     VT^V^fc  +  y»     Vy 

Den  in  der  Parenthese  stehenden  Ausdruck  bringen  wir  auf  j 
gemeinschaftlichen  Nenner  2  und  setzen 

vy 

vermöge  der  Bedeutung  von  y  haben  wir  dann  folgende  Int^gi 
formel 

3)  r,       ^^  =  -^l(b+2cx+2V"cVa+hx+cx^)+0fi 

J  Va+bx+cx^       Vc 

c>  0. 
Im  zweiten  Falle  c  =  —  y  rechnen  wir  ähnlich : 

/dx  r  V^dx 

Ya  -f  bx  —  ya;2       J  V ay  -\-byx  —  y^x'^ 

y —  r  dx 

~     ^  J  VQlb^^ay)^{yx^\hr' 
und  setzen  \b'^  -\-  ay  =  «^ 

1 ,  y  ■\-\b       ^  1    ,  I 

yx  —  \b  =  y,      x  =  — -^,     dx  =  '-'dy\ 

dies  giebt  unter  Anwendung  einer  bekannten  Fundamentalformell 

r,        ^^  =-i=  r-M=.=  ±^  arcsm  ^  +  Co^^ 

J  Va  +  bx  —  yx^      YyJ  Va^—y^      Vy  « 

Nach  Substitution  der  Werthe  von  y  =  — -  c,  a  und  ^  « 


nun 


"Jt: 
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dx  1  .    — h  —  2f-r    ,    ^ 

arcsm  rrr===    i    tonst. 


+  6x4- ex«        V—c  Vh^—^4ac 

c  <  0. 


Der  dritte  Fa]l  e  =  0  bedarf  keiner  Behaodlimg,  weil  or  auf 
las  za  Anfang  von  Nro.  I.  betrachtete  Integral  zurückfuhren  würde. 

III.  Die  soeben  gewonnenen  Resultate  können  wiederum  als 
ksgaügspunkte  für  fernere  Eotwickelungen  dienen,  wenn  man  die 
in  ^<  69  unter  2) ,  3)  und  4)  entwickelten  Beductionsformeln  damit 
u Verbindung  bringt  und  berücksichtigt,  dass  die  citirten  Formeln 
die  ImkehruDgen  zweier  Differentialgleichungen  sind,  die  für  belie- 
hge  ;n  und  n  gelten.     Setzen  wir  nämüch  in  der  Formel 

r  dx     _  b-f  2ca?        (2n  — l)2c  Cdx 
J  T«  +  i  "~     nkT""     ^         nk        J    T" 
I  [T  =  a  +  6x  -f  cx2,    A  =  4ac  —  fr^ 

I  Reihe  nach  n  =  |,  |,  |  et&,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  Glei- 

tajren : 

dx       9^+  2cx 


dx  „b  +  2cx    .      8     r   dx 


f 

/dx      gb+2ca;       _8_  P   dx 
t*Vt  ~  ^  xtVt     3l7  tVt 

U.  8.  W., 

tf<ieoen  hervorgeht,  dass  sich  jedes  Integral  von  der  Form 

/dx 

^  li  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  vollständig  entMrickeln 
|t  und  für  Tc  ^  0  eine  algebraische  Function  von  x  ist. 
I  Kehrt  man  die  Gleichung  5)  um,  drückt  also  das  Integral  rech- 
Iland  durch  das  Integral  linker  Hand  aus,  so  hat  mau  weiter 

/dx h-{-2cx  nX  *        /*  rfx 

T»  ■"""  (2n— l)2cT«  "^  (2n'-l)2cJ   J"^-*  ' 

«=  —  |,  —  |,  —  I  etc.  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 

n.  8.  w., 
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durch  deren  wiederholte  Anwendung  sich  jedes  Integral  von  d« 
Form 

für  ein  ganzes  positives  h  entwickeln  lässt.  —  üeberhaupt  ist  n:^ 
diesen  Betrachtungen  der  Werth  des  Integrales 

f  TPdx=  f  {a-\'hx-\-  cx^)Pdx 

als  bekannt  anzusehen,  wenn  p  unter  die  Form  +  (Ä;  -f-  |)  gehört. 

Mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  in  §.69  folgt  hieraus  unmit 
bar,  dass  für  jedes  ganze  positive  m  auch  die  Integrale 

I  x"^  TP  dx  und  j  -^TPdx 

entwickelt  werden  können ,  indem  man  w-J-  l=ifc(Ä-|-|)s 
und  im  Uebrigen  ganz  so  wie  dort  verfahrt.  So  erhält  man  z 
f ür  ^  =  —  |: 

/x'^dx  _  x'^-^Vt  __  (2m— 1)5     rx'^-^dx 
Y~^  mc  2mc       J      Y^ 

_^  (m—l)a     rx"^-^  dx 
mc       J     Y^     ' 
woraus  die  Werthe  der  Integrale 

/xdx  Px^dx  Px^dx 

V7'   J~Vt'   7  VF""" 

der  Reihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 


§.72. 
Integration  durch  WegschafiTung  des  'Wurzelzeic]ieii& 

£in    sehr   brauchbares  Verfahren    zur  Integration    irratio 
Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution  einer  neuen  Variabeln  voi 
Art,   dass  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  zu 
vollständigen  Potenz  wird,  aus  welcher  die  Wurzel  gezogen  w( 
kann;  das  Integral  erhält  dadurch  von  selbst  eine  rationale 
und  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  Capitels.      Die 
bei  denen  das  genannte  Verfahren  gute  Dienste  leistet,  sind  fol| 

I.     Um  ein  Radical  von  der  Form   ya-\-ßx  weg^zusc 
setzt  man  einfach 


des  Wnrzekeichens.  83S 

/ y'  —  Ä  2y 

l)        y  a -|- /Jx  =  y,  mithin  rr  =  ^-g — ,      da:  = -^dy; 

k  die  Werihe  von  x  und  dx  rational  sind,  so  leistet  die  Sabstitotion 
b  Yerlangte. 

Hiernach  ist  z.  B. 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelang 

dx 


/; 


2^   r  ydy  _       P  dy 

IT  ist  zu  unterscheiden,  ob  aß  —  ha  und  5  gleiche  oder  entgegen« 
IBtzte  Vorzeichen  besitzen ;  in  jedem  Falle  kann  aber  die  Integra- 
ü  leicht  ausgeführt  werden. 

Das  erwähnte  Verfahren  bleibt  auch  dann  anwendbar,  wenn  ein 

dical  von  der  Form  ya'\'ßx  wegzascha£Pen  ist;  man  seist 
such 

a  -|-  /Jrr  =  y,  mithin  x  =  ^—^ —  ,     dx  =  -^-5 — dy 

ß  ß 

I  hat  eine  ganz  ähnliche  Rechnung. 

IL    Wenn  ein  Radical  von  der  Form  V«*  -{-  ß'^x^  vorkommt, 
jst  die  vorige  Substitution  ohne  Nutzen;    die  Gleichung 
\^  4-  /5»a;2  =  y  giebt  nämlich 

Vy2  — ««       ^  ydy 

ß  ßYyi^a^ 

raus  zu  ersehen  ist,  dass  man  zwar  die  eine  Wurzel  los  wird, 
b  deren  aber  durch  x  und  dx  zwei  neue  Radicale  hereinbringt, 
a  setzt  in  diesem  Falle 

=  y; 
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hieraus  folgt 

und  diese  Ausdrücke  sind  sämmtlich  rational. 

Mittelst  des  angegebenen  Verfahrens  erhält  man  z.  B. 

f d^       _  2  r      ^^ 

nach  Formel  7)  in  §.  68  ist  die  rechte  Seite  gleich 

und  wenn   man  hier  den  Werth  von  y  aus  Nro.  2)  einsetzt,  sog 
langt  man  zu  der  Formel 

4)  r '  ^^ 

7  (a  +  hx)  V"a«  +  /3f2rc2 
_  1  /aß  +  hßx—bVa^i-ß^x'^  +  Va^ß^  +  h'a^Y 

~Va^ß^  +  h^-cc^  ^aß -{-hßx'-hV cc^  +  ß^x^  —  Va'iß^  +h^a^/ 

III.    Um  ein  Radical  von  der  FormV  a^ — ß^x'^  wegzuschaffia 
benutzt  man  die  Substitution 

welche  giebt 


X  ^  -rr 


a     1 — y^     ^ri. ^7~r         2av 


/3        1+3^2'     '  -  1+2/2' 

die  letzten  drei  Ausdrücke  sind  rational  und   bringen  daher  ka 
neue  Wurzel  in  das  Integral. 

Nach  diesem  Verfahren  erhält  man  z.  B. 

dy 


r dx r_ 


hier  sind  rechter  Hand  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  aß  —  hd 
sitiv,  Null  oder  negativ  ist,  und  zwar  entsprechen  den  genannl 
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,  Vaß  —  ba     ,    ,     ^      , 
arctan  [  — =£==y  )  -|-  Consta 


/Vaß^ha    \ 
\Vaß  +  ha    / 


Vfl2|32_52a5  \Yaß  +  h 

2y 


a/{  -(-ftß 


-[-  Canst. 


1  VVT^Tg+VWa^,y\  ^  ^^^^^ 

Vh^a^'  —  a'^ß^  ^Vha  +  a/5  —  V  6«  —  «/^  -r 
Nach  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y  gelangt  man  su  fol« 
|8Dii(o  drei  Integralformeln , 

]/a'^ß2  —  h2a^  Y    (aß  +  ha)  («  +  ßx)  ^  "^  "*'" 


für 


/dx 
w  — 
(a  +  hx)  V  «'-'  —  ß'x'^ 


^       ,  r  äx 

für  a/S— 6a  <  0,        /  — 

*/   Ca 


(a  4-  hx)  V"«*^  —  /3'^a:2 

ils  zweites  Beispiel  diene  folgende  Entwickelung.    Nach  Nro.  6) 
h  man 

r  dx  _      „  r      (i4-y')^y 

7  (1  ^.  ea:)^  VT^^  7  [1  + « +  (1  -  «)ä>'J» 

venn  man  auf  das  zweite  Integral  rechter  Hand  die  KeductioriN- 


f 


J  {a-\-  cy^y        2a(a  +  cy^  "*^  2aja^  cy 
lidet,  so  findet  man  far  die  rechte  Seite  der  vorigen  (iWuihunfi  l 

2     {  gy r 1^;/ ; 

Die  noch  übrige  Integration  i«!t  UtuM  anH(ilUr\ffir ^    wol»^?i  rlin 
«  <;  1,  «  =  1  und  5  >  1  za  nnUinfchfiul'Jt  «iri/l;  /l^ir^li  ll«« 
ion  des  Werthea  von  jf  erhalt  mao  »^;u)i^;««lir;h 


336      Cap.  XII.    §.  72.    Integration  durch  Wegschaffung 

dx 


10)  für  a  <  1,  r 


(1  +  £X)^VI—X^ 


1       isVl-x^ 2         _^_  \ /(l -.)(i-.x) 


V: 


=rir7i|TT^-VT^li  «'•'*«"  K  (1+0(1+.)  + 

11)  fllr  fi  =  1, 

r  dx  =  _  i  2  +  a!  l/l-g 

7  (14.a,)»VTZr^  3   1  +  a;   K    l+a;"^    ' 

12)  fars>l,        '     f %: = 

J  (1  +  f  a;)*  V 1  —  a;« 

^      1     I       iVn^  1  /V(l+,)(l+a;)+V(l-,)(l^^)^ 

*^-lf  1  +  *«^  Vt2~l    V V  (1+  f) (1  +  X)  —V(l -*) (\-x)J 

lY.    Durch  ähnliche  Suhstitutionen,  wie  sie  in  den  beiden! 
gen  Abschnitten  benutzt  wurden,  lässt  sich  auch  eine  Wurzel 

der  Form  ya  -^  ßx  i:  yx^  wegschaffen,  wobei  y  an  und  für 
immer  als  positiv  betrachtet  wird. 

Im  Fall  das  obere  Zeichen  gilt,  sei  zur  Abkürzung 

13)  V4ay  — /92=  A; 
man  benutzt  dann  die  Substitution 


2V7V a  +  ßx-^yx^  -  (ß  -\-2yx)  ^ 

Ar 

und  erhält 

^  ^  A(l  -  y»)  -  2ßy 
Ayy 

15)\  Vu^ßx  +  yx^  =  ^l±^, 

Wenn  dagegen  das  untere  Zeichen  gilt,  so  setze  man  za 
kürzung 

16)  VTa7+^=f* 

und  mache  Gebrauch  von  der  Substitution 


aus  welcher  sich  folgende  Werthe  ergeben: 


des  >Vanelzeicheiks.  3S7 


X  = 


2y(i+y») 

2f*      ydy 


dx  —  — 


1  y  (i+y*)» 

Nach  diesen  Formeln  hat  man  z.  B. 

r  dx 2_  r    dy 

J  Va  +  ßx  —  yx^  ~        ^fyJ  1  +y* 


^      2ya?— P 
,  y—  arctany  =  —  -7=-  arctan  .  , 0 

Ir  lässt  sich  arctan.  in  arccos.  oder  arc$in.  amseUen,  wenn  man 
herkt,  dass  aus^  der  Gleichung  cos  u  =  jer  folgt : 


(an  |u  =   y/  ,     Ju  =  arctan  W  - 


—  jer 


2arctan  1/  -— ; —  =  arccosz  =  -r arc^njer; 

f     1  +j?  2 

wird  nämlich 

r            äx  1            .   2ya?  — /3    ,    ^      . 

0/  V  a  +  ßx  —  yx'^  Vy                   fA 

imit  Formel  4)  in  §.  71  übereinstimmt. 


§.73. 
Integration  binomischer  Differentiale. 

Unter  dem  Namen  der  binomischen  Differentiale  versteht  man 
drucke  von  der  Form 

x^-'^ifi  -{-hx'^y  dXy 

in  m,  n,  j)  und  g  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Die  Inte- 
ion  solcher  Differentiale  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
reder  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens,  oder  durch  Re- 
äon  auf  ähnliche  und  einfachere  Integrationen. 

(chlAmllcb,  Analyfttft.    L  22 
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I.    Setzt  man  erstlich 

so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

2)  A"»-i(a  +  bir»)'«dic 


=  — ^/(^*~~«)"     ^eP-^^-^ 


m 
— 1 

dz 


und  hier  ist  rechter  Hand  ein  rationales  Differential  vorhanden, 

bald  —  eine  ganze  Zahl  ausmacht.     So  z.  B.  hat  man  nach  den  c 
n 

gen  Formeln 

/  X^(l  —  X^fdx  ==  —  |-  y  (;?7  —  1)2  £r8  dß, 

wo  die  Integration  in  Beziehung  auf  /s  durch  Entwickelung  n 
{z"^  —  1)^  ausgeführt  werden  kann ,  und  am  Schlüsse  derselba  k 
Werth  von  z  aus  der  Gleichung 

zu  nehmen,  also  ' 

£f  =  (l— a;2)f  I 

einzusetzen  ist.  \ 

Eine  zweite  Substitution,  welche  ebenfalls  zu  einer  ratiooll 
Form  fuhren  kann,  ist 

1  2. 

^a«      z^^^  dz 


3)  X  =  \ 7  )   also  da?  =  —  — 


man  erhält  durch  dieselbe: 


(xrff  —  ft)»'^* 


aL±.jL 


r    w  .     .-  öö*  «  r   zp-^^-^dz 

4)       /  x'^-^(a-\-hx*')9  dx=—  ^ / • 

(£?«  — 5)"     « 

iw 
und  hier  wird  das  Differential  rechter  Hand  rational,  wenn  —  + 

n 

eine  ganze  Zahl  ist.     So  hat  man  beispielsweise 
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Qod  darin 


=  Grb) 


W.  =  <1±£2' 


m 


nach  wdcb^s  Angaben    die  Rechnimg   keinen   weiteren  Schwierig» 

kfiten  unt-o'Hegt. 

IL    Ist  weder  —  noch 1 eine  ganze  Zahl,  so  l&sst  sich 

n  n  q 

dxs  binomische  Differentäal   im  Allgemeinen  nicht  rational  machm ; 

mn  benutzt  dann  die  nachstehend  entwickelten  Rednctionsformeln^ 

diV  übrigens  allgemdn  för  beliebige  in  und  n  gelten. 

Bezeichnen  wir  —  kurz  mit  s  und  a  -|-  hx*  mit  X,   so  giebt 
Üe  partielle  Integration: 
y  j.«-i  x'dx  =  X'  fx^-^  dx—s  fx'-^dX  fx'^-^dx 

—  sfx*-^dX—, 
J  m 

und  weil  dX  =  hnx^~^dx  ist: 

5)         fx^-^X'dx  =  ^^^  —  —  A'»  +  "-'Z*->rfÄ^. 
J  m  m  J 

Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Vermehrung 
roo  m  und  eine  gleichzeitige  Verminderung  von  s  wünschenswerth  ist. 

I      Durch  Umkehrung  der  Formel  5)  hat  man  noch 

I         n  x^  X*       wi    P 

/  a;«*+«-iX«-iefa;  = r —  /  x^^^^X'dx 

\  J  ons  onsj 

öder,  wenn  m  —  n  für  m  und  s  4"  1  ^ür  s  gesetzt  wird, 

hn(s-\-l)         bn(s-{-l)J 

litteist  dieser  Formel  verkleinert  man  m  und  vergrössert  gleich* 
leitig  s. 

Wenn  man  femer  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 
Jx'^-^X*dx=  J  x'^-^(a  +  hx'')X'-^dx 


==  a  1  x'^-^X'-^dx  +  h  f  x'^^'^-^X' 


mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  zusammenhält,  so  ist  zunächst 

22* 
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m 


'.'        hns   C 
m  J 


in  dieser  Gleichung  schreiben  wir  s  +  1  ^^  ^  '^^  sehen  das  eni 
Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an;  es  wird  so: 

7)  /  x'^-^X'dx  = ^^ — ' ■ — -  I  ir"»  +  "-iX'rfi 

^  J  am  am  J 

diese  Reductionsformel  vergrössert  m  ohne  s  zu  ändern.  Brüd 
man  das  Integral  rechter  Hand  durch  die  übrigen  Grössen  aus  an 
schreibt  nachher  m  —  n  für  w,  so  ist: 

8)  x'^-^X*dx=  -— — ■ r  —  rr-1 Y/^    ^      ^^^ 

womit  eine  Verkleinerung  von  m  ohne  Aenderung  von  s  herbeigefül| 
wird. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Gleichung  aus: 

f  x'^-^X'dx  =  ay  a;"»-iZ'-ic?Ä;  +  6y  a;"»+«-iX'-Mj; 

so  giebt  die  Anwendung  der  Formel  6)  auf  das  Integral  read 
Hand :  ' 

J  x'^-^X'dx 

=  a  fx^'-^X'-^dx  +  hl^^^  —  -^  fx^-''X'dx\ 
Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus 

9)  fx^-^X'dx  =  -^^-  +  -^^   fx^-^X'-'dx, 
J  w+ws        m  +  nSt/ 

welche  Formel  zur  Verkleinerung   von   s    ohne  Aenderung  von 
dient.   —    Schreibt  man  noch  s  +  1   für  s  und  redudrt  die  Gl 
chung  9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  ergiebt  sich 

10)  fx—^X'dx  =  -''^,^\''\  ^^  +  n  +  ns  r      _^ 
V  an(s  +  1)  ^   an(s  +  l)  J 

und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten ,  s  ohne  Störung  des  m  i 
vergrössern. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Reda< 
tionsformeln  die  benutzen  wird,  welche  im  gegebenen  speciellen  Fall 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  führt.  Wäre  z.  I 
das  zu  entwickelnde  Integral  ' 
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r   x^dx  r  »_i         ,_i 

/t7— ==    /  X     K«-^)    ^dx, 
^    V  ax  —  x^        ^ 

lod  dann  Jt  eine  ganze  positive  Zahl,  so  liegt  es  am  nächsten,  durch 
nccessiTe  Yerkleineruug  Ton  X;  auf  das  Integral 


h 


dx  2x  —  a 

=  aresin \-  Ccnst. 


V  ax  —  x^  ^ 

väckzugehen ;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Anwendung  der  Formel 
t)bdicirt  und  man  erhalt  dadurch 

P  x^dx       _ _  x^-^V ax  —  x^        a{2k—\)  C  x^-^dx 

J  y  ax  —  a?*  *  21c      J  y  ax  —  x'^ 

fie  man  auch  aus  der  Formel  7)  in  §.  71   finden  kann.  .  Aehnlicher 
Überlegungen  hedarf  es  in  jedem  anderen  Falle. 

Zu  hemerken  ist  noch ,  dass  die  ohigen  Reductionsformeln  für 
I—  n  =  0,  sowie  für  m  -\-  ns  •=  0  nicht  in  Anspruch  genommen 
erden  dürfen,  wie  ein  Rückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht  erken- 
hl  lässt.  In  diesen  beiden  Fällen  können  aber  (nach  I.)  die  Diffe- 
ntialformeln  rational  gemacht  werden  und  bedürfen  der  genaqnten 
edactionsformeln  nicht 


§.  74. 
Integration  mittelst  tuiendlicher  Beihen. 

Wenn  die  bisherigen  Mittel  nicht  hinreichen  um  die  Integration 
^  irrationalen  Differentiales  auszufuhren,  so  benutzt  man  gewöhn- 
b  das  in  §.  67  angegebene  Verfahren  und  stellt  das  Integral  als 
imme  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Diese  Methode  gestattet  häufig 
.mancherlei  Modificationen ,  dass  einige  Beispiele  nicht  überflüssig 
n  dürften. 
!    a.    Handelt  es  sich  um  das  Integral 

dx  _    r       I 1 

V  1  -.  («2  _|_  ßT^x^  4-  o2/32^  ~  J  Vi— a2a;2  Vl—ß'^x^ 

Hü  a,  ß  und  x  echte  Brüche  sein  mögen,  so  kann  man  zwei  ver- 
dedene  Wege  gehen,  je  nachdem  man  nur  einen  der  beiden  unter 
n  Integralzeichen  vorkommenden  Factoren  in  eine  Reihe  verwan- 
It  oder  beide  Factoren  entwickelt. 

Bei  Anwendung  des  ersten  Verfahrens  ist  es  von  Vortheil,  den- 
igen  Factor  zu  entwickeln,  welcher  den  kleineren  der  beiden 
uche  a  und  ß  enthält,  weil  die  Reihe  um  so  rascher  convergirt  je 
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kleiner  die  Grösse  ist,  nach  deren  Potenzen  sie  fortschreitet.    Unter 
der  Voraussetzung  «^  ^  ß2  erhält  man  zufolge  des  Gesagten 

r dx 

J  V(l  — «2a;2)(l  — /32rc2) 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  mit  Xo,  X-i,  X 
etc.  hezeichnet  und  eine  Integrationsconstante  hinzufügt, 

1)  /    ,  4"  Const. 
^                       J  V(l  — a2a;2)(l— /52a;2) 

Das  erste  der  Integrale  Xo ,  X2 ,  Z^  etc.  ist   unmittelbar  be 
kannt,  nämlich 

2)  Zo  = ; 

zur  Berechnung  der  ührigen  dient  die  Reductionsformel 


/ 


V  1  —  a2a;« 


3)  -^w»    «--^2 


oder 

_  (m  —  l)X„>-2  —  a;"*-^  Vi  —  a^x^ 

ma 

worin  der  Reihe  nach  m  =  2,  4,  6  etc.  zu  setzen  ist. 

Will  man  den  zweiten  der  angedeuteten  Wege  gehen,  so  lnl 
man  die  heiden  Gleichungen 


^f\Z^^2  '2  '2.4  '   2.4.6 


^^1  —  ^2^.2  '    2  "^         '   2.4^^         '   2.4.6 

mit  einander  zu  multipliciren ;  das  Resultat  ist  von  der  Form 
1 


V(l  — a»a;2)(l— /}2ä;2) 
und  zwar 


=  Co  4-  G^x^  +  C^x^  +  CßÄ?«  + 


0 
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d  =  J-(«'  +  ß') 

^4  =  1(3«*  +  2a»|8«  +  3/3*) 

Ci  =  Ä(5a*  +  3a*/J2  +  3a«/J*  +  5/5«) 


rfx  Coi»        GiX^        G^x^ 

=  ■"; 1 s 1 ^ r 


Darch  Integration  erhält  man  hieraus 

5)  f  ,  _  —  -T , 

J  y(l  — a2a;2)(l  — /32a;2)  1  3       '       Ö 

to  nur  noch  eine  willkührliche  Constante  beizufügen  ist. 

b.  Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 


JV 


1  -_  s^X^ 

dx,  «2  <  1,  a?2  <  1, 


1— a;2 

nlches  bei  den  geometrischen  Anwendungen  der  Integralrechnung 

»kommen  wird.  Ist  6  ein  kleiner  echter  Bruch  höchstens  =  \  v2^ 
)thutman  am  besten,  nur  den  Zähler  in  eine  Reihe  zu  verwan- 
aln  and  zur  Abkürzung 

x^dx     


f: 


I  setzen.     Man  findet 


^  dabei  geschieht  die  Berechnung  der  mit  ü  bezeichneten  Inte« 
ble  nach  den  Formeln 


DJ)  =  aresin  x,      ^m 


TT    _(m  — I)ü;„_2  — aJ'^-iyi— a;2 


m 


Wenn  dagegen  6  wenig  von  der  Einheit  differirt,  so  besitzt  die 
tmdene  Reihe  6)  eine  so  langsame  Convergenz,  daas  man  eine 
p  grosse  Menge  von  Reihengliedem  summiren  müsste,  um  eine 
f  massige  Genauigkeit  zu  erreichen ;  dann  sind  folgende  Transfor- 
itionen  Ton  Nutzen. 

Man  hat  identisch 

d  hier  lasst  sich  die  Wurzel   rechter  Hand  in  eine  convergirende 
^he  verwandeln,  sobald 
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(l  _  a2)a;2  1 

^\        {     <  1,  d.  h.    x^  < 

ist;  dies  giebt 

J  r^  2      l-jc«  2.4    (l-jc«)'    ^        i 

Durch  Integration  der  einzelnen  Reihenglieder''')  erh&It  man 

aj2  <      ^ 


/i 


=  2  —  «2  » 
wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  worden  ist    Mit  Hülfe  der  Reductionsformel  6)  in  §.  73  M 
man  leicht 

2     \l—x/ 
^  *  1       (       aj2*-i 

2Ä  — 2f  (1— a;2)*-i        ^  ^^    *    i 

wonach  die  snccessive  Berechnung  von  F2,  F3  etc.  keine  Schwieri 
keit  bietet. 

Im  Fall  x^  die  angegebene  Grenze  übersteigt ,  verliert  die  Fe 
mel  8)  ihre  Anwendbarkeit;  man  benutzt  dann  die  identische  Gif 
chung 


♦)  Die  Befiigniss  zu  dieser  Operation  ersieht  man  leicht,  wenn 
sich  für  den  Augenblick 


J 


«2  „        ,  2 


=  ^2  oder  X  = 


z^ 


gesetzt  denkt;  es  yrird  hierdurch 

Die  letzte  Eeihe  schreitet  nach  Potenzen  von  z  fort  und  daher  dij 
fen  ihre  einzelnen  Glieder  nach  §.  67  integrirt  werden,  wofern  (1  —  *^ 
ein  echter  Bruch  ist;  durch  Restitution  des  Werthes  von  z  gelangt  m« 
nachher  zu  der  oben  angegebenen  Reihe. 
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J  y  "TT^^^-    /  y        (i-a^i' 

J    y         1  —  523.2 


worin,  wegen  a;^  <^  1^  auch  immer 

(1— 62)a;2 


<1 


/i 


1  —  B^X^ 

md  daher  die  Reihenentwickelung  erlauht  ist.     Dies  gieht 

^2    1  — £2ar2   ^  2.4  (1  — «2a?2)2^         J 
od  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 


•    •    •    • 


tbei  ist 

„         1  i  1  ,/14-«a;\ 

BX 

2*— 1 


neman  mittelst  der  Reductionsformel  6)  in  §.  73  leicht  findet. 

Endlich  liesse  sich  die  verlangte  Integration  auch  dadurch  aus- 
Viren,  dass  man  die  heiden  Gleichungen 

I  V  l—B^x^  =  1  —  Ib^x'*'  —  Ib^x^ 


1 


VT=^ 


2 


1   +  Ix^      +  M       + 


.     •     •     • 


|t  einander  multiplicirt  und  AUes  nach  Potenzen  von  x  ordnet;  die 
^iinung  ist  dann  ähnlich  wie  hei  der  letzten  Entwickelung  des 
ften  Beispieles. 

I  c.  Es  versteht  sich  von  seihst,  dass  man  die  Integration  mittelst 
ndlicher  Reihen  auch  in  dem  Falle  anwenden  kann,  wo  hereits 
■  anderem  Wege  der  Werth  des  Integrales  in  geschlossener  Form 
bwickelt  ist;  die  nach  beiden  Methoden  abgeleiteten  Werthe  eines 
d  desselben  Integrales  können  nur  um  eine  Constante  differiren 
d  lassen  daher  eine  Yergleichung  zu,  welche  jederzeit  auf  ein  zur 
leorie  der  Reihen  gehörendes  Resultat  fuhrt. 
So  hat  man  z.  B.  einerseits 

dx  =  l(l+x)  +  Ci , 


/ 


1  +x 


1 


346  Cap.  XII.  §.74.  Integration  mittelst  unendlicher  Reihen, 
andererseits,  wenn  x  zwischen  —  1  und  -j-  1  liegt, 

/  dx  =/  (1  —x-\-x^  —  x^+  '  •  ')dx 

mithin  durch  Yergleichung 

1(1  +x)  +  Const,  =  Ja?  —  |a?2  -f  iaj3 

-  1  <  OJ  <  +  1. 

Der  Werth  von  Const.  =  Ci  —  Q   hestimmt  sich  durch  dii 

Specialisirung  x  =  0;  man  findet  Const.  =  0   und  kommt  damq 

auf  ein  bekanntes  Resultat  zurück. 

I 

Nach  demselben  Verfahren  lässt  sich  die  Reihe  für  ardanxwi 
der  Gleichung 

I  YITi^^  =  /(l— aj^  +  a?*  — »6+  •  •  ')dx, 
herleiten,  ebenso  die  Reihe  für  aresin  x  aus 


f  \    ^        dx=  f\l  +  ^x^  +  — jr*  + 
J  V\-x^  7/2        ^2.4       ^ 

x^  <  1. 

£in  ähnliches  Resultat  liefert  die  Gleichung 

1.3 


dx^ 


/vT77'"=/l'-^'  + 


aj*  —  •  •  •  •  1  dl 
2.4 


d.  i. 

l{x  +  V  1  +  ic«)  +  Cons*. 

_  «^  _   1  ^        Ll?  ?!  _  1-3.5  ^ 
~"r  """  2"  3"  "^  2T4  5         2.4.6  7"'" 
Für  a;  =  0  erhält  man  Const.  =  0,  mithin 

-  1  <  «  <  4-  1, 

wie  schon  in  §.  59  erwähnt  wurde. 


•     •     .    • 


Cap.  XIII. 

Integration  transcendenter  Functionen. 

§.76. 
Differentiale  mit  ExponentialgröBsen. 

I.   Enthält   die  zu  integrirende  Function  nur  £xponentialgrö&- 
i,  ist  also  das  Integral  von  der  Form 


f' 


'lonn  es  mittelst  der  Substitution 

Iz  1    dz 

gax  __  g  mithin  x  ==  — ,  dx  = 

a  a    z 

^  ein  anderes  zurückgeführt  werden,  worin  keine  Exponentialgrösse 
lommt;  man  erhält  nämlich 

Hiemach  ist  z.  B. 

I      o/  e«*  +  e-^*  aj       ,    1     ^  aj  z^A-l 

\  z  -\ 

'  z 

=r  —  arctanz  +  dornt  =  —ardanie^'^)  4-  ConsL 
a  a 

Als  zweites  Beispiel  diene  das  Integral 

r     1  1  r    1      dz 

1  -|-  ;?  =  tt2,  woraus  V  l  -\-  z  =  Ut  z:=:u^  —  1  und  dz  =  2udu 
m,  verwandelt  sich  das  letzte  Integral  in 
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aju^ —  1         a      \w  -|-  1/ 
mithin  ist  durch  Restitution  der  Werthe  von  u  und  z 

«       fv^-  =  ^  'ivlt'.'.+l)  +  «"*■ 

II.  Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  das  DifiPereutial  Expon» 
tialgrössen  und  Potenzen  enthält.  Die  einfachste  Form  eines  solchei 
Integrales  ist 


/ 


und  es  liegt  nahe,  die  Regel  der  partiellen  Integration 

/  uvdx  =  u  J  vdx  —  I  du  J  vdx 

darauf  anzuwenden,  indem  man  von  der  Fundamentalformel 

e^^dx  = 1-  Const. 

Gebrauch  macht;  man  findet  so 

x^e^'^dx  = I  x^-'^e'^^dx. 

a  aj 

Im  Fall  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  kann  man  durch  wieda 
holte  Anwendung  dieser  Formel,  den  Exponenten  von  x  fortwähre» 
verkleinernd,  zuletzt  auf  das  Integral  5)  zurückkommen ;  in  der  Tbl 
erhält  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

7)  j  x^e^'^dx 

[x^  ^  mx"*-^        m(m—  l)a?"*""^  __ 

,    ,       .     m(m — 1)..2.1"|  ,    ^J 

•  •  •  +  (-1)"     ^     ^„^U J^""  +  ^"^ 

Hiernach  lässt  sich  auch  das  Integral 


/■ 


entwickeln,  wenn  (p(x)  unter  der  Form  Ä  -{'  Bx  -^  Cx^  -f  etcea 
halten  ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  6)  —  m  -|-  1  an  die  Stelle  von 
und  reducirt  auf  das  Integral  rechter  Hand ,  so  gelangt  man  zu  4 
Formel 

8)     fJ-e^'dx  =^  -  . ^-^ +  — ^    f-J—e-'dt, 

J    x"^  (m — 1)ä;"»""1        m — \J   x'^~^ 
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reiche  für  ganze  m  mit  Ausnahme  von  m  =  l  benutzt  werden  kann. 
m  letzteren  Falle  giebt  die  Formel  ein  unbrauchbares  Resultat  und 
s  bleibt  dann  nichts  übrig ,  als  eine  Reihenverwandlung  yorzuneh-» 
len;  yermöge  der  für  alle  x  geltenden  Gleichung 

e«*  1     ,     a    ,    g^a?    ,      a^x^ 

~  ~  Ic   '^  T  ^  TT2  '^  1.2.3  '^ 
(kalt  man 


Ü^e'^'dx  =  Const  -\-  Ix 


.  •  •  • 


"^1     1    ■*"  2    1.2  "^  3   1.2.3  ^ 

^  nunmehr  lassen  sich  aus  .der  Formel  8)  für  m  =  2 ,  3 ,  .  .  .  die 
brtbe  der  Integrale 


x^  J  x^ 


r  Reihe  nach  ableiten.     Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist,  dass 
fi  Integral 


/ 


i>{x)e'^^dx,  worin  -^(x)  =  Ä  -\ 1 -\- 

X  X 


.     •     •     • 


krzeit  auf  das  in  Nro.  9)  entwickelte  IntegraJ  zurückgeführt  wer- 
ft kann. 

bt  der  Exponent  von  x  ein  Bruch,  so  kann  man  ihn  zwar  ver- 
■ioern,  indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
positiv  oder  negativ  ist;  aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  zu 
^  Keihenentwlckelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
i  in  allen  übrigen  Fällen  bedienen ,  wo  Integrale  von  anderen  als 
1  hier  betrachteten  Formen  vorkommen.  Ein  Beispiel  wird  genü- 
gt um  dies  zu  zeigen. 

Das  gegebene  Integral  sei 

1 

e^dx. 


I: 


Vl+rc2 

^  man  für  den  Fall  eines  echtgebrochenen  x  die  Umwandlung 
C\.       1     o    .    1-3    ^        1-3.5    ^    ,  /       , 

iiehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  inte- 
rn; ist  dagegen  a?  >  1 ,  so  wird  man  xV  1  +  —  für  V^l  -|-  x'^ 
teu  und  dem  Integrale  die  Form  : 
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J   xl        2x^^2.^x^        2.4.6  a;6^  J 

geben,  wo  die  Formeln  9)  und  8)  anwendbar  sind. 


§.76. 
Logarithmische  Differentiale. 


Enthält  das  zu  integrirende  Differential    nur  LogarithmeD ! 
der  Weise,  dass 

Jf{U)dz 

das  fragliche  Integral  ist,  so  leistet  die  Substitution 

1)  Iz  =  y^  also  z  ==  ev,  dz  =  e^dy 
gute  Dienste;  man  erhält  nämlich 

2)  Jm)de=  Jme»dy, 

WO  nun  die  £ntwickelungen   des  vorigen  Paragraphen  benutzt  ver 
den  können. 

So  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  m 

l{lz)'^dz=  jy'^evdy 

und  indem  man  den  Werth  von  y  wieder  einsetzt: 

3)  /  (Z^)"»  dz  =    (Iz)"^  —  mQz)"^-^  +  m(m  —  1)  (Iz)"^-^  -  • 

+  (— l)"»m(w  — l)...2.lL+r(i^ 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  mittelst  der  Formel  9)  des^« 
gen  Paragraphen: 

4)  f^  =  Ckmst  4-  IQz) 

^1     1    ^  2    1.2    ^  3   1.2.3  ^ 

und  aus  der  Formel  8): 

r  dz z 1         r     dz 

^  J  Qz)'^~       (m—l)(Jz)^-^  ^  m—\J  Qz)^'^' 

Die  unter  Nro.  1)  angegebene  Substitution   ist  auch  bei  ( 
allgemeineren  Integrale 


/' 
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el^fQz)de 
>rtheilhafl;  anwendbar,  sie  giebt  namHcfa 

So  ist  z.  B.  för  den  speciellen  Fall  fi  =  —  1,  fQz)  =  (Zjer)'»: 

/—Qz)'^dz—  /  y'^dy=^——r  +  Canst. 
z  J  iw-|-l 

id  in  dem  Ansnahmefalle  m  =  —  1 : 


f-n-z^'=Ik^y  =  ^''^ 


Const. 

y      - 

=^  l(lz)  4"  Const. 

Für  ein  von  —  1   yerscbiedenes  fi  und  ein  ganzes  positives  m 
rfert  die  Gleichnng  6)  zunächst: 

fzM(lz)'^dz=    ie^h  +  ^^i^y^dy, 

ichber  durch  Anwendung   der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
»d  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y : 

■    X     -N    fn(m  —  1) . . . 2 . 1 1    „,i    ,    ^      . 


•     .     • 


ß 


In  allen  übrigen  Fällen  müssen    die  Integrationen  logarithmi- 
her  Differentiale  durch  Reihenentwickelungen  ausgeführt  werden. 

Als  Beispiel  diene  das  Integral 

z 

Irin  1  -j-  £r  positiv,  mithin  z  zwischen  — 1  und  -|-oo  enthalten 
b  mnss,  wenn  1(1  -\-  z)  reelle  Werthe  haben  soll.  Behufe  der  Rei- 
nentwickelong  sind  hier  die  beiden  Fälle  —  1  <^  z  <^  •]-  l  und 
^  -{-  l  za  unterscheiden;  im  ersten  Falle  ist 

Iglich 
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Für  den  zweiten  Fall  benutzt  man  die  Transformation 


_    _,  i_  1  _  11  ,  i  j_  _ 


•    •    •    • 


de 


und  erhält 

=  «»*  +  7<">*- W  +  2^  -  5^ +•■■■ 

Die  Integration  der  einzelnen  Glieder  ist  hier  erlaubt,  weil  dk 

Substitution  —  =  a;  zu  einer  nach  Potenzen  von  x  fortgehenden 
z 

Reihe  führen  würde. 


§.  77. 
Hein  goniometrische  Differentiale. 

I.  Wenn  das  gegebene  Differential  nur  aus  den  verschiedene» 
goniometrischen  Functionen  eines  und  desselben  Bogens  besteht,  wen 
mithin  das  gesuchte  Integral  unter  der  Form 


/ 


Fi^inu^  co^vi^  tanUf  .  .  .)du 

enthalten  ist,  so  kann  man  sich  zuerst  der  Gleichungen 

- — •-  .  ^  ,  sinu 

cosu  =  V  l  —  stn^u^        tanu  =  ->.  —  ,  etc. 

y  1  — sin^u 

bedienen,  um    alle  vorkommenden  Functionen    durch  sinn  aiBll 
drücken;  das  Integral  erhält  dann  die  Form 

f(sinu)  duj 


ß 


wobei  immer  vorausgesetzt  werden  darf^  dass  u  zwischen  —  \n^ 

-|- 1 3t  enthalten  sei.     Mit  Hülfe  der  Substitution 

dx 
sinu  =  a?,        du  =  — ===== 

Vl  —  x 
ergiebt  sich  nun 


X 


2 
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ond  damit  ist  das  Int^ral  auf  ein  anderes  znruckgefahrt,  welches 
keine  goniometrischen  Functionen  mehr  enthalt. 

Nach  diesem  Verfahren  hat  man  z.  B. 

r         _  f     du      _  r  dz 

j  secu    u --J  y———  — J  ^_^^ 

2     Kl—xJ        2     \l—8inu/ 
md  bei  Anwendung  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

l)  /  secudu  =  ltan(^x  +  Ja)  +  C. 

Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich 

/r  du  r       dx 

cscudu=    J— — =    I  -—==== 

=  _  yi  +  V^l-arn  ^  _    n^cosu\ 
\  X  )  \    smu    ) 

der  kürzer 

()  /  cscudu  =  ltan\u  +  C- 

Mit  Hülfe  der  genannten  Substitution  erhalt  man  anch 

JsinPucos^udu  =  f  xPil  —  x^)^^""^^  dx; 

■f  das  rechter  Hand  stehende  Integral  sind  die  sechs  Rednctions- 
brmeln  des  §.  73  anwendbar,  wobei  a  =  1,  6  =  —  1,  m=p+  1, 
1=  2,  s  =  |(g  —  1)  zu  setzen  ist.  Führt  man  nachher  die  Werthe 
tm  X  =  sinu  und  dx  ==  cosudu  wieder  ein,  so  gelangt  man  za 
olgenden  Gleichungen 

t)  I  sin^ucos^udu 

sinP^'^ucos^-^u    .    q  —  ir 
p-\-l  P  +  lJ 

g  +  1  ff  +  lo/ 

=      -— \-         .  '      /  smP^^ucos^udu 

= : l-'=--T —  /  sinP^^ucas^udu 

= +  =— —  /  sm^ucos^   ^udu 

p  +  a  p  +  aJ 

q  +  l  ^     g  +  1  J 

ScbUmilch.  Analyd«.    I.  23 
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Mittelst  dieser  Formeln  bringt  man  das  nrsprüngliclie  Integra 
auf  ein  anderes  derselben  Art  zurück,  worin  p  oder  q  oder  beld 
um  2  grössere  oder  kleinere  Werthe  besitzen ;  die  fortgesetzte  An 
Wendung  der  genannten  Reductioiisformeln  fühi*t  schliesslich  auf  eii 
Integral,  worin  die  Exponenten  von  sinu  und  cosu  nicht  ausserhal 
des  Intervalles  —  1  bis  -\-  l  liegen.  Sind  p  und  q  positive  ode 
negative  ganze  Zahlen ,  so  kommt  man  zuletzt  auf  eines  der 
den  Integrale 

I  du,  I  sinuäru,  j  cosu  du, 

/r  du  r  du 

smucosudu,       /  — : —  ,      / 
J   stnu       J 


/tanudu,       1  cotudu,        1  — 
J  J   Sil 


cosu 
du 


stnu  cosu 

die  sämmtlich  durch  die  Substitution  sinu  =  x  entwickelt  werd« 
können.  So  erhält  man  z.  B.,  wenn  p  und  q  positive  ganze  Zahla 
bezeichnen, 


4)      für  gerade  p,       1  sin^u 


du 


UtnP-^u+^-;^sinP-^u  +  '^^-^^ 

...      .   (p-l)(i^-3)...3 

I      (ff  —  1)  (i?  —  3) ...  3  . 1       .     ^      . 

+  "7 ^^w  7^ 7"^^  +  Const', 

ff  (i?  —  2)  (ff  —  4) . . .  4 . 2 


5)      für  ungerade  ff,       /  sin^u  du 


p    (  '  i>  — 2  ^(p— 2)(|)— 4) 

I  (P-I)(l'-3)...4.2J 
^(p-2)ip-i)...3.l)  ^''^ 


6)      fttr  gerade  q,  I  cos^u  du 

sinu 


cosi-^u  +  ^ — ]-cos9-»u  +  ^ — ^ — ^cos»-«»+« 
2  —  2  (3— 2)(2  — 4) 

•  •  •   +  ^ r-7^ T COSm\ 

T-(2_2)(3-4)...2        1 
+  g(g-2)(g-4)...4.2"  +  ^^■' 
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)     für  ungerade  g,       1  cos  udu 

ff    '  q  —  2  (ff  — 2)(g  — 4)  ^ 

)     für  gerade  |?,  /  ^an^t^df«« 

faw'^^^        fawP~*w        tonP"*^«* 


p  —  1  p —  3  p  —  5 


)     für  ungerade  I?,       1  tan^udu 


•  •  •  • 


tanP^^u       tanP'^^u       tan^^^u 

p  —  1  p  —  3  p  —  5 

. .  .  +  (_i)|(P+«  *^  4-  (_i)J(''  +  »Jcos«  +  C. 

Beiläufig  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  die  Integrale 

/  sin^udu  -und    J  cos^udu 

och  auf  andere  Weise  entwickeln  lassen.     Bei  geraden  m  hat  man 
ämlich  (s.  §.  55  Formel  11) 

(— l)5*"2'»-is«n"»w 
=  (m)o cosmu  —  (m)i  cos(m  —  2)u-\-  (m)2 cos(m  -^  4)u  —  •  •  • 

•  •  •  +  (-l)«"~'(»*)i^_iCos2t*  +  (-l)i-i(^)j 

od  daraus  folgt  sehr  leicht 

0)     für  gerade  m,        /  8in*^u  du 


gm 


1 


(— l)l"'(sfniym             sin(m  —  2)tt  ,   ,  .  sm(iw  —  4)w 
"""2^^}"i;i <'*)i       w_2       +^'"^       m-4 

Auf  ähnliche  Weise  erhalt  man 

23* 
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11)  für  ungerade  m,         J  sin^udu, 

( — 1)2^*"  +  ^^  (cosrnw       .   .   cos(m  —  2)u  ,   ,   .  cos(m — 4)tt 
2m-i       (     ^  v^'i      m  —  2        '^^^      w  — 4 

...+(-l)i<-'>W,,_,^j+C; 

12)  für  gerade  m,        1  cos^u  du 

sinmu  .  sin(m  —  2)u  .    .  .  sin(m  —  4)u 

+  Wi  — ~ S r  Wa  — ~ ~A 1 


n*—^{      m       '^^*       ^ — 2        '^^        9^  —  4 


•  •  • 


s«n2u  "  I    I   /i 

+  (»»)i«_i-2-  +  («»)!«  2"!  +C; 


13)      für  ungerade  m,         /  cos*"we?tt 


sinmu  ,    .  .  stn(m  —  2)%  .    .   .  sin{m  —  4)«    , 

+  Wi — ^: — ^  +  W2— i; 7^  + 


2"»-M      w       '^^^       w  — 2        ^   ^   ^^      m  —  4t 

sinu 

II.    Eine  zweite  Umwandlung  des  Integrales 

F(sinu,  cosUj  tanu,  .  .  .)du 


ß 


besteht  darin,  dass  man  alle  vorkommenden  goniometrischen  Fanoj 
tionen  durch  cosu  ausdrückt,  wodurch  das  Integral  die  Form 


/• 


(p(co8u)du 
erhält,  und  nachher 

cosu  =  y,    mithin   du  =  — .  , . 

Vi-y^ 

substituirt;  damit  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

Im  Wesentlichen  ist  diese  Reduction  von  der  vorigen  nicht  m 
schieden,  jedoch  bequemer,  wenn  nur  der  Cosinus  vorkommt  I 
hat  man  z.  B. 

/du         r  dy 

a-{-hcosu  J  (a^iy^Yl  —  y*  ' 

f ür  a  >>  5   ist  der  Werth  des  Integrales  rechter  Hand  (§.  72  Fo^ 
mel  7) 


J 


15) 
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-  -        ^        ardan  V^ZMEl 

-  V^^^^^  Y    (a  +  bHl  +  y) 

mithin  nach  Substitution  von  y  =  cosu  und  einer  kleinen  goniome- 
trischeu  Umwandlung 

14)   /  — 7—r =  -y  arctan (  1/   — r-r-  tanlu)  +  C, 

J  a-\-hcosu        y  a^ 52  \Y    a  +  h         ^   J 

b  <^  a. 
Ebenso  leicht  findet  man 

/du        1  /V^b-\-a  -{-  yb — a  tan\u\ 

a  +  bcosu  ~  y  12 _ ^2    \Yb  +  a  —  Vb  — a  to»iw/ 

Dasselbe  Verfahren  liefert  auch  folgende  Integralformeln 

16)  für  a  <  1,         fjT-r^ T. 

17)  fiira>l,         f- ^^       , 

_     1     (    esinu  1  /V^l  +  «  -|-  V  1  —  8tanlu\} 

IIL    Man  kann  endlich  das  Integral 

F(smu,  cosu,  tanu,  .  ,  .)du 


I' 


aach  so  behandeln ,  dass  man  erst  alle  goniometrischen  Functionen 
durch  tanti  ausdrückt,  wodurch  die  Form 


/' 


i>{tanu)du 

entsteht,  und  uachher  die  Substitution 

dz 
tanu  =  jef,      du  = 


vornimmt;  letztere  giebt 


J  'tp(tanu)du  =J  ^f^^  • 


+ 

Diese  Transformation    bietenden  Yortheil,    dass  sie  zu  einer 
rationalen  Form  fuhrt,  wenn  1^  (z)  eine  rationale  Function  ist. 
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Beispielsweis  hat  man 

/r  BPdz 
tanPudu=  1  -— ; — -  , 
J  l-^-z^ 

woraus  die  Formeln  8)  und  9)  hervorgehen,  sobald  gerade  und  unge- 
rade jp  unterschieden  werden. 

Ein  zweites  Beispiel  ist 

dM r       dz 

a^cos^u-^-ß^sin^u  ~  J  «2  _|_  ß2j2 

l  .      ßz  1         ^      ßtanu    ,     ^ 

=  — 5"  arctan-=- —  =  — 3-  arctan h  C?, 

aß  a  aß  a 

übereinstimmend  mit  der  Grundformel  20)  in  §.  65. 

Nach  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 

/cos'^udu  r         dz 

(a^cos^u  +  ß^sin^uy  ~  J  (a^-^ß^z^y 


-f-   o   90  arctan 


d.  i. 
18) 


cos^udu 


J  {a 


^cos^u  +  ß^sin^uy 


cosusinu  ,        1  .     ßtanu    ,     ^ 

I     n   a/i  arctan- \-  C 


2a^(a^cos^u  +  ß^sin^u)    '     2a^ß  a 

Ebenso  leicht  findet  sich 

sin^udu 


''^  /; 


(a^cos^u  +  ß^sin^uy 

cosu  sinu ,        1  ßtanu 

~  ■"  2ß^ia^cos^u  +  ßHm'^u)  "^  2^  arctan—^         h  C, 

und  durch  Addition  der  Formeln  18)  und  19) 

du 


'">  A 


(a^cos^u  +  ß^sin^uy 


ß^  —  «2         cosusinu ,    /5^+«^       .     ßtanu       ^ 

2 «2/32  a^cos^u  +  ß^sin^u  "^    2a^ß^  ^^  a       "^    ' 


§.  78. 
Gemischt  goniometrisohe  Differentiale. 

I.    Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  wo  Sinus  oder  Cosinus 
in  Verbindung  mit  Potenzen  vorkommen,  wie  z.  B.  in  dem  Integrale 

^nß  u  du. 


/• 


m 
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Durch  Anwendung  der  partiellen  Integration  ergiebt  sich  sehr 

leicht 

u'^sinßudu  = ^-^- 1"  "j"  /  u^~^cosßudu\ 

ferner  ist ,  wenn   man  dasselbe  YerfieJiren  anf  das  letzte  Integral  an« 

irendet, 

r  «-I       Ä     j           W^-^sinßu        «1—1    r  ^_,  .    ^     , 
/  «"•    ^cosßudu  = — j5 —  /  u'^    ^stnßndUy 

nithin  durch  Substitution  von  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende 

i\  r  ^  '    a     ,                u'^cosßu    .    mu"*—^sinßu 
\)j  u^sinßudu  =: g-^—  H — — ^ 

^^ I  u^~^sinßudu. 

Hiemach  kann  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  zurückge- 
Ihrt  werden ,  welches  von  derselben  Gattung  und  worin  der  Expo- 
lent  von  u  um  2  kleiner  ist.  Wendet  man  die  Formel  1)  im  Falle 
Ines  ganzen  positiven  m  mehrmals  nach  einander  an,  so  kommt  man 
chliesslich  auf  eines  der  beiden  Integrale 


•   Ä     ^                 cosßu    ,     ^ 
sinßudu  = ^- \-  C, 


.    a     j                ucosßu    ,    sinßu    .     ^ 
ustnßudu  = -^  H -^  +  C, 

leren  erstes  unmittelbar  bekannt  ist,  und  deren  zweites  aus  Nro.  1) 
Hr  w  =  1  folgt. 

Setzt  man    in   der  vorigen  Reductionsformel  w  =  —  w  -{-  2 
od  sieht  das  Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an,  so  erhält 
im 
*       rsinßu.    sinßu  ß  cosßu 

J     tt"       ^        ""  (w— l)tt~-i  ""  (w— l)(n  — 2)t*'»~5i 

ß^ Csin ßu ^ 

-  (n-l)(n-2)y  i;?^^^^^- 

Für  n  =  1  und  n  =  2  ist  diese  Formel  unbrauchbar  und  es 
leibt  dann  nichts  übrig,  als  mit  Hülfe  unendlicher  Beihen  zu  inte- 
;riren.     Im  ersten  Falle  giebt  die  Anwendung  der  Sinusreihe 

.V    Csinßu  ,         ^   .    1   ßu       .1     ß^u^     ,     1      ß^u'^ 

I)   /  — ~ —  du  =z  C  -\ ■ .  .  .  • 

V       w  ^11  3    1.2.3  ^  6    1.2. .6  ' 

in  zweiten  Falle  hat  man  zunächst  durch  theilweise  Integration 

,x  Csinßu  ,  cosßu    ,    ^    Ccosßu  , 

t)  /  — ^du  = {-  ß  I  — ^— ^w, 

J      uK  u  ^  J      u 
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und  vermöge  der  Cosinusreihe 

,,       Pcosßu^  ^    ,    ,  1    ^»M«    ,     1      ß«M* 

^>  7-1?-'^"  =  ^  +  ^""  2-t:2-+ 4t:2::4-- 

Die  Formel  2)  dient  nun,  um  die  Integrale 

auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückzuführen. 

Ist  der  Exponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eine  negative 
ganze  Zahl ,  so  lässt  er  sich  zwar  mittelst  der  Formeln  1)  und  2; 
vergrössem  oder  verkleinern,  am  Ende  wird  man  aber  doch  zur  Inte 
gration  durch  Reihen  greifen  müssen. 

Die  nämlichen  Betrachtungen  gelten  fast  wörtlich  für  das  Inte 

I  u^cosßudu 

und  liefern  zunächst  die  Reductionsformel 

/u^sinßu       mu^'~^sinßu 
u^cosßu  du  = ß 1 ßi 

m(m —  1)  r  ^_»       a    j 
^-3- — -  1  u^    ^cospudUy 

welche  bei  ganzen  positiven  m  auf  eines  der  beiden  Integrale 


/ 


/ 


sinßu 
cosßudu  =^  — -5 h  V, 

a     ,          u sinßu    ,    cosßu        ^ 
ucosßudu  = -^ 1 -^ h  O 


ß     '    ß 

zurückführt.     Für  w  =  —  w  -f  2  ergiebt  sich  durch  ümkeM 
von  Nr.  6) 

Ccosßu cosßu ß  sinßu 

^^    7lF"  (n-l)i*'»-i  "^  (n-l)(n— 2)w»-2 


ß^  Ccosß' 

"■  (n— l)(n  — 2)0/  w«-" 


Auf  die  speciellen  Fälle  n  =  1  und  w  =  2  ist  diese  Fora« 
nicht  anwendbar;  im  ersten  Falle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  ang« 
gebene  Reihe,  im  zwoiten  Falle   hat  man   erst  durch  partielle  Inte 

gration 

Ccosßu ^    cosßu ß    Csinßu 

^^  J      u^       ^  ~  ""      w  ^  J      u 

und  entwickelt  dann  das  Integral   rechter  Hand  nach  Nr.  3).    Ii 

Uebrigen  dient  die  Formel  7),  um  die  Integrale 


du 
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/cosßu  -  Ccosßu  - 

— ^aw,  /  — 7— »w,    etc. 

auf  die  in  Nro.  3)  und  5)  betrachteten  Integrale  zurückzuführen. 
Ist  der  Exponent  von  ii  weder  eine  positive  noch  eine  negative  ganze 
Zahl,  so  kann  man  ihn  zwar  vergrössern  oder  verkleinern,  muss  aber 
schliesslich  doch  Reihenentwickelungen  benutzen. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lautet  dahin,  dass 
btegrale  von  den  Formen 

/  /W siw ßu  du    und     /  f{u) cosßu  du 

n  endlicher  Gestalt  ausführbar, sind,  wenn 

f(u)  =  A  +'  Bu  +  Cw2  +  .  .  .  +  iTt** 

»t,  und  dass  sie  auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückkommen,  wenn 
^(k)  unter  der  Form 

mthalten  ist. 

II.  Wir  betrachten  zweitens  die  Combination  der  Fxponential- 
^össe  mit  Sinus  oder  Cosinus,  nämlich  die  beiden  Integrale 

P  =  I  e^^ sinßudu  und  Q=  J  e^^ cosßu  du. 
Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich 

P  =  e-'^-'-^)  +  ^fe'"'cosßudu 

IL 

— e"' cosßu  -\-  aQ 

ß  * 

md  analog,  wenn  man  ebenso  mit  Q  verfahrt, 

-{-e^^^sirißu  —  aP 

Q  = ß ; 

lie  zwei  erhaltenen  Gleichungen  bestimmen  die  beiden  Unbekannten 
P  and  Q,  nämlich 

a\  C  au   '   a     ^  e'^'^iasinßu  —  ßcosßu)    .     „ 

9)  J  e"^sinßudu  = ^^ ^^    t    ß2 +  ^» 

im  r  au       A    A  e^'^ia cosßu  +  ßsinßu)     ,    ^ 

10)  /  e"^  cosßu  du  =  — ^H — \    .    Jo ^— ^  +  C. 

J  a^  -\-  ß^  ' 

III.  Die  beiden  allgemeineren  Integrale 

/  u^e'^^sinßu  du  und    /  u"*e^^**  cosßu  du 
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gestatten  eine  ähnliche  Behandlung.  Bezeichnet  man  nämlich  das 
erste  mit  P,„,  das  zweite  mit  Q^^,  so  findet  man  durch  theilw^se 
Integration  und  unter  Benutzung  der  Formeln  9)  und  10) 

u^e^^(asinßu  —  ßcosßu)  —  maPm—i  +  w/SQm-i 


m 


«2    +    /32 


Ö"»  —  «2  _|_  ^2 

Damit  sind  die  gesuchten  Integrale  auf  zwei  andere  derselbei 
Art  zurückgeführt,  worin  der  Exponent  von  u  um  eine  Einheit  yer« 
ringert  ist.  Bei  ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Operation  m-ma] 
anwenden  und  dann  erhält  man  Pm  und  Qm  ausgedrückt,  durch  P< 
und  ^oi  welche  letzteren  Integrale  mit  den  unter  Nr.  9)  und  10)  enk 
wickelten  identisch  sind. 

Hieraus  folgt  noch,  dass  die  Werthe  der  Integrale 

J  f(u)e"^sinßudu    und    1  f(u)e^^  cosßudu 

in  geschlossener  Form  dargestellt  werden  köncen,  wenn  f{ii)  einj 
ganze  rationale  algebraische  Function  von  u  ist. 

Dasselbe  gilt  von  den  Integralen 

falls  p  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Mittelst  der  Formeln  9)  bi^ 
12)  in  §.  55  lässt  sich  nämlich  jede  ganze  Potenz  von  sinu  odei 
cosu  in  eine  endliche  Reihe  der  Sinus  oder  Cosinus  von  Vielfache^ 
des  Bogens  u  auflösen ,  und  dann  ist  jedes  einzelne  Glied  nach  den 
vorigen  Formeln  integrabel.     So  hat  man  z.  B. 

I  f(u)e"^co$^u  du 

wodurch  man  auf  vier  einzelne,  unter  der  Form 

f(u)e^^cosßu  du 


ß 


enthaltene  Integrale  zurückkommt. 

In  allen  Fällen,  welche  hier  nicht  erörtert  wurden,  ist  die  Hülf( 
unendlicher  Heihen  in  Anspruch  zu  nehmen. 
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§.  79. 
Cyclometrische  Differentiale. 

Enthält  das  gegebene  Differential  eine  cyclometrische  Function 
Dein,  so  ist  es  leicht  anf  ein  goniometrisches  Differential  zurückzu- 
iken;  mittelst  der  Substitution 

)  aresin  X  =  u,     x  =  sinu,     dx  =  cosudu 

Aalt  man  nämlich  ohne  Weiteres 

)  1  /(aresin x)dx  =  1  /(ii)cosu  du. 

Seht  minder  einfach  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln : 

I  f(arccosx)dx  =  —    1  f(u)sinuduy    u  =  arccosx^ 

f(arctanx)dx=         1  f(u)sec'^udu,    u  =  ardanx, 

1  fiarccotx)  dx  =  —   1  f(ti)csc'^uduy   u  =  arccotx. 

So  hat  man  z.  B.  nach   der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
rigen  Paragraphen 

acosu  +  sinu  ,,     ,     ^      , 
=        «2+1       ^""  +  Const; 

fian  rückwärts  für  sinu  =  x,  cosu  =  vi  —  x^ : 


/ 


ofV  i x^  j_  ^ 

Qicarcsmx  fjl^  —.  J_ ^ecaresmx     1      Const. 

«2    -|-    1 


Auf  gleiche  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 

I  (aresin  x)^  dx    und     J  {arccosx)^  dx 

Itelst  der  Formeln  10)  und  11)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 
pen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differentiale  von  der  Form 
")v{x)dx^  wenn  ^(x)  eine  cyclometrische  Function  und /(x)  so 
Khaffen  ist,  dass  das  Integral  Yon  f(x)dx  eine  algebraische  Func- 
D  bildet;  in  der  That  genügt  unter  diesen  Voraussetzungen  die 
al weise  Integration  des  gegebenen  Differentiales,  um  sogleich  auf 
I  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen.  Man  bat 
ölich  für  ^(af)  =  aresin  x: 
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/  aresin  xf(x)dx 

=  aresin  X   I  f(x)  dx  —    /  d  aresin  x   1  f(x)dx 
oder 

1)  /  f{x)aresinx  dx  =  aresin x  I  f(x)  dx  —   /     .  ■  f{^)^ 
mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die  folgenden  Formeln  entwickelbar: 

2)  I  f(x)arecosx  dx  =  areeosx  I  f(x)dx  +    /  -j=  j  f{x)i 

3)  I  f(x)arctanxdx  =  aretanx  J  f(x)dx —   /  ^    1  f(x)^ 

4)  I  f(x)areeotx  dx  =  areeotx  1  f(x)dx  +    /  ^    //W<J 

So  ist  z.  B.  in  dem  speciellen  Falle /(a;)  =  1  nach  Nro.  1): 

r  r    dx 

5)  /  aresinxdx  =  aresin  x  .  x  —   /  ^r 

*/  J  Vi  — 

=  X aresin X  +  vi — x^  -\-  Const, 
und  nach  Nro.  3): 

6)  /  aretanx  dx  =  aretanx  .  x  —  /  ^ 

=  xarctanx  —  1^(1  -\-x^)  -\-  Const.\ 
überhaupt  allgemeiner  fär  f(x)  =  x^~^: 

.  r  ^    ^         .7  x^aresinx         1      C  x^dx 

7)  /  x^"^ aresinxdx  = /  —=== , 

J  m  m  J  y  i__jj2 

r        ,       .         ,  x"^  aretanx         1      /'ii 

8)  /  a;"*~"^arcfana;air  = /  - 

'         J  m  m  J   \ 


X 
052 


X 

.8 


wo  die  rechter  Hand  vorkommenden  Integrationen  bei  ganzem  p( 
tiven  m  jederzeit  ausführbar  sind. 

£in  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.    Mao 
zunächst  nach  Nro.  3) 

C       X  1/ CVl—'^^ 

I  ^j  aretanx  dx  =  —  aretanx  .  y  1 — oj^  _|_    i  _^ — -.<j 

J  y  1— a;2  </     1  +a;- 

ferner 
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7     l+x^      ^""7  l^x^l,   i_j:i 


=/ 


V  -     _i>     -^^ 


=r  z  / — =^=  —  arcsms^ 


Schafft   man  das  WarxelzeicEaa  in  d^sn  reckter  Hjjid  bte^dli- 
lien  Integrale  weg  (§.  72)  niLd  inttfgrirt  n£u:lihs?r.  so  ^det  steh. 


h 


1  tfx  1     x\  "1 


1+Jf-  \  1— x«        \  ±  V  1— X* 

nd  dmvh  Sobadtnücii  dieses  Wcrthcs: 

X 


r- 


Vi-«» 


aresiHX  dx  =  — V  1 — x*  ar?^- 


>» 


1  —  '1  2 

4-  V  2  ardftH     ,  —  oft'^i»  x  -l-  i\ 

V  1— X* 


Lässt  sieb  keine  der  erwähnten  Methoden  anwenden,  ao  aatttss^ 
lan  wie  immer  die  Integration  durch  nnendiiehe  R^hen  m  bi^wiNrk- 
telligen  sacfaen. 


Cap.  XIV. 

Geometrische  Anwendungen  einfacher  Integrationen. 

§.  80. 
Quadraturen  in  Parallelcoordinaten.  i 


Schon  in  §.  64  haben  M^ir  darauf  hingewiesen,  dass  ein  Integi| 
als  die  ebene  Fläche  betrachtet  werden  kann,  welche  von  der  Absq 
senachse,  zwei  darauf  senkrechten  Ordinaten  und  einer  Gurve  begrenj 
wird;  dort  benutzten  wir  diese  geometrische  Construction ,  um 
Begriff  des  Integrales  zu  veranschaulichen,  hier  soll  sie  zur  Besti 
mung  der  Fläche  einer  gegebenen  Plancurve  dienen.  Zugleich  ti 
allgemeinem  wir  die  Betrachtung  durch  die  Annahme  eines  beliel 
gen  schiefwinkligen  Coordinatensystemes. 

In  Fig.  41  sei  ^XOYz^y,  OM=x,  MP=y  und  y=/( 

die  Gleichung  der  Curve  J3P?| 


Fig.  41. 


m:  N  M, 


dV=  dx  .NQ  .  8tny, 


ferner  die  Fläche  GMPE-^ 
und  MMi  =  dx  ein  heliebia 
Zuwachs  der  Abscisse  x\  die  eii 
sprechende  Flächenzunahme  j 
MMiPiP  =  z/CT  kann  einfl 
Parallelogramme  verglichen  we 
den,  welches  MMi  zur  einj 
Seite  und  eine  gewisse,  zwiscb 
MP  und  Ml  Pi  eingeschaltete  u 
dinate  NQ  zur  anderen  Seite  k 
daher 
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Ans  dieser  Gleichung,  welche  so  lange  gilt,  als  die  Curve  stetig 

rerläoft,  zieht  man 

du 

ood  umgekehrt  durch  Integration 

1)  U  =  siny  1  ydx  -\-  Const. 

Die  Bedeutung  der  wiUkührlichen  Gonstanten  besteht  darin,  dass 
BB  für  die  letzte  Ordinate  y  gleichgültig  ist,  von  welcher  Anfangs- 
»rdinate  GH  sib  die  Fläche  ü*  gerechnet  wird,  dass  mithin  so  lange 
hne  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt,  als  jene  Anfangsordinate 
jicht  besonders  angegeben  ist.  Nennen  wir  Xq  die  Abscisse  0  G  der 
Infangsordinate  GH,  so  muss  U  =  0  werden,  wenn  x  den  Special- 
rerth  x  =  Xq  erhält;  durch  Zusatz  dieser  Bedingung  bestimmt  sich 
Ee.Constante,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 

a.    Die  Parabel.     Aus  der  bekannten  Gleichung 


2p 


a?» 


Vgiebt  sich  augenblicklich 

U  = 


X 


3 


3g 


-|-  Const 


Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  ans  gerechnet  werden,  das  heisst 
7 gleich  der  Fläche  OMF  sein,  so  müssen  x  und  ^gleichzeitig  ver- 
^winden;  dies  giebt  0  =  0-)-  Const.,  mithin 

braus  folgt  auch  der  bekannte  Satz  des  Archimedes,  dass  die  Fläche 


Fig.  42. 


N 


OLP  =  \xy  =  \L OMF  sein 
muss. 

Eine  elegante  und  später 
brauchbare  Erweiterung  des  Theo- 
remes  2)  ist  folgende.  Man  ziehe 
noch  zwei  Ordinaten  MiPi  und 
M2P2  in  den  Abständen  ilfJ!lfi  = 
MiM'i  =  h  und  berechne  die 
Fläche  zwischen  MF  und  itfaPai 
nämlich  (Fig.  42) 


N^    N,     X' 

MM^FiF=  OM^F^  —  OMF 

3g  3g   ""»'^  l 
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oder  auch 

h  4 f- 

a 


MM2  P2  -P 


=  !»[■ 


']• 


Bezeichnen  wir  die  drei  Ordinaten  MP,  MiPi,  M2P2  mit  y,  ^i,  yJ 
80  wird  die  vorige  Gleichung  zur  folgenden 

MMaP^P  =  |Äö/  +  4^1  +  y^).  ! 

Um  dieses  Resultat  zu  verallgemeinern,  legen  wir  durch  einen  belle 
bigen  Punkt  0'  ein  neues  Coordinatensystem  parallel  dem  früheren 
der  Abstand  der  Achsen  OX  und  C/X'  sei  MN  =  h  und 

NP=  fi  —y  +  h,  NiPi  =rii  =  yi-\-h,  iVaPg  =i?3  =2/3+^ 
Nach  diesen  Voraussetzungen  hat  man 

Fläche  NN2P9P  =  Rechteck  MN2M2M  +  Fläche  MM^P^i? 

=  2hh  +lh[fi^h  +  4(fi^^h)  +  ri2-l] 
und  bei  gehöriger  Zusammenziehung 
3)  Fläche  NN2  P2  J"  =  1 Ä  (12  +  4 1^1  +  %). 

Legt  man  demnach  durch  drei  Punkte  P,  Pj,  P2»  deren  Orl 
naten  gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deren  Achse  parallel  (U 
Ordinatenachse  ist,  so  kann  man  die  Fläche  des  entstandenen  pae 
bolischen  Doppelstreifens  aus  den  drei  Ordinaten  und  ihrer  gega 
seitigen  Entfernung  berechnen,  ohne  den  Scheitel  und  den  Parameb 
jener  Parabel  aufsuchen  zu  müssen. 

b.  Kreis  und  Ellipse.  Die  Mittelpunktsgleichung  desEn 
ses  sei 

y  =  Ya^  —  x^ ; 
es  wird  dann 


U  =  jVa^  —  x^dx  =  IxVa^  —  x^  +  l 


Fig.  43. 


x 

a^  aresin 1-  CM 

a 

Versteht  man  unter  U  die  Fläd 
COMQ  (Fig.  43),  so  mussfüri- 
auch  U  =z  0  werden;  dies  gie 
Const  =  0  und 


4) 


U=  IxV  a^  —  x^ 

X 


-\-  la^  aresin 


FM 


was  geometrisch  bedeutet,  dass 
aus  dem  Dreiecke  OMQ  und  de 
Ereissector  GOQ  besteht. 
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Für  die  Ellipse  sei   die  Ordinate  MP  =  y^   und  die  Fläche 
B  OMP  =  Z7i ;  man  hat  dann 

a 


Ui  = U  a;  V^a2  —  a?2-[-|a2  aresin —1 


der 


) 


yi=— y 


üi  = 


a 


ü, 


ro  y  und  C7  die  vorige  Bedeutung  haben.  Die  Quadratur  der  Ellipse 
isst  sich  demnach  auf  die  Quadratur  des  Kreises  zurückführen.  Die 
lache  des  Ellipsenquadranten  ist  hiemach 

4  4 


a 


nd  die  ganze  Ellipsenfläche  =  Ttah  =  n  (ya/bp,  worin  ein  leicht 
pszosprechender  Satz  liegt. 


c.  Die  Hyperbel.  Die  Gleichung  der  Hyperbel  lautet  in 
echtwinkligen  Coordinaten,  wenn  der  Mittelpunkt  zum  Coordinaten- 
nfang  und  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  genommen  wird, 

a 

ii^in  ist 


y  = Yx^^a^, 


a^dx 


= -^hxV x^ -- a^  —  laH(x+Vx^  —  a^)+c\' 
Es  liegt  am  nächsten,  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  zu  rechnen, 


Fig.  44. 


d.  h.  CT  =  Fläche  CMP  zu  setzen 
(Fig.  44);  für  rc  =  0G=  a  wird 
dann  ü  =  0  und 

0  =  —  ia2?a  +  C, 

wodurch  sich  der  Werth  von  C  be- 
stimmt. Man  erhält  nach  Substitu- 
tion desselben 


2a  L  \  a  ^-* 


öder  in  eleganterer  Form 

'^('hlömllch,  Analysis  I. 


24 
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6)  U=l[cp-al>l(^+^)l 

Weit  einfacher  gestaltet  sich  die  Quadratur  der  Hyperbel,  wem 
man  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  nimmt,  OÄ  =  Ol 
—  lYa^  +  h'^  =  k,  Z.AOB  =  y,  OJV' =  |,  iVP  =  ij  nnd  dii 
Fläche  CA  NF  =  ß  setzt;  es  wird  nämlich 

Für  {  =  Ä  muss  Ä  verschwinden,  daher  ist  0  =  ZA  +  ^>  "^*^^" 
C  =  —  Ik  und 


7) 


Sl==k^sinyj(-jA 


Bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Haupthalbachse  =  Vi 
ist,  wird  k  =  1,  y  =  \7t  und  ß  ==  ?|;  zufolge  dieses  sehr  einfach« 
Verhältnisses  hat  man  früher  die  Logarithmen  der  Basis  hyperbo 
lische  Logarithmen  genannt. 

d.  Die  Cycloide.  Nehmen  wir,  wie  in  §.  21  (auf  S.  94 
den  Scheitel  der  Cycloide  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  id 
die  Differentialgleichung  der  Curve 


dp 


=\/^ 


—  X 


X 


dx; 


Fig.  45. 


um  von  derselben  Gebrauch  zu  machen,    ersetzen  wir  die  GleichunJ 
1)  durch  die  folgende 

U  =  yx  —  j  xdy, 
welche  durch  partielle  Integration  entsteht;  es  wird  dann 

U  =  xy  —  /  dxV 2ax  —  x'^. 

Die    geometrische   Bedeuti 
des  rechter  Hand  befindlichen  Inl 
grales  ist  unmittelbar  einleuchtei 
wenn    man   sich   erinnert,   dass 
dem    Halbkreise  GQJD   (Figur  41 

V2ax  —  x^  =  MQ,  also 

/  dxy2ax  —  x^ 

=  Fläche  CMQ  +  Gonst. 
sein  muss;  wir  haben  daher 
ü  =  xy--  Fläche  GMQ  +  Conf^ 
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Ventefaen  wir  unter  U  die  Flüche  CMP^  so  wird  für  x  =  0 
gleichzeitig  27  =r  0  und  CMQ  =  0,  mithin  aach  Co9ist^  =  0,  «Iso 

Ü=X9  —  Flüche  CMQ  od«-  «y  —  T  =  Fläche  CMQi 

geometrisch  heisst  dies,  dass  die  Flächen  CPR  nnd  CMQ  gleich 
sind;  hierin  liegt  munittellMyr  die  Quadratur  der  Cydoide.  Speciell 
für  d;  =  a  ergiebt  sich,  dass  die  Fläche  CDÄ  =  |>a',  mithin  die 
ganze  Cycloidenfläche  gleich  dem  Dreifuhen  von  der  Fläche  des  er» 
zengenden  Kreises  ist. 

Besondere  Anfinerksamkeit  verdient  der  Fall,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Cnrve  die  Abscissenachse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesuchte  Flache  aus  zwei  Tbeilen  besteht,  von  denen  der  eine  über, 
der  andere  nnter  der  jener  Achse  liegt  Für  ein  negatives  ^,  etwa 
I  =  —  9>(a:),  wird  nämlich  F  negativ  =  —  f^{x)dx,  was  auch 
geometrisch  leicht  zu  constatiren  ist*);  geht  nun  y  aus  dem  Nega* 
tiven  ins  Positive  über,  so  wechselt  F  gleichzeitig  sein  Yoneichen 
and  die  Formel  1)  giebt  in  diesem  Falle  die  algebraische  Summe 
der  beiden  über  und  unter  der  Abscissenachse  liegenden  Flächen- 
theile.  Gewöhnlich  will  man  aber  die  arithmetische  Summe;  diese 
erlangt  man  leicht,  indem  man  jene  Flächentheile  einzeln  berechnet 
nnd  mit  gleichem  Vorzeichen  zusammennimmt.  Wählt  man  z.  B.  die 
durch  den  Brennpunkt  0  (Fig.  47)  einer  Parabel   auf  deren  Achse 


Fig.  47. 


senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscissenachse,  so 
ist  die  Gleichung  der  Parabel 


mithin 
6) 


Gonst, 


nnd  wenn   die  Fläche  F  von  der  Ordinatenacbse  abgerechnet  wird, 

irt  Consb.  =  0.     üeber  der  Abscisse   00  =  p V^3  steht  demnach 
die  Fläche  _        i    i^ö/jP^-3  \ 


F  = 


Fig.  46. 


Bechtecksnmme  angesehen  werden  darf  (§.  64). 


*)  Ein  Rechteck  MMiPxP  (FigAG)  dessen 
Basis  MMi  positiv  und  dessen  Höhe  MP 
negativ  ist,  hat  zur  Fläche  das  Product 
—  MMi .  MP,  gilt  also  für  negativ,  wie  dies 
auch  durch  seine  entgegengesetzte  Lage  an- 
gezeigt wird.  Dieselbe  Bemerkung  muss  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der 
Abscissenachse  liegende  Flächen  erstrecken, 
weil   eine  Fläche   immer  als  Grenze   einer 


24 


F=lx 
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Dieses  Reisultat  sagt,  dass  die  beiden  Flächen  OAB  und  ACT) 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein  müssen;  roan 
hat  in  der  That  für  die  erste  Fläche  wegen  OA  =  p : 

Fläche  GAB  =  —  |jp2  =  —  |  .  0^  .  OA, 
was  mit  dem  Archimedischen  Satze  übereinstimmt.     Um  die  zweite 
Fläche  -4  CD  zu  finden,  rechnen  wir  in  Nro.  6)   die  Fläche  F  Tom 
Punkte  A  aus ,  so  dass  F  für  x  =  p  verschwindet;   dies  giebt  zur 
Constantenbestimmung  0  =  —  |jP^  +  Const,  also 

für  X  =  pV  .3  erhalten  wir  hieraus 

Fläche  ACD  =  ii)2, 
dem  Werthe  nach  mit  OAB  übereinstimmend,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt.     Die  algebraische  Summe  der  Flächen    OAB  und 
A  CD  ist  also  Null,  die  arithmetische  Summe  =  \p\ 

Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  Falle,  wo  die  Curre 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche  ändert;  auch  hier 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten  Theilen,  welche  einzeln  be- 
rechnet werden  müssen.  Wollte  man  z.  B.  die  über  der  Abscii?8e 
a;  r=  2  a  stehende  Fläche  der  Curve 

y  = —    (b  und  a  positiv) 

(a  —  xy    ^  ^ 

ermitteln,  so  erhielte  man  ohne  jene  Kücksicht 

F=h^  At-^  =  -^  +  Const., 
J  (a—'xy        a—  X    ^ 

und  weil  vom  Anfange  der  Ooordinaten  her  F  =  0  wird  für  a;=0: 


&8 

0  = \-  Const, 

a 


also 


b3                    63 

F , 

a  — X         a 

und  endlich  f ür  a;  —  2  a 

63           53 

F —  — 

a           a 

2h^ 
a 

Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  erkennt  man  schon  daraas. 
dass  die  Curve  keine  negative  Fläche  haben  kann,  weil  die  Ordinate 
y  stets  positiv  ist.  Nun  besteht  aber  die  über  der  Abscisse  x  =  2  a 
Kegende  Fläche  aus  zwei  getrennten  aber   congruenten   Theilen,  in- 
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dem  y  für  a;  =  a  discontiDuirlich  wird  und  zu  x  =  a  -\-  u  und  zu 
X  =  a  —  u  immer  dieselben  Ordinaten  gehören;  die  gesuchte  Flä- 
che ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Abscisse  a;=a  —  0 
stehenden  Fläche  und  letztere 


a  —  (a  —  0)  a  a 

also  überhaupt  unendlich  gross  und  positiv;  daher  ist  auch  F=  co, 

§.81. 
Quadraturen  in  Polarcoordinaten. 

Wenn   die  Gleichung  einer    Curve  durch  die  Palarcoordinaten 
0P=  r,Z.POX=^0  (Fig.  48)  ausgedrückt  und  etwa  in  der  Form 
Fig.  48.  r  =  fiO) 

dargestellt  ist,  so  kommt  es  darauf  an, 
die  Sectorfläche  ^  0P=  S  zu  ermit- 
teln, welche  von  zwei,  der  Lage  nach 
bestimmten  Vectoren  und  der  Curve 
begrenzt  wird.  Wächst  nun  ö  um 
Z.  PO  Fl  =^d,  so  nimmt  S  zu  um 
die  Sectorfläche  POPi=^/S;  diese 
ist  einem  Kreissector  vergleichbar, 
welcher  denselben  Centriwinkel  und 
einen  mittleren  Vector  0  Q  zum  Badius  hat,  mithin  ist 

^8  =  lOQ^^e    oder    -^  =  llÖQ' - 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig 
gegen  die  Null  convergirende  ^0  und  ^S 

dS 
dd 
folglich  umgekehrt 

1)  S  =  \rr^dO  +  Const, 

Die  Constante  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  8=0 
werden  muss,  wenn  0  den  Specialwerth  Z  AOX  erhält  Einige 
Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 

a.    Die  Kegelschnitte.    Als  allgemeine  Polargleichung  die- 
ser Curven  hat  man  (§.  24,  S.  104) 


lf.2 
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1  +  scosO^^ 


mithin 


S 


=  i^*/( 


dO 


+  Const,, 


(1  +6CO$0)^ 

wobei   die  drei  Fälle   fi  <^  1 ,   £  =  1  iind  £  >  1   zu  unterscheiden 
sind. 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  mithin  £  <::^  1,   so  giebt  die 
AusführuDg  der  Integration  (§.  77,  Formel  16) 

1^(1  _  £2)8  ^"^'^       \  V    !  +  £        '    /      2{l^e^)l+scosif 
wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  falls  der  Sector  von   der  grossen 


S 


Fig.  49. 


Achse  an  gerechnet  wird  (ÄFF^=  S), 
also  gleichzeitig  mit  0  verschwinden 
muss.   Man  kann  der  obigen  Formel 
eine  yiel  einfachere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  p  durch  a   und   £  aas- 
drückt und  einen  neuen  Winkel  a 
einführt,  der  dadurch  entsteht,  das8 
die  Ordinate  MP  (Fig.  49)  verlän- 
gert wird,  bis  sie  den  mit  a  beschrie- 
benen Kreis  in  Q  schneidet,  und  QO 
gezogen  wird.     Für  ZI  AOQ  =  (ä 
ist  nämlich 
acosco  —  a£  r=  rcosd 
oder  wegen  a  =  p  :  (1  —  s^)  und  vermöge  des  Werthes  von  r 

C08C0  —  £ cosO 

1  — £2       ~    1  +6C0Sd  ' 

daraus  leitet  man  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen  ab : 


cosd  = 


cos  CD  —  £ 
1  —  6  cos  CD  ^ 


sind  = 


Vi  —  B^sincj 


tan 


i»=vi 


—  cos  0 


+  cosO 


-v^ 


BCOSG) 
£ 


tanlo). 


mittelst  deren  sich  ergiebt 

8  =  ia2y"l  — £2(fi>  — £smfi)), 

wo  ayl  —  £2  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse  bedeutet.  Ist  nun  Ä 
gegeben,  so  geschieht  die  Quadratur  des  Sectors  S  auf  die  Weise, 
dass  man  erst  cd  mittelst  der  Formel 
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i-=Vl 


berechnet  und  nachher  S  mittelst  der  Formel 
l)  S=  \ah(c}  —  Esincol). 

Die  Fälle  «  =  1  und  €  I>  1  gestatten   eine  ähnliche  Behaiid- 
img,  die  aher  zu  weniger  eleganten  Resultaten  führt. 

b.    Die  Lemniscate.     Aus  der  Gleichung  (S.  106) 

ri  =  a'^cos20 
Tgieh\  sich  sofort 

t)  S=\aUin2d, 

robei  es  keiner  Integrationsconstante  hedarf ,  wenn  man  den  Sector 
nit  11  =  0  anfangen  lässt,  also  =  AOP  setzt  (Fig.  50).  Für 
'  =  j3r  erhält  man  die  Fläche  eines  Lemniscatenquadranten  =  Jrt^. 
lie  ganze  Lemniscate  hat  demnach  dieselbe  Fläche  wie  ein  über  OÄ 
Oüstruirtes  Quadrat. 

Fig.  50.  Fig.  61. 


0         A 

c.  Die  Kreis evolvente.  Betrachtet  man  den  Wälzungs- 
«nkel  AOQ==^(X}  als  unabhängige  Variabele,  so  gelten  die  auf  S.  107 
Btwickelten  Formeln 

ftd  nach  diesen  ist,  wenn  man  unter  S  den  mit  cd  gleichzeitig  ver- 
Awindenden  Sector  AOP  versteht  (Fig.  51), 

^tt  diesem  Ausdrucke  eine  geometrische  Bedeutung  unterzulegen, 
rrichten  wir  im  Endpunkte  des  Vectors  auf  diesem  eine  Senkrechte, 
'eiche  die  verlängerte  P  Q  in  E  schneidet ;  es  ist  dann  PQ  =  aco^ 
\R  =  am^,  mithin  der  Sector  A  OP  gleich  dem  dritten  Theile  der 
>reieck8flache  PQB. 

Aendert  sich  der  Radiusvector  irgend   einer  Ourve  sprungweis 
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innerhalb  des  zu  quadrir enden  Sectors,  80  besteht  letzterer  aus  zwc 
oder  mehr  getrennten  Sectoren,  deren  Flächen  einzeln  zu  berech 
nen  'sind. 

§.  82. 
Näheningsweise  Quadraturen. 

Unter  Voraussetzung  recktwinkliger  Goordinaten  sei  (in  Fig.  51 
^^  die   Basis  einer  Curvenfläche  ABDC,    OM  =  x  irgend  eii 

Fig.  52.  Abscisse  und  MF  z=  y  =z  f(^ 

die  zugehörige  Ordinate;  theik 
wir  AB  ia  n  gleiche  Theile  ud 
ziehen  durch  jeden  Theilpunkteii 
Ordinate,  so  zerfallt  die  Fläc) 
ABB  C=  U  mn  Streifen,  d 
sich  auf  verschiedene  Weise  nähi 
rungsweis  quadriren  lassen. 
Das  Einfachste  ist,  die  g 
MMi  ß  nannten  Streifen  als  Rechtecke  i 
betrachten,  welche  den  nten  Theil  von  AB  zur  gemeinschaftliclH 
Basis  und  die  yerschiedenen  Ordinaten  zu  Höhen  haben ;  setzen  w 

AB  =  h  und  bezeichnen  die  Ordinaten,  welche  den  AbsciaK 

n 

OA,  OA  -^  h,   OA  -^  2h  etc.  entsprechen,  der  Beihe  nach  mit^ 
^1,  ^3  etc.,  so  erhalten  wir  folgende  Näherungsformel 

1)  ü=^(2fo  +  yi  +  y2-\ \-yn-i)'  \ 

Eine  etwas  grössere  Genauigkeit  wird  dadurch  erreicht,  (U 
man  die  einzelnen  Streifen  als  Trapeze  berechnet,  was  darauf  hinu 
kommt,  die  n  einzelnen  Stücke  des  Bogens  CJPB  als  gerade  LiwA 
mithin  den  Bogen  selbst  als  gebrochene  Linie  anzusehen;  dies  gieb 

u  =  ;^yo+y»+fty»+y«  +  ...  +  j^vn-i  +  y, 

ia  2  2 

und  bei  gehöriger  Zusammenziehung 

2)  ^  =  Ä  (1 2^0  +  2^1  +  2^2  H \-yn-i  +  lyn)' 

Bedeutend  grösser  wird  die  Annäherung,   wenn  man  die 
zelnen   Stücke   des   Bogens    CPD  als  krumme  Linien,   und 
am  einfachsten  als  parabolische  Bögen  ansieht.     Zu  diesem  Zw 
nimmt  man  für  n  eine  gerade  Zahl  und  denkt  sich  die  Endpunkte, 
drei  auf  einander  folgender  Ordinaten 

2^01  2/it  y2\-    y2,  yz,  yA\     y^^  y^i  ye;  etc. 
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durch  Parabeln  verbunden,  deren  Achsen  parallel  zur  y- Achse  lie- 
gen*} Die  Fläche  ü  besteht  dann  aus  \n  parabolischen  Doppel- 
Etreifen,  welche  nach  Formel  3)  in  §.  80  leicht  zu  quadriren  sind; 
man  erhält 

^=|Ä(yo  + 4^1+3/2)  +  1^(2/2+43^3+2/4)  ^ 

....   4-   \h{yn-2  +  4yn-l  +  Vn) 

oder 

3)     ^  =  |Ä  Oo  +  40i  +  3/3  +  ^5  +  •  •  •  +  2/n-l) 

+  2O2  +  2/4  +  3/6  H f- yn-2)  +  3/n3, 

welche  Formel  unter  dem  Namen  der  Simp  so  naschen  Regel  be- 
kannt ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Formeln  1),  2)  und  3)  beurthei- 
ien  zu  können,  untersuchen  wir  noch,  zwischen  welchen  Grenzen  der 
Fehler  liegt,  den  man  bei  Anwendung  der  genannten  Formeln  be- 
geht Nennen  wir  F{x)  die  Fläche,  welche  von  der  festen  Ordinate 
GE  bis  zu  irgend  einer  Ordinate  MP  =  3/  =  f(x)  reicht,  so  ist 
ier  Flächeninhalt  des  zwischen  den  Ordinaten  f{x)  und  f{x  +  h)  lie- 
genden Streifens  =  F{x-\-h)  —  F{x)\  nach  dem  Taylor' sehen 
Satze  hat  man  femer  bei  einstweiliger  Weglassung  des  Restes 

F(x  +  Ä)  —  Fix)  =  hF\x)  +  \r'F'\x)  +  \h^F"\x)  H 

Wer,  weü  F'{x)  =  f(x)  ist, 

i  F{x-\-h)  -  F(x)  =  hfix)  +  iTf^fix)  +  \h^r{x)  +  .  .  . 

AI»  Inhalt  des  Trapezes ,  dessen  parallele  Seiten  f{x)  imd  f(x  +  h) 
ond,  und  welches  h  zur  Höhe  hat,  ergiebt  sich 

!*[/(«)  +  /(«  +  »)]  =  hm  +  \h^f\x)  +  \h^f"{x)  + . . . 

fcithin  als  Differenz  beider  Flächen 

F(x  +  Ä)  -  F(x)  -  \h  |y(x)  +  fix  +  Ä)] 
=  -  hh^W"(x)  +  iÄ«/"'(x)  +  hh'P^i^)  +  •••]• 


*)    Die  Möglichkeit  dieser  Construction  erhellt  auf  folgende  Weise. 
l^ie  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse  ||  0  Fliegt,  ist  im  Allgemeinen 

n-  P — , 

«obei  a,  ß  die  Coordinaten  des  Scheitels  sind,  und  q  den  Parameter 
^zeichnet.  Soll  diese  Parabel  durch  drei  gegebene  Punkte  lo'toi  ^i'h» 
V<2  gehen,  so  müssen  a,  ß,  q  den  drei  Gleichungen 

10    ß — ,    m-  ß-  — - — ,    Vi-  ß  =  — - — 

g'uügeD;  dieie  li^em  aber  jederzeit  reelle  Werthe  inr  a,  /l  ond  q. 
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Die  eingeklammerte  Reihe  stimmt   in  ihren  beiden  ersten  Gliedern 
überein  mit  der  Entwickelung 

/'(«  +  Ä)  -  f'{x)  =  hfix)   +   IhTix)   +   \h^f^{x)  +  •  ■  •, 

daher  ist  durch  Addition 

Fix  +  Ä)  -  F{x)  - 1 Ä  [/(x)  +  fix  +  Ä)]  +  i  Ä«  [/'  (a;  +  Ä)  -/'(x)] 

=  ^1*'f^(.^)  +  rhöf^Ti'^)  +  ■••• 
Um  die  Summe  der  noch  übrigen  Reihe  direct  zu  finden,  setzen  wir 

4)         q>  (Ä)  =  Fix  +  Ä)  -  Fix)  -  \  h  Ifix)  +  fix  +  Ä)] 

+  h^'  U\x  +  Ä)  -  fix)] 

und  dififerenziren  diese  Gleichung  mehrmals  in  Beziehung  auf  ^;  dies 
giebt 

9'(h)  =  I  C/(a;  +  Ä)  -  fix)]  -  lÄ  [2/'(a!  +  Ä)  +  /'(«)] 
^"(Ä)  =  I  [/'(x  +  Ä)  -  /'(a;)]  -  |Ä/"(a;  +  Ä) 


+  ^ÄV'>  +  Ä). 


<)P"'(Ä)  =  ^ÄV"'  (X  +  Ä). 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  F{e)y  F\is)=f(:\ 
/*{«)•,  .  .  .  J^^{z)  stetig  und  endlich  bleiben  von  z=zx  bis  z-=x-\-}i, 
sind  9>(Ä),  (p'Qi),  9"(Ä)  und  g)'"(Ä)  gleichfalls  continuirlich  und  end- 
lich von  Ä  =  0  bis  Ä  =  Ä  und  dann  gilt,  dem  Theorem  von  Mac 
Laurin  zufolge,  die  Gleichung 

q){h)  =  9(0)  +  h(p\0)  +  |Ä2  9"(0)  +  l(l''^yh^ip"\n), 

0  <  -^  <  1 

oder  vermöge  der  angegebenen  Werthe  von  ^(Ä),  (p'(h)  etc. 

Das  Maximum  von  (1  —  ^)^  d'^  ist  ^,  daher  kann  man 
5)  q,ih)  =  -^h^f^ix  +  »h) 

setzen,  wo  6  einen  nicht  näher  bekannten  positiven  echten  Bruch 
zeichnet.  Der  Vergleich  von  Nro.  4)  mit  Nro.  5)  fuhrt  nun 
folgender  Gleichung 

worin   die  beiden  letzten   Summanden    die  Differenz  zwischen  dei 
Flächenstreifen  und  dem  Trapez  angeben. 
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Wir  nehmen  der  Reihe  nach   x  =  a^    a  -{-  h,    a  +  SÄ,  ... 
t  -f  (« —  1)Ä    und    addiren    alle    entstehenden    Gleichungen ;    die 

lomme  ist 

)  Fia  +  nh)  —  F(a) 

=  Äß/(a)  +/(a+Ä)+  .  .  .+f(a  +  ir=lh)  +  lf(a  +  nh)] 

abei  wurde  zur  Abkürzung  gezetzt 

)       S  =  Bf^ß'^ia  +^oK)  +  eif^(a  +  h  +  ^,h)  +  -  - 

Ist  nun  a  -}-  nh  =  by  mithin 

h  —  a 

h  = , 

n 

>  repräsentirt  die  linke  Seite  der  Gleichung  7)  den  genauen  Werth 
r  Fläche  ÄBDC  =  U^  welche  zwischen  den  Ordinaten  f(a)  und 
l)  liegt ;  rechter  Hand  ist  f(a)  =  y^ ,  f{a  +  Ä)  =  ^/i  ®^c- »  folglich 
Itman 

•  ^  =  Ä(i3/o  +  2^1  +  2/9  +  •  •  •  +  yn~\  +  IVn) 

er  Vergleich  mit  Formel  2)  zeigt ,  welche  Correction  für  eine  ge- 
niere Rechnung  nöthig  ist,  und  zugleich  bietet  die  mit  S  bezeichnete 
^se  ein  Mittel  zur  Bestimmung  des  Fehlermaximums.  Versteht 
in  nämlich  unter  M  den  absolut  grössten  Werth,  welchen /^(a;) 
Herhalb  des  Intervalles  o;  =  a  bis  a;  =  b  erreicht,  so  denke  man 
tk  Btatt  jedes  der  Summanden 

«o/^^ (a  +  ^oh),      «,  f^(a  4-  Ä  +  #1 Ä)  etc. 
imal  4"  M,   das  andere  Mal  —  M  gesetzt ;  im  ersten  Fall  erhält 
m  zu  viel,  im  zweiten  zu  wenig,  mithin  ist 

wJf  >  S>  —  nM, 
kr 

tozttfolge  darf  man  die  Gleichung 

fstellen,  worin  q  einen  nicht  näher  bekannten  positiven  oder  nega- 
f^n  echten  Bruch  bezeichnet.  Soll  nun  U  nach  Formel  9)  auf  jp 
Kimalstellen  genau  berechnet  werden,  so  ist  n  so  gross  zu  nehmen, 
ifis  der  letzte  Summand 
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384'*  ^         e  334  Q      3Q4^4 

weniger  als  (^)p  beträgt;  dies  giebt 


y/  lOP(h  —  ayM 


384 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Simpson'schen  Regel  kennJ 
zu  lernen,  benutzen  wir  wieder  die  Formel  7)  und  nehmen  er 
n  ==  2m,  dies  giebt,  wenn  Si  der  entsprechende  Werth  von  iS  heis 

F(a  +  2mÄ)  —  F(a) 


=  ÄB/(a)  +/(«  +  Ä)  +  ...  +/(a  +  2m-lÄ)  +  i/(a+2»»J 

Lassen  wir  ferner  in  Nro.  7)  m  an  die  Stelle  von  n  und  2Ä  an  < 
von  h  treten,  so  erhalten  wir  ähnlich 

F(a  +  2nth)  —  F(a) 

=  2ÄB/(a) +/(« +  2Ä) +  •••+/(«  + 2m— 2Ä)  4- |/(a  +  2d 

-  lh^[/'(a  +  2mh)  ~/'(a)]  +  -^h^S^; 

diese  Gleichung  subtrahiren  wir  von-  dem  Vierfachen  der  vorb 
gehenden  und  dividiren  den  Rest  durch  3,  es  wird  dann 

11)  F(a  +  2mh)  —  F(a) 

=  |Ä[/(a)+4/(a  +  Ä)  +  4/(a  +  3Ä)  +  ...  +4/(a  +  2¥^i 

+  2/(a+2Ä)  +  2f(a  +  4:h) -\ +  2/(a  +  2w-2 

+/(a  +  2m/0] 

3  .  384 

Zufolge  der  Entstehung  von  Si  und  S2  darf  man  wie  früher 

81  =  Qi  .  2mM,       S2  =  Q2  '  ^M 
setzen,   wo  M  den   absolut   grössten  Werth  bezeichnet,  den  /'^ 
innerhalb  des   Intervalles  a?=abisaj==a  +  2mh  erreicht;  ( 
letzte  Summand  in  Nro.  11)  wird  dann 

288 

und  da  4  92  —  Qi  jedenfalls  zwischen  —  5  und  +  5  liegt,  so  set^ 
wir  4(>3  —  Qi  =  5(>,  wo  ^  einen  positiven  oder  negativen  ecW 
Bruch  bedeutet.     Endlich  sei  in  Formel  11) 

2m  =  fiy      a  +  2mh  =  a  -\-  nh  =  h] 

nach  allen  gemachten  Bemerkungen  zusammen  ist  dann 
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12)      ^  =  iÄ[>o  +  4Cy,  +  ys -4- ^5  H h  yn-i) 

+  2(^2  +  y*  +  ^6  H +  3^1.-2)  +  3^«] 

Der  letzte  Ausdrack  liefert  die  Grenzen  des  begangenen  Fehlers; 
Dan  bemerkt  leicht,  dass  der  Genauigkeitsgrad  bei  der  Simpson'- 
chen  Regel  nicht  höher  ist  als  bei  der  Formel  9). 

Die  Formeln  zur  näherungsweisen  Quadratur  enthalten  zugleich 

Se  Mittel   zur  nähemngs weisen  Berechnung  bestimmter   Integrale, 

reil  nach   §.  64    die   Fläche  ÄBDC  =  ü    durch  das    bestimmte 

llegral 

b 

f(x)  dx 


ß 


■»gedrückt  wird. 


a 


!  §.  83. 

Rectification  ebener  Gurven  in  Farallelcoordinaten. 

Bereits  im  §.  20  wurde  gezeigt,  dass  ein  Curvenbogen  PPi  um 
I  eber  mit  der  gleichnamigen  Sehne  verwechselt  werden  darf,  je 
Iher  die  Punkte  P  und  Pi  an  einander  liegen,  und  dass  folglich, 
mn  arcCP  =  s  gesetzt  wird,  bei  rechtwinkligen  Coordinaten 

I  ds  =  Vdx^  +  dy^ 

k;nach  demselben  Principe  erhält  man  bei  einem  schiefwinkligen 
fsteme,  dessen  Coordinatenwinkel  y  heissen  möge, 

I  ds  =  ydx^  -|-  dy^  -\-  2dxdyco8y . 

Wohnlich  betrachtet  man  x  als  unabhängige,  y  als  abhängige  Va- 
ibele  und  schreibt  demgemäss 

I  "Sl""^''       dy  =  y'dx', 

h  Formel  2)  wird  dann 

ds  =  Vl  +  y^^  +  2y'cosydx, 
ftd  daraus  folgt  durch  Integration 

)  8  =  jVl  +y'2  _|.  2y*cosydx. 

te  willkührliche  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  festsetzt, 
o&  welchem  Anfangspunkte  C  aus  der  Bogen  8  gerechnet  worden 
^\  es  muBB  nämlich  s  =  0  werden ,  wenn  für  x  die  Absoisse  dos 
Tüiktes  C  genommen  wird. 
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a.  Die  Parabel.  In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Cooi 
dinatensystem,  dessen  Anfang  der  Scheitel  und  dessen  aj- Achse  d 
Scheiteltangente  ist,  lauteji  die  Gleichung  der  Parabel 

und  nach  Formel  3) 

oder  bei  Ausfuhrung  der  Integration 

s  =  —\lxVp^  +  x^  +  IP^'lix+Vp^+x^)  +  Const: 

Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  so  muss  s  =  0  werd 
für  X  =  0;  dies  giebt 

0  =  ±\ipn(p)  +  Gonst..\ 

und  durch  Elimination  der  Gonstante 

b.  Die  Ellipse.  Unter  Benutzung  des  gewöhnlichen  G(H 
dinatensystems  hat  man  ! 

h  i/-— .     ,  hx 


a  aVa^  —  x^' 

und  wenn  zur  Abkürzung  die  numerische  Excentricität 

a 
gesetzt  wird,  so  findet  sich  leicht 


In  geschlossener  Form  lässt  sich  diese  Integration  nicht  ausfühit 
und  daher  muss  man  s  durch  eine  unendliche  Reihe  darstellen.  1 
nutzt  man  zur  Vereinfachung  die  Substitution  x  =  aS,  so  wird 


= «yvw^^ 


und  hier  lassen  sich  alle  die  Transformationen  anwenden,  welche 
§.  74,  b.  gezeigt  wurden.     So  ist  nach  Formel  6) 


f 


in  Parallelcoordinaten. 
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TJ^    ^        l    ü,  _,        1.3  üe 


-=(hnsi.+  ü,-^-^s^^--^s^^ 


2.4    6 


£«   — 


u. 


=  arcstn  g ,    f/;„  =  ^^^ 

tu 


öder  vennöge  des  Werthes  von  | 


K)  =  aresin 


X 


ü«  = 


wi  —  1 


m 


^»»  —  2   — 


o; 


m-iy^^ir^ 


»wa'»  +  ^ 


Versteht  man  unter  s  den  vom 
Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an 
gerechneten  Bogen  BP  (Fig.  53),  so 
müssen  x  und  s  gleichzeitig  ver- 
schwinden; nun  ist  für  x  =  0 

Z7o  ==  0,     ^^2  =  0,     Dir=0,.... 

mithin  Const.  =  0,  daher 


F  M 


kr  praktischen  Berechnung   werden  die   Formeln  für    üj,    U4  etc. 
pinemer,  wenn  man  den  Winkel  COQ  =^  (p,  die  sogenannte  Am - 
itade,  einfahrt;  es  ist  dann  n?  =  asin^),  |  =  simp^  mithin 

sinq)  =  — ,       8  =  a  I  V^l  — s^8in^(pdq)y 

—  8(71"*"^^)  cos  (p 


) 


m 


Für  x  =  a,  ^  =  1,  tp  =z\7C  erhält  man  die  Länge  des  Ellip- 
mqnadranten,  welche  E  heissen  möge.  Die  Werthe  von  Üq^  ü-i^  O4 
k  gestalten  sich  dann  sehr  einfach,  nämlich 

'  ^o  =  -77-»      CTj  =  -— Di  =  — --— , 


*  4      ^         2.42 


^         1.3.5a 

Di  =  - — - — -  --— •  u.  s.  w. 
*         2.4.62 


2  £6 


^lich  ist  nach  Nro.  6) 

\P     1        i,       /  1  V  «^        /l  .  3V  €*        /1.3.5\ 

Af  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  übrigen  in  §.  74,  b.  entwickelten 
onneb  benutzen,  um  Reihen  für  s  oder  E  zu  gewinnen. 


5 
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c.    Die  Hyperbel.     Geht  man  von  den  Gleichungen 

=  —  V  x^  —  a^,     y= 


y 


aus  und  setzt 


a 


aVx'^  —  a2 


V  «2  4-  b« 


a 


so  erhält  man 


= IV ''^^"- 


Diese  Gleichung  transformiren  wir  durch   Einfuhrung   eines  Hülfs 


Fig.  54. 


winkeis,  der  auch  bei  der  ConstructioD 
der  Hyperbel  gute  Dienste  leistet  (Fig. 
54).  Beschreibt  man  nämlich  um  den 
Mittelpunkt  der  Curve  zwei  concentri« 
sehe  Kreise  mit  den  Radien  OA^=(k 
OB  =  ÄC  ^=  hi  zieht  femer  irged 
einen  gemeinschaftlichen  Radius  OU} 
unter  dem  Winkel  AOU  =  ip  und  legi 
femer  in  ü  und  V  an  jene  Kreise  d« 

Tangenten   UM,   VN,  so  ist 
0M=  x  =  asecilf^  und  die  Gleichung 
der  Hyperbel  giebt  y  =  h  tan^ ,  d.  L 
MP  :=  NV',  femer  wird 


=  aj  V£2  — c()s2^  sec^il)  dij^  =  as  I  — —-  1/  ^  — 


cos^t 


Wegen  6  >  1  ist   der  Quotient 


cosip 


<^  1  und  daher  kann  folgend« 


Reihenentwickelung  yorgenommen  werden: 
Setzt  man  zur  Abkürzung 


s 


cos^fl^ 


2.4:     e* 


Vm  =  J  COS^ifdlp, 

80  wird  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 


s  =  a  I  Const  -\-  s  tcmi^ 


6 


1     F, 


1.3    F4 


\ 


2s  2    4£3        2.4  6«^  ! 

und  zwar  geschieht  die  Berechnung   der   Integrale  Vq,    V2,   Vi  etfl 
nach  folgenden  Formeln: 


in  Parallelcoordinaten. 
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9) 


Fo  =   l<^,        F^   =   ; 


sm^cos*""^^  +  (w —  l)Fm-t 


m 


wie  man  mittelst  der  fanften  Gleichung  in  §.  77,  Nro.  3)  leicht  fin- 
det Rechnen  wir  den  Bogen  s  vom  Scheitel  der  Hyperbel  aus,  so 
wird  5  =  0  für  fl;  =  a,  d.h.für^  =  0;  in  diesem  Falle  ver- 
scbwinden  alle  V  und  es  wird  Comt.  =  0,  mithin 

,M  (    *      ,         ^0  l     Vi         1.3   F4 

10)    8  =  als  tont  — -= TTir^  —  ir-m^  — 

^  J  2«  2    4£3        2.4  6£^ 

Die  Yerlängemng  der  Ordinate  MF  schneidet  von  der  Asymp- 
tote eine  Strecke  0  Q  =  j?  ab,  deren  Grösse  ist 

V  a»  +  b« 


0  == 


a 


X  =  ex  =  assecif; 


ivmöge  der  goniometrischen  Formel 

secif  —  tantif  =  tan(\jt  —  |^) 
irhalt  man  als  Differenz  zwischen  OQ  und  arcÄP 
ß  —  8  =  aBt(mi\%  —  1^) 

j^^JF  -u-LA  j_LiiA 

"^    2c  r®  ^    2    26«  "^  2  .  4  3a* 

Bei  unendlich  wachsenden  x  convergirt  i\>  gegen  die  Grenze  \n^  zu- 
tJßich  wird 

y Ä_      „         1    _         In 


+ 


F,  = 


Fn  = 


2     2 


^         1.3  Ä     , 


aithin 


""^('-'=S!'+a)'^+G-!)'Ä +■•■!■ 


Fig.  55. 


Kurz  ausgedrückt,  ist  denmach  der 
Unterschied  zwischen  der  ganzen 
Asymptote  und  der  ganzen  Hyperbel 
eine  Linie  von  endlicher  Grösse. 

d.  Die  Cycloide.  Wie  in 
§•21  sei  der  Scheitel  C  der  An- 
fangspunkt rechtwinkliger  Coordi- 
naten  (Fig.  55);  es  ist  dann 


=yii 


—  X 


X 


=  fy  —dx  =  2V2ax  +  Const. 


ocblömilch,  Analysli.    I. 


25 
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Rechnet  man  auch  den  Bogen  s  vom  Scheitel  aus,  so  müssen  s  und  x 
gleichzeitig  verschwinden;  dies  giebt  Const  =  0  und 

12)  s  —  2V2ax, 

was  sehr  leicht  zu  construiren  ist.  Für  x  ^s=  2a  folgt,  dass  die 
obere  Hälfte  der  Cycloide  dem  vierfachen  Halbmesser,  also  die  ganze 
Gycloide  dem  vierfachen  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  an 
Länge  gleichkommt. 

§.84. 
Beotifioation  ebener  Curven  in  Folarooordinaten. 

Nach  Formel  7)  in  §.  23  wird  das  Bogendifferential  einer 
Polarcoordinaten  r  und  d  bezogenen  Curve  durch  die  Formel 

1)  ds  =  Virdd)^  +  dr^ 
ausgedrückt,  welche  in  dem  Falle,  wo  6  die  unabhängige  Yariabeli 
ist,  zur  folgenden  wird 

2)  ds  —  Vr«  +  r^^dd. 
Durch  Integration  ergiebt  sich  hieraus 

3)  s=  fVr^  +•  r^^dd; 

Fig.  56.  die  willkührliche  Constante  des  In- 

tegrales  wird  hier  durch  die  Bedin* 
gung  bestimmt,  dass  8  =  0  werdei 
muss,  wenn  6  denjenigen  specielleq 
Werth  (Z.ÄOX  in  Fig.  56)  erhält, 
welcher  dem  Anfangspunkte  des  Bo- 
gens  entspricht. 

a.    Die  Spirale  des  Archi« 
med  es  hat  zur  Gleichung 

4)  r  =  aO,     r'  =  üj 

mithin  ist 

s  =  a  fya^  +  Idö, 
oder 

5)  s  =  \a{eVl  +  ö«  +  ?(ö  +  VT+TO}. 

wobei  es  keiner  Gonstanten   bedarf,  wenn  d,  r  und  8  gleichzeitig 

verschwinden  sollen. 
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b.   DieCardioide  wird  durch  folgende,  geometrisch  leicht  zu 
constrairende  Gleichung  ausgedruckt 

6)  r  =  h(l+cosO),      r'  =  ~6sinÖ; 

es  ist  daher 


8 


=  h  fy  2(1+ co8d)dO  =  2h  fcosie  de 


oder 

7)  s  =  45sm|Ö; 

m  CoDstante  ist  nicht  hinzuzufügen,  wenn  8  =  0  werden  soll  for 
(1=0.  Für  6  =  n  ergiebt  sich  die  Länge  der  halben  Gardioide 
=  46,  mithin  die  Länge  der  ganzen  Curve  r=  82). 

c.   Die  Kreisevolvente  hat  nach  §.24,  YIL  zwei  Gleichungen, 
uu  denen  folgt 

Fig.  57.  ac3        . 

1/1  +  02       ' 

ds  =  aa  da; 

lässt  man  den  Bogen  s  im  Punkte  A 
anfangen,  so  wird 

8)  s  =  lao2, 

d.  h.  arcÄP  =  lQBm  Fig.  57. 


§.  85. 
Rectiflcation  doppelt  gekrümmter  Linien. 

I.    In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ist 
beb  Formel  5)  in  §.  25 

1)  ds  =  Vdx^  +  dy^  +  de^; 

Senkt  man  sich  die  Curve  durch  ihre  Projectionen  auf  die  Ebenen  xy 
Uidzjf  dargestellt,  so  wird  sie  durch  zwei  Gleichungen  von  den  Formen 

yz=z(p(x),         z  =  'i\j{x) 
insgedr&ckt,  worin  x  die  unabhängige  Yariabele  ist,  und  dann  geht 
die  Gleichung  1)  über  in 

ds  =  Vl+^2-|-je/«dir. 

25* 
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Hieraus  folgt  augenblicklich 


2) 


:  rVT+VH^V^^^; 


X 


die  Integrationsconstante  bestimmt 
sich  durch  die  Bedingung,  dass 
s  =  0  werden  muss,  wenn  für 
X  die  Abscisse  des  Bogenan&nges 
gesetzt  wird. 

Beispielsweis  betrachten  wir 
den  Durchschnitt  eines  verticsl 
stehenden  parabolischen  und  einet 
senkrecht  dagegen  liegenden  cy- 
cloidischen  Cylinders  (Fig.  58ji 
Für  0L  =  X,  LM  =  y,ll 
=  MF  =  z  ist  nämlich 


X 


—  X 


wobei  b  den  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Scheitel  der  Parabel  l» 
zeichnet;  daraus  folgt 


X 


I 


v^ 


oder 


Fig.  59. 


s  =  2V(2afl>)a;, 

und  hier  ist  keine  Constante  hinza 
zufügen,  wenn  unter  s  der  Bogd 
OF  verstanden  wird.  Die  geometn 
sehe  Bedeutung  des  Werthes  voni 
erkennt  man  leichte 

IL  Nicht  selten  ist  der  GebmJ 
eines  gemischten  Goordinatensystl 
mes  vortheilhaffc,  welches  dadurd 
entsteht,  dass  man  zwei  der  recht 
winkligen  Goordinaten  x,  y^  B'y^ 
larcoordinaten  umsetzt  und  die  dritte  Coordinate  ungeändert  1 
Denken  wir  uns  (Fig,  59)  den  Radiusvector  OP  auf  die  «y-Eb 
projicirt  und  bezeichnen  diese  Projection  ON  mit  u  und  den  Wia 
kel  NOX  mit  %^  so  haben  wir 
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3)  X  ^=  ucosXj      y  =  usinx^ 

dx^  +  dy^  =  (udx)^  +  du^, 

während  e  ungestört  bleibt;  die  Formel  1)  wird  dann  znr  folgenden 

4)  ds  =V(udxy  +  du^  +  de^. 

Sabstitnirt  man  die  unter  Nro.  3)  angegebenen  Werthe  von  x 
und  y  auch  in  die  Gleichungen  der  Gurve,  so  erhält  man  zwei  neue 
Gleichungen  zwischen  u,  x^  ^;  eine  dieser  neuen  Coordinaten  wählt 
Bin  zur  unabhängigen  Yariabelen  und  drückt  die  anderen  durch 
iese  aus,  so  dass  die  Formel  4)  rechter  Hand  nur  eine  Yariabele 
enthält  und  nachher  integrirt  werden  kann. 

Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  eines  Rotationskegels  mit 
pher  Schraubenfläche,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Achsen 
^der  Flächen  mit  der  £^Achse  zusammenfallen.  Nennen  wir  y  den 
Kinkel  zwischen  der  Kegelseite  und  jer- Achse,  c  den  Parameter  der 
khraabenfläche,  so  haben  wir  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

x^  +  y^  z=  e^tan^y,       ^  =  tan -^ 

X  c 

od  in  gemischten  Coordinaten 

u  =  etany^        X  =  —  il^^y 

c 

•om  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.     Hieraus  folgt, 
mdd  £^  als  unabhängige  Yariabele  betrachtet  wird, 

lerkfirzer 


ds 


^*m.Y-^^rTiidz,    .Ä  = 


c  *  smy 

jid  durch  Integration,  indem  man  festsetzt,  dass  s  und  e  gleichzeitig 
^hwinden  sollen, 

,      .  =  !^  i'VFTZ  +  .,(i±V^)j . 

fSe  man  aus  §.  83,  Formel  4)  sieht,  lässt  sich  s  mit  dem  Bogen 
her  gewissen  Parabel  vergleichen. 

HL  Um  endlich  eine  Formel  zu  gewinnen,  worin  die  gewöhn- 
ten Raumpolarcoordinaten  vorkommen ,  setzen  wir  den  Radinsvec- 
t  O'P  z=z  r  und  bezeichnen  mit  r  seinen  Neigungswinkel  gegen  die 
hEbene  {Z.PON ^=  t);  wir  haben  dann 

u  =  rcoBX^     B  =  rsint 
du«  +  de^  =  (rdt)9  +  dr^ 
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mitbin  statt  Nro.  4) 

5)  ds  =  V(rco8tdx)^  +  (rdr)^  +  dr^, 

wie  sich  auch  direct  aus  der  Bemerkung  ergiebt,  dass  ds  als  die 
Diagonale  eines  Parallelepipedes  gelten  kann,  dessen  Kanten  rcostdi 
rdr  und  dr  sind.  Zum  Ueber gange  von  x,  y^  e  zn  r^  x^  x  dien» 
die  Formeln 

6)  55  =  rcost  cosx,    y  =  rcosr  sinx,    ^  =  rsint\ 

aus  den  Gleichungen  der  Curve  in  rechtwinkligen  Goordinaten  erhal 


Fig.  60. 


man  mittelst  derselben  zweiGId 
chungen  zwischen  r,  r,  x^  ^<^^ 
man  eine  der  letzteren  Grössi 
als  unabhängige  Yariabele  bi 
trachtet. 

Ak  Beispiel  nehmen  wir  de 
Durchschnitt  einer  Kugel  mi 
einem  vertical  stehenden  Cylindei 
dessen  Directrix  eine  Archimefi 
sehe  Spirale  ist  (Fig.  60).  H 
ursprünglichen  Gleichungen  mi 
gen  sein 

x^  +  y^  +  ^*  =  a2,  u  =  hx; 

in  räumlichen  Polarcoordinaten  ist  dann    , 

r  =  a^  acosT  =  ft%, 

folglich,  wenn  r  als  unabhängige  Yariabele  angesehen  wird, 


ds 


-'Vi' 


co8t  sinx\^ 


j+i. 


dr 


und 


s 


r\/'/asin2T\ 

=  v  VX-ü-j 


+  1  .  dt. 


Rechnet  man  den  Bogen  vom  letzten  Gurvenpunkte  D  aus 
muss  die  Integrationsconstante  so  bestimmt  werden,  dass  s  =  0  wi 
für  r  =  0.  Das  Integral  ist  übrigens  leicht  in  eine  Reihe  au  v( 
wandeln;  mittelst  der  Substitution  r  =  |g)  erhält  man  nämlich 

wobei  zur  Abkfirzang 


X*cos''ado, 


V  o«  +  46» 


=  A 
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gesetzt  wurde.  Da  Xcosid  immer  ein  echter  Brach  ist,  so  lässt  sich 
die  unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Wurzel  mittelst  des  bi- 
Domischen  Satzes  entwickeln;  indem  man  die  Bezeichnung 

Ä„  =  /  cos* (o  da 
einfahrt,  erhält  man 

Wo  =  O,       Un   = 

n 
Für  r  =  I  TT  mithin  ca  =  n:  findet  man  die  Länge  des  ganzen 
Darchschnittes  DC,  und   zwar   ist  sie  einerlei  mit  der  Länge  des 
Ellipsenquadranten,  welcher  aus  den  Halbachsen 


25 
9(mstruirt  werden  kann. 


und  a 


§.  86. 
Die  Cubatur  begrenzter  Volumina. 

Bereits  in  §.  1  (S.  22)  wurde  gezeigt,  dass  der  Differentialquo- 
tieot  eiiif^s  Volumens,  welches  sich  längs  der  o;- Achse  erstreckt,  in 
Beziehung  auf  o;  genommen,  der  letzte  Querschnitt  desselben  ist;  be- 
nichnen  wir  demnach  mit  V  ein  derartiges  Volumen  und  mit  U  den  • 
Itaerschnitt,  welcher  am  Ende  des  x  senkrecht  zur  o;- Achse  liegt  und 
hier  das  Volumen  begrenzt,  so  haben  wir  die  Gleichungen 

dV 

-J-=  CT,         dV=  üdx, 
dx 

nd  hieraus  folgt 

^  V=füdx. 

Die  Integrationsconstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest« 
I0tzt,  von  welchem  auf  der  a;-Achse  senkrechten  Schnitte  an  das  Vo- 
hunen  gerechnet  werden  soll;  es  muss  nämlich  V  sich  annulliren, 
tenn  för  x  die  Abscisse  des  Anfangsquerschnittes  genommen  wird. 
^8  Beispiele  mögen  die  Flächen  zweiten  Grades  dienen. 

a.    Das  Ellipsoid  hat  bekanntlich  die  Gleichung 

fe)' + iü + ©•=  '■ 


2)  F=  Ä-^(a2a:  — |ir»), 
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der  Querschnitt  am  Ende  von  x^  senkrecht  zur  X'  Achse  gelegt,  ist 

hier  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  —  Va^  —  x^  und  —  V  fl*  —  x\ 
^  a  a 

daher 

Nach  Nro.  1)  findet  sich 

hc 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  das  Volumen  von  der  ye-lSAim 
an  gerechnet  wird ,  d.  h.  für  o;  =  0  verschwindet  Die  Formel  2j 
giebt  dann  das  Volumen  einer  Zone,  welche  in  der  Richtmig  derj 
die  Dicke  x  besitzt.  Für  x  =  a  wird  daraus  das  halbe  Ellipoü 
=  ^xahc]  dasVoluiüen  des  ganzen  Ellipsoides  ist  demnach =|3ra&< 
d.  h.  gleich  dem  Volumen  einer  Kugel,  welche  das  geometrische  M 
tel  aus  den  Halbachsen  a,  h,  c  zum  Radius  hat. 

b.    Das  einfache  Hyperboloid  drücken  wir  durch  die  Glef> 
chung 

aus  und  suchen  das  Volumen  der  Zone  von  der  Höhe  s.  Der  Hori 
zontalquerschnitt  am  Ende  des  z  ist  eine  Ellipse  aus  den  Halbacba 

h 
c 


—  Vc'-f«»  und  —  Vc»-|-««,  daher 


und  nach  Formel  1),  wenn  x  durch  z  ersetzt  wird, 

3)  7=«^(c»«  +  i«'). 

Für  z  •=  c  ergiebt  sich ,  dass  die  Zone  von  der  Höhe  c 
Volumen  |  ^  abc  besitzt.     Construirt  man  überhaupt  aus  den 
Halbachsen  a,  &,  c  einen  elliptischen  Kegel  K^  einen  elliptischen  Gyli 
der  C,  ein  Halbellipsoid  E  und  die  vorhin  erwähnte  hyperboloidii 
Zone  H,  so  gilt  für  die  Volumina  dieser  Körper  die  Proportion 

Ä^:C:i?:H=l:2:3:4; 
der  bekannte  Satz  des  Archimedes  repräsentirt  hiervon  den  speciellfl 
Fall  a  ^=:1>  :=^  c  mit  Weglassung  von  H. 

c.    Das  getheilte  Hyperboloid  hat  zur  Gleichung 

-(!)■-©• +  (7)'='- 


F  =  «  ^  gjp8  «_  c»^  +  Const). 
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und  seiii  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  jer  >>  c  ist  eine  EUipee 

mit  den  Halbachsen  —  V  jbt«  —  c'  und  —  V^g^  —  c^ ,  daher 

c  c 

and  nach  Formel  1),  wenn  g  för  x  geschrieben  wird, 

ah 

Rechnen  wir  das  Volumen  vom  Scheitel  der  Fläche  aus,  so  mnss 
?=  0  werden  für  ^er  =  c;  daraus  folgt  Const.  =  |c«, 

lud  nun  bedeutet  V  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Höhe  g  —  c. 
ftr  z  =  2c  ergiebt  sich,  dass  die  Kappe  von  der  Höhe  c  das  Volu- 
nen  |  x  dbc  besitzt. 

d.  Das  elliptische  Paraboloid  hat  zur  Gleichung 

—  +  4-  =  2;^; 
a  h 

leb  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  e  ist  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  V  2az  und  V^2l>ie?,  daher  TJ  =  2jtVah  .  js  und 

i)  V=n;Vai  ,  e^  =  lUis, 

vobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  unter  V  das  Volumen  einer 
bppe  von  der  Höhe  0  verstanden  wird.  Dieses  Volumen  kommt 
kr  Hälfte  des  umschriebenen  elliptischen  Cylinders  gleich ;  hierin 
kgt  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  von  Archimedes  ge- 
(ebenen  Quadratur  der  ParabeL 

e.  Das  hyperbolische  Paraboloid  mag  durch  die  Gleichung 

a  0 

krakterisirt  werden;  sein  Querschnitt,  in  der  Entfernung  x  sonk- 
tcht  zur  or-Achse  gelegt,  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  a;y-Ebene 
i&  begrenztes  Stück  abschneidet.  Betrachten  wir  nur  das  über  der 
(y-£bene  liegende  Volumen,  so  ist  27  jenes  Stück  und 

TT  n        2       ««  l/T 

3    2a         Y     a 

bitbin 

^   aVa    ^         * 
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Das  oberhalb  der  a;^- Ebene  vom  Scheitel  bis  zum  QaerBclmitte 
U  reichende  Volumen  beträgt  hiemach  ein  Viertheil  des  umscbriebe- 
nen  parabolischen  Cylinders. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo  die 
Begrenzungsfläche  des  Volumens  durch  Umdrehung  einer  ebeneD 
Curve  um  die  rr- Achse  entstanden  ist.  Der  Querschnitt  V  bildet 
dann  einen  Kreis,  der  die  Ordinate  der  Curve  zum  Radius  hat,  und 
wenn  wir  diese  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate  wie  gewöbnlicb 
mit  y  bezeichnen,  so  haben  wir  U  =  7ty^  und 


7) 


=  ''1 


y^dx. 


Im  Fall  der  Abscisse  x  zwei  Ordinaten  y\  und  y^  >  ^i  ent» 
sprechen,  welche  entweder  zu  derselben  Curve  oder  zu  zwei  verschie- 
denen Curven  gehören  können,  so  beschreibt  bei  der  Umdrehung  di« 
Strecke  y2  —  yi  einen  Kreisring,  dessen  Inhalt  U  =  ^Ö/a^—Jf/l 
ist;  das  Volumen  des  ringförmigen  Rotationskörpers  bestimmt  sieb 
dann  durch  die  Formel 


8) 


V  =  nf{yl  -  y«)  dx. 


Als  Beispiel  diene  die  Cubatur. des  Körpers,  welcher  entsteht, 
wenn  ein  mit  dem  Radius  a  beschriebener  Kreis  um  eine  Gera^ 
gedreht  wird ,  deren  Entfernung  vom  Kreismittelpunkte  =  c  ist 
Nehmen  wir  die  Drehungsachse  zur  o;- Achse  und  lassen  die  y-km 
durch  den  Kreismittelpunkt  gehen ,  so  haben  wir  als  Gleichung  d« 
rotirenden  Curve 

y  =  c±  Ya^  —  a?2 .  . 

Dabei  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  d 
die  Drehungsachse  ganz  ausserhalb  des  EreiM 
liegt  oder  ihn  schneidet,  d.  h.  ob  c  ^  a  oder 
<  a  ist.  Im  ersten  Falle  (Fig.  61)  sind  all 
Querschnitte  Kreisringe  mit  den  Halbmessern 

^2  =  c  +  Ya^—x^,    yi 
mithin  ist  nach  Formel  8) 


Fig.  61. 


=  c  —  Ya^- 


aj 


x^dx 


oder 


V  =  27t  —  [  xYa^  —  a?2  +  a^ aresin  —  )  • 
a  \  a/ 

Einer  Constanten  bedarf  es  nicht,  wenn  man  das  Volumen  to( 
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r  =  0  ab  rechnet     Für  z  =  a  ergiebt  sich  der  Inhalt  des  halben 
Rioges  =r  x^a^Ct  mithin  als  Inhalt  des  ganzen  Ringes 

9)  i?  =  23r»a»c. 

^^'  ^  Im  zweiten  Falle,  den  Fig.  62  leigt, 

sind  die  Querschnitte  theils  Yollkreise  theils 
Kreisringe,  je  nachdem  x  weniger  oder 
mehr  als  OD  beträgt;  der  ganie  Rotations- 
körper besteht  daher  aus  zwei  Theüen,  wel- 
che einzeln  zu  berechnen  sind.  Für  den 
ersten  Theil  ist 

mithin  nach  Formel  7) 


dx 


V=Jt  y  (a«  -f  c2  —  05»  +  2cVa^  —  x^) 

oder  durch  Ausführung  der  Integration  und  Zusatz  der  Bedingung, 
dasB  V  und  x  gleichzeitig  verschwinden  müssen, 

F=3r|(a2+  c»)a?  — |a;8  +  cxVa^  —  x^  +  a^carcstn^l- 

BierauB  ergiebt  sich  das  Volumen  der  von  der  Fläche  BODE  be- 
•Ariebenen  Zone  Z,  wenn  man  für  x  seinen  grössten  Werth 

OB  =  y^iTT^ 

«etzt;  nach  gehöriger  Zusammenziehung  findet  man 

7 ^g(2a2  +  7cg)Va2~c2    ,      ,  .    Va^-^c^ 

^  —  ns — u  a^ca/rc8%n 

I  '  3a  '  a 

'      Um  zweitens  das  vom  Segmente  BEAD  beschriebene  Volumen 
W  ermitteln,  haben  wir  in  Formel  8) 

y2  =c  -\-  y  a^^x'^  ,         y^  =  c  —  V  a3  —  a?2 
m  nehmen,  wodurch 

V  =  27tc\xV a^ -- x'^  -\-  a'i aresin  —  -f  Const^ 

•^rd,  und  die  Constante  so  zu  bestimmen,  dass  V  verschwindet,  wenn 
t  seinen  kleinsten  Werth  OB  =  Ya^  —  c^  erhält;  dies  giebt 

0  =  23rc   cVa2— c»  +  a^arcsin      ^^ "~ ^'  +  Const. 
^  a 

*öd  dorch  Subtraction  von  der  vorigen  Gleichung 
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F=  2Ä(ca?Va«  — a?2  —  c«  V  a«  —  c^) 

4-  2na^c[arcstn arcstn /• 

\  a  a       ' 

Für  a?  =  a  erhält  man  das  vom  Segmente  DEÄD  beschriebene 
Volumen 

F,  =  n^a^c  —  Ä    2c2y  «2  _  c2  ^  a^c  aresin 

'  a 

Das  Doppelte  von  Z  -\-  Vi  giebt  den  Inhalt  des  ganzen  Wri 
stes;  führt  man  noch  den  Winkel  OCB  =  0  ein,  indem  man 

z=  stnu 

a 

setzt,  so  findet  man 

10)  W=  2na^c{iic  —  ti)  +  |Äa(2a2  +  c2)sinö. 

In  dem  noch  übrigen  Falle,  wo  die  Drehungsachse  den  Erei 
berührt,  mithin  c  =  a  ist,  liefern  die  Formeln  9)  und  10)  densellw 
Werth,  nämlich  2%^a\ 

Allgemein  betrachtet  verlangt  die  Cubatur  eines  begrenzten  Vo» 
lumens  zwei  Integrationen,  deren  erste  den  Querschnitt  U,  und  der« 
zweite  den  Inhalt  V  bestimmt.  Diese  Bemerkung  lässt  sich  auch  n 
die  Sprache  der  Analysis  übertragen  und  demgemäss  V  unter  dej 
Form  eines  Doppelintegrales  darstellen,  doch  versparen  wir  da 
Nähere  hierüber  bis  dahin,  wo  von  den  mehrfachen  bestimmten  Int« 
gralen  und  deren  geometrischen  Anwendungen  die  Rede  sein  wird. 


§,  87. 
Die  Complanation  von  CyUnderfläohen. 

In  Fig.  63  sei  OL  =  x,  LM  =  y,  LN  =  MP  =  z,  km 
y  ■=  (p(x)  die  Gleichung  der  Leitlinie  BM  eines  vertical  stehend« 
Cylinders,  und  0  •=  ijf^x)  die  Gleichung  der  Directrix  eines  horizoi 
tal  und  parallel  zur  ^- Achse  liegenden  Cylinders;  beide  Gylindi 
schneiden  sich  in  der  doppelt  gekrümmten  Linie  DP,  und  wenn  mi 
sieh  ausser  der  beweglichen  Ebene  LMN  noch  eine  dazu  paralld 
feste  Ebene  ABC  denkt,  so  entsteht  auf  dem  horizontalen  Cylindi 
eine  begrenzte  Fläche  GDFN,  deren  Inhalt  S  ermittelt  werden  sol 

Zu  diesem  Zwecke  ertheilen  wir  der  Abscisse  x  den  Zuwai 
XXi  =  (2a;;  die  Fläche  8  nimmt  dann  um  den  Streifen  NNiPi 
=  (2S  zu,  und  je  kleiner  ü£i  ist,  um  so  genauer  kommt  dieser  S 
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fen  einem  Beditecb  gkkii,  von  wckhem  NP  =  LM  =  f  die  eiae 
Seite,  und  die  Bogenzimakme  NNi  die  andere  Seite  dareteDt.  Hiet^ 
nach  ist,  wemi  arcCN  lait  s  beEdduiet  wird. 


nithiii  dnrcii  Integmtioii 


l) 


S  =  fyVT+^dx. 


Fig.  63. 


Fär  jf  und  /  and  ihre  aas  den  Gleichimgen  der  Cmren  BM 

und  CJf  gezogenen  Wer- 
tke  ^>(x)  und  ^'(x)  ein- 
zusetzen ;    die    Integra- 
tionsconstante  bestimmt 
sich    durch   die  Bedin* 
gong ,  dass  S  =  0  wer- 
den mnss,  wemi  x  den 
Anfsuigswerth  OÄ  erh&lt 
a.    Kreisförmiges 
Klostergewölbe.    Die 
halbe  Spannweite  des  Ge- 
wölbes sei  OÄ  =  a  (Fig. 
64),  der  Pfeil  OC  =  h, 
tB=  5,  und  c  der  Radius  der  kreisförmigen  Wölbungscurve  CNA\ 
rt  ferner  in  Fig.  65  0'  der  Mittelpunkt  des  Bogens  ANC,   O'C 
^K  OC  =z  l,  so  gelten  folgende  Gleichuugen : 


Fig.  64. 


Fig.  66. 


y 


h 

—  X 

a 


Vi  4-/2  = 


e=z  Vc2  — (a?  +  Ä;)3  — ?, 
c 
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=  s=  fVT+^dx  =  f-^ 


^,7.  ..,....,  .  cdx 

arcCN 


Vc^  —  {x  -f  ]fe)» ' 
und  nach  Formel  1),  wenn  die  Fläche  CNP  =  S  gesetzt  wird, 

hc    r  xdx 

a  J  V/?2__ 


S 


Vc2  — (a;  +  Uy 
Das  letzte  Integral  lasst  sich  auf  die  Form  bringen 

s^^r^^^dx__r^^dx__ 

und  daraus  folgt 

S=  -|—  cV^^^^^x^l^^  --  ÄS  +  Cons#.| 
Für  Ä  =  0  wird  S  =  0  und  s  =  0,  mithin 

0  =  —     —  cVc2  — Ä2   4-    OOWS^.   I 

und  durch  EUmination  der  Constante 

S=— |c|y(j2  — fc2  __  Yc^  —  (a;  +  Ä;)2  |  —  Äsl- 

Da  es  hauptsächlich  auf  die  ganze  Flüche  ÄBC  =  F  ankomn| 
so  nehmen  wir  x  =  a  und  beachten,  dass 

Vc«  — Ä»  —  Vc2  — (a  +  Ä;)2  =  Ä  -I-  Z  —  ?  =  Ä 

ist  und  dass  gleichzeitig  5  in  den  Bogen  CA  übergeht,  dessen  Ces* 
triwinkel  ÄO'C  mit  y  bezeichnet  werden  möge;  dies  giebt 

hc 

a 

Für  Stichbögen  wird  die  Formel  einfacher,  weil  dann  Ä;  =  0  ü 
b.    Elliptisches  Klostergewölbe.     Besteht  die  Wölbunf 

curve  aus  einem  Ellipsenquadranten  mit  den  Halbachsen  QÄ  = 

00  =  c,  so  ist 

^  c  -iZ—g 

y  =  —X,  0  =  —  V  a^  —  X'. 

a  a 

Im  Falle  a  ^  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  gedrücktes  iä 
ergiebt  sich 


die  Substitution  ä^  —  x^  =  a^  tt^  verwandelt  das  vorstehende  Intt 
gral  in  folgendes : 
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-  alfVl 


isen  EntwickeluDg  sehr  leicht  ist.      Bestimmt  man  die  Constante 
dass  S  för  a;  =  0  verschwindet  und  setzt  nachher  a?  =  a,  so 
lält  man  für  die  ganze  Fläche  ABC 

r=,..j,  +  lr_£!,(l±i)j.  „>.. 

Im  Falle  a  <^  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  überhöhtes  ist, 
[iebt  sich 

r      «2  —  x^  a 


F  •=\a})\\-\ "Xi —  arctanl  ( ,     a  <  c. 


Dieses  Integral  kann  ebenso  wie  das  vorige  behandelt  werden, 
idurch  man  erhält 

A 

c.   Kreuzgewölbe  bestehen   aus    den  Stücken,  welche  übrig 

bl)eD,  wenn  die  Flächen  der  Elostergewölbe  von  den  Flächen  voll- 

Pi~  gß  ständiger   Tonnengewölbe    abge- 

^  zogen  werden;  ist  z.  B.  in  Fig* 

^^!"<^--... -r        66  ABC  ein  Theil  eines  Kloster- 

gewölbes  und  ABDC  ein  Ton- 
nengewölbe, so  bildet  der  Rest 
BCD  ein  Stück  von  einem  Kreuz- 

o! ^M       .^     gewölbe,    dessen   übrige   Stücke 

y^  ^  diesem  entweder  congruent  oder 

'q  auf    ähnliche    Weise    entstanden 

sind.    Mit  Hülfe  der  Bezeichnun- 
ft  ABC  =  F,  BCD  =  F+,  arcAC  =  arcBD  =  8  ergiebt  sich 

F-^  =  hs  —  F, 
I F  einen  der  früher  angegebenen  Wörthe  hat 

§.88. 

■ 

Die  Complanation  der  Umdrehtinggfläohen« 

Eine  in  der  Ebene  x£  liegende  Curve  CN  (Fig.  67  a.  f.  S.),  deren 
Pchnng  z  =  il;(x)  heissen  möge,  werde  um  die  «- Achse  gedreht 
d  die  entrtandoie  Rotationafläche  von  einem  verticalen  Cylinder 


400  Gap.  XIV.  §.  88.  Die  Gomplanation  der  Umdrehungsflächen. 

gesclmitten,  dessen  Leitlinie  BM  durch   die  Gleichung  y  =  (p(x) 
bestimmt  ist;  der  feste  Parallelkreis  CD,  der  bewegliche  Parallelkrag 


Fig.  67. 


NP,  die  Curve  CN  und 
der  Durchschnitt  DP  be- 
grenzen einFlächenstäck 
CDFNy  von  welchem 
wir  den  Inhalt  S  auf« 
suchen  wollen. 

Wenn  OL  =  a;  ua 
LLi  =  dx  zunimmt,  u 
wächst  S  um  den  Strei* 
fen  NPFiNi  =  d 
welcher  dem  Becbtecl 
aus  den  Seiten  NPm 
NNi  desto  näher  kommt,  je  kleiner  ^^i  genommen  wird.    Nun  ii 

sinNLP  =  cosMLP  =  ^  =  ^  =  1  , 

LP         LN         e 


mitbin 


y 

Z.  NLP  =  aresin  — 


und,  da  NP  ein  mit  dem  Halbmesser  z  beschriebener  Kreisbogen  \i 

y 

arcNP  =  e  aresin  —  • 

Für  die  andere  Seite  des  erwähnten  Rechtecks  hat  man 

arcNNi  =  ds  =  VT+T«  dx, 


mithin 


dS  —  z  aresin  ^  •  VT+T«  dx 

z 


Fig.  68. 


und  durch  Integration 

1)  S  =  fzVT+7^ aresin ^äi 

Die  Werthe  von  y  und  z  sii 
aus  den  Gleichungen  der  gegeben 
Gurven  zu  nehmen,  und  dieintegr 
tionsconstante  muss  so  bestimmt  wi 
den,  dass  S  =  0  wird  för  »  =  ft 

Als  Beispiel  diene  die  Com 
nation  eines  Eugelgewölbes 
68).     Die  Curve  BM  ist  hier  ei 
Gerade  parallel  zur  a^-Achse,  die  i 


S  =  c  I  aresin  .  /  dx. 


S  =z  ex  aresin 
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tirende  Gaire  ein  Kreis,  in  dessen  Mittelpunkt  wir  den  Goordinatea- 
iniang  legen;  for  OB  ==  &,  OB  =  e  sind  demnach  die  gegebenen 
Tleichnngen 

Bithin  nach  Formel  1),  wenn  8  die  Fläche  DFFN  bedeutet. 

Bei  theüweiser  Integration  wird 

V^c2  —  x^  J  (c2  —  x^)  Ve'^  -T-  62  —  «9 

=  ca; arcsin  ,  .  —  ^c  /    -s :;  —  1    -7===» 

ycnr^  7  Lc»  — a?»       Jyc3  — 63  — a?« 

der,  wemi  man  wieder  eine  Integration  ausführt, 

h  X 

8  =  ex  aresin  , ,  +  ^c  aresin  , . 

Yc^-Tx^  V  c2  —  6« 

J  (c3  —  a;2)  V  c3  —  62  —  a;3 

Setzt  man  in  dem  noch  übrigen  Integrale  x  =  Vc^  —  6^  ^^i^tl^ 
bvird 

r dx     _  r        du 

J  (^2 /p2)  y^i 52 ^2        t/   c^cos^u  +  ft^sm^w 

=  ■7—  arctan  ( —  <aww  )  =  -r—  arctan  ■  ^  , 

he  \e  /he  cV  e'^  —  h^  —  x^ 

ftd  daher  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

e  X 

8  =  ex  aresin  ■  ;  +  he  aresin  ^. 

I  V  C2  —  iC3  y  C2  —  62 

I  cVc2  — 62  — a;9 

'obei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  weil  S  und  x  gleich- 
otig  verschwinden  sollen.  Geben  wir  dem  x  einen  grössten  Werth 
li  =  a  und  bezeichnen  die  Fläche  DEGF  mit  jP,  so  wird 

h  ^  .  ^ 

F  =  ae  aresin  ^ ,  +  hearesxn  ,. 

y^FII^  ^  Vc3_52 

a6 
—  e^arctan    ,.   ■  • 

c  V  c2  «^  a»  —  6» 

0cblOmilch,  AiiAlyiii.  I.  26 
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Diese  Formel  gewinnt  an  Eleganz  durch  die  Bemerkung,  dass 

ah  .    /        h  <*       \ 

ardan    .,>  =  arcsin  (    /  •  n/  ,      ,,  1 

ist,  und  man  kann  daher  schreiben 

2)  F=  c(acc  -I-  bjS  —  cy), 

wobei  die  Bögen  a,  ß^  y  durch  die  Gleichungen 

sina  =  -75==,        sinp  = 


istna  =  -75===,         ö'wp  —  ^/  „  > 

sin)/  =  si»a  8in/3 
bestimmt  sind. 

Die  allgemeine  Formel  1)  vereinfacht  sich  wesentlich  in  den 
Falle,  wo  es  auf  den  zwischen  den  positiven  Theilen  der  CoordiDa 
tenebenen  enthaltenen  Octanten  der  Rotationsfläche  ankommt,  w 
mithin  die  Curven  BM  und  GN  congruent  sind.  Für  y  =  z  vim 
nämlich 

8=^l7tfyVr+y^dx, 

demnach  ist  die  Oberfläche  einer  durch  vollständige  Umdrehung  ent 
standenen  Zone 

4)  Z=  27t    fy^/TT^dx. 

Als  Beispiel  diene  das  abgeplattete  Ellipsoid,  dessen  Meri 
dian  zur  Gleichung  hat 

y  =  ^  V  fe2  —  ä;2. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

Vö2  — ?,2  _ 

1         -^' 

so  erhält  man  zunächst 

Zz=2%  fVW+l^dx 
und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration 

Z=7t  L VbM^lä^  +  -^  l(Xx  +  Vh^  +  ^^x^)  +  Const}^ 

Rechnet  man  die  Zone  von  der  Aequatorebene  an,    so   muss  0  =() 
werden,  wenn  x  =  0;  dies  giebt 
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Füix  =  b  erhält  man  die  Oberfläche  des  halben  abgeplatteten 
EIIipsoideB ;  die  gesammte  Oberfläche  ist 

5)  Ä  =  27th^\\/T+Xi  +  ^  i^A  +  VTTI^)j . 

Wenn  die  rotirende  Curve  bo  beschaffen  ist,  dass  der  Abscisse  x 
iwei  verschiedene  y ,  etwa  yi  und  yg  entsprechen ,  so  entstehen  zwei 
Fig.  69.  Umdrehungsflächen,  deren  Grössen   einzeln  be- 

stimmt werden  müssen.    Wie  man  diese  Bemer- 
s  kung  anzuwenden  hat,  mag  folgendes  Beispiel 

zeigen. 

Die  rotirende  Curve  sei  ein  mit  dem  Halbmes- 
^  BBT  ÄC  z=z  a   beschriebener  Kreis  (Figur  69), 

dessen  Mittelpunkt  um  CO  =  c  von  der  Dre« 
hungsachse  entfernt  liegt.     Im  Falle  c  "^  a  ist 
.  för  alle  Punkte  des  Quadranten  AB: 

y,  =  c  -f  Va*  — «2, 

^  =  2«  f(c  +  Va2-a;2)  -pj 

</  V  a«  —  a;2 

(                 ^ 
=:  2x  iacarcsin }-  ax 

i  a 

inbei  es  keiner  willkührlichen  Gonstanten  bedarf;  fär  2;  =  a  erhält 
nun  die  vom  Quadranten  AB  beschriebene  Fläche 

B2  =  2sta(\«c  -^  a). 

Die  Punkte  auf  dem  Quadranten  AD  bestimmen  sich  durch  die 
Ifleichnng 

yi  =  c  —  V  a«  —  a?« 

und  daraus  findet  man  für  die  von  jenem  Quadranten  beschriebene 
Üäche 

El  =  23ra(jÄC  — a). 

Bas  Doppelte  von  Bi  -^  Rq  giebt  die  Gesammtoberfläche  des 
ttitstandenen  Ringes,  nämlich 

Im  Falle  c  <  «  (Fig.  70  a.  f.  S.)  besteht  die  Oberfläche,  welcK 
der  Kreisbogen  BEAD  beschreibt,  aus  den  drei  von  BEj  EA  unör 
^B  -erzeugten  Flächen.     Um  die  erste  zu  erhalten  geben  wir  in  der 

Formel 


dx 


X 

Z^  TT-z  2  7t a^c  aresin 1-  a? 


26* 
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dem  X  seinen  grössten  Werth  OD  =  V  a^  —  c^ ,  woraus  folgt 

Z2  =  2 na  ]c aresin 


y  flj2  __  ^2       ^ . 


Fig.  70. 


a 

Für  alle  Punkte  des  zweiten  Bogem 
EÄ  ist 

mithin 

0 


^=  2  jr  /  (c  +  V  a2  —  rc2) 


V^^ 


dl 


r2 


=  2  xa  je  aresin \-  x  -{-  Const.l 

wobei  die  Constante  so  bestimmt  werden 
muss,  dass  Z  :^  0  wird,  wenn  x  seineii 
kleinsten  Werth  OD  erhält.     Dies  giebt 


Z  =  2na\c  aresin e  aresin 

a 


a 


4-  a?  —  Va^- 


und   für  x  :=  a  erhält  man   für   die  vom  Bogen  EA  beschriebe« 
Fläche 


Zi  =  27ia\\%e  +  a  —  V a^  — . c2  _ 


carcsm  — 


a 


Endlich  werden  alle  Punkte  auf  -42)  durch  die  Gleichung 

y  ^=^  e  —  V  «2  —  a;2 


bestimmt,  mithin  ist  hier 

2=  2jr  /(c  — Va2  — ä;2)  77=^ 
0/  ^  Va2  — 


a; 


3 


(2a; 


a; 


=  2  7ta\e  aresin x  •{-  Const  J ; 

giebt  man  der  Constanten  einen  solchen  Werth,  dass  Z  verschwind« 
für  X  =  OD  und  nimmt  dann  x  =  a,  so  erhält  man  für  die  voa 
Bogen  AD  beschriebene  Fläche 

(,  1/ Va2  — c2 

Zq  =z  27ta  )\^e  —  a  +  k  a*  —  c2  ^-  caresin 

(  a 

Die  Oberfläche  des  ganzen  Wulstes  ist  das  Doppelte  von  Z^^r^ 
+  Z-i ;  durch  Einführung  des  Winkels  0  CD  =  0  wird  hieraus 

7)  Wz=  4Äa{c(jr-^ö)  +  astnö}. 
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Im  letzten  Falle  c  =  a,  ö  =  0  liefern  die  Formeln  6)  und  7) 
denselben  Werth  4:7C^a\ 

Wenn  die  Fläche,  deren  Complanation  verlangt  wird,  weder  eine 
cylindrieche  noch  durch  Umdrehung  entstanden  ist,  so  führt  das 
Problem  auf  J)oppelintegrale ,  deren  Behandlun|[f  einem  späteren  Ca- 
pital vorbehalten  bleibt. 


Cap.  XV. 

Die   einfachen  bestimmten   Integrale. 

§.  89. 
Definitionen  und  Werthbestimmungen. 

Wir  knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §.  64  wieder  an,  deoi 
zufolge  unter  dem  Symbole 

b 


ß 


fix)  dx 


a 


der  Grenzwerth  verstanden  wird,  gegen  welchen  die  Summe 

1)  /(«)»!  +/(«  +  Öl)  «2  +/(«  +  3,  +  «,)  »3    + 

convergirt,  wenn'  die  Grössen  dj,  ^2,  .  .  .  ö»  der  Null  näher  irn^ 
näher  kommen ,  während  sie  immer  der  Bedingung  di  -|-  d-i  -|~  ^3  4 
•  *  '  -\-  an  =  h  —  a  genügen  müssen.  Zugleich  erinnern  wir  d 
die  geometrische  Bedeutung  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass 
als  Abscisse  und  y  =■  f{x)  als  zugehörige  Ordinate  einer  Curve  an 
gesehen  wird ;  es  ist  nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  de 
Fläche,  welche  die  Strecke  h  —  a  der  Abscissenachse  zur  Basis  iui 
seitwärts  durch  die  Ordinaten  /(a) ,  f(h)  und  oberhalb  durch  die  ge 
nannte  Curve  begrenzt  wird  (Fläche  -4jBDC  auf  S.  303).  SpäW 
ergab  sich,  dass  das  bestimmte  Integral  auch  als  Differenz  zveiei 
Specialwerthe  des  unbestimmten  Integrales 

2)  ff(x)dx  =  F(x)  +  Const. 

betrachtet  werden  konnte,  und  es  war 

b 

3)  ff(x)dx  =  F(h)  —  JP(a), 


a 
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mter  der  Yoraussetznng,  dass  die  Function  f{x)  innerhalb  des  Inter« 
'alles  von  a?  =  a  bis  a:  =  &  keine  Unterbrechung  der  Gontinuität 
rleidei  —  Welche  von  diesen  zwei  Definitionen  des  bestimmten 
ntegrales  man  als  die  primäre  wählen  will,  ist  an  sich  gleichgültig; 
rir  entscheiden  uns  für  die  erste ,  weil  sie  in  gewisser  Rücksicht  die 
Ugemeinere  ist.  Die  zweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass 
lan  das  unbestimmte  Integral  von  f(x)  dx  bereits  kenne,  und  hierin 
iegt  wiederum  die  Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Function 
(x)  bekannt  sei;  eine  solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  De- 
bition  nicht  statt,  es  reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das  jedem  x  von  x  = 
ibiß  a;  =  h  entsprechende  y  angebbar  ist,  gleichgültig,  wo  man  es 
lerbekommen  hat.  Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen 
^ellosen  (nur  wenigstens  zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier 
rirft,  weiss  nach  der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des 
«stimmten  Integrales,  da  mit  dem  2uge  selbst  eine  Fläche  entstan- 
lenist,  er  kann  den  Werth  desselben  nach  §.66  oder  auf  mecha- 
iBche  Weise  (mittelst  eines  sogenannten  Planimeters)  sehr  genau  fin- 
len,  während  dies  nach  der  zweiten  Definition  erst  dann  geschehen 
)5Dnte,  wenn  die,  vielleicht  gar  nicht  angebbare  Grleichung  der  ent- 
tandcDen  Curve  bekannt  wäre. 

In  allen  Fällen ,   wo  sich  der  Werth  des  unbestimmten  Integra^ 

'■  /  /(^)  dx  entwickeln  lässt,  ist  es  natürlich  das  Einfachste,  das  be- 

itifflmte  Integral  aus   dem  unbestimmten   herzuleiten.     Wir  geben 

IKTzu  einige  Beispiele. 

Mittelst   der  Fundamentalformel   6)   in  §.65   erhält  man  sehr 

picht 

a 

dx  71 


h 

0 

I 

QO 

J  «5 


4-  a?2        4  a 


dx  % 


+  a;2        2a' 

u 

L  , 

*)  Es  bedarf  wohl   kaum   der  Bemerkung,   dass  unter  einem  Inte- 
Ne  von  der  Form 

Jf{x)dx 

a 

!«■  Grenzwerth  zu  verstehen  ist,  welchem  sich  das  Integral 

b 

ff{x)dx 
>^i  QnendUoh  wachsenden  h  nähert. 
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die  Formel  10)  §.  65  liefert 

dx 
8) 


/dx n 


Aus  der  Beductionsformel  8)  in  §.  73  ergiebt  sich  für  a  =  1 
b  =  —  1.  w  =  1 

_  _  ^-Hl-xy^^        rn-J_     r  _ 

s  -{-  m  s  -{-  m  J 

führt  man  die  Grenzen  ^  =  1,  d;  =  0  ein  und  setzt  yoranB,  du 

m  —  1  imd  5  -|-  1  positiv  sind,  so  erhält  man  einfacher 
1  1 

0  0 

Bei   ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Formel  (m  —  l)mal  nad 

einander  anwenden;  dies  giebt 

1 


/  a?"»-i  (1  —  x)' 


/dx 

0 

m  —  1       m  —  2 


•  • 


1 —    f(l  —  xYdx, 

s  +  2  J  ^  ^ 


8  +  m  s  4-  m  —  1        s  +  3s  + 

0 

Der  Werth  des  noch  übrigen  Integrals  ist,  unbestimmt  genommeo, 

= i-^  (1  —  a?)'  +  1  +  Const,, 

s  -j-  1 

daraus  folgt,  weil  s  -)-  1  als  positiv  vorausgesetzt  wurde, 

1 

(1  '-xydx=     ^ 


ß 


8+1 
0  ' 

Substituirt  man  dies  und  nimmt  s  -\-  1  =  a,  so  gelangt  man  i 

dem  Resultate 
1 

4)  far-^i  -  xY-^dx  =      i-2-3---(>»-i)      „>, 

J  a(a  +  1)  .  .  .  (a  -f- 1»  —  1) 

Aus   der  vorhin  benutzten  Reductionsformel  erhILlt  man  ferne 
für  a  ==  1,  5  =  —  1,  n  =  2,  s  =  —  I 

x'^'^'^dx 


ß 


Vi  —  a?2 

w  —  1  "*"♦»—  l7  Vi  —  ir» 
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Sclireibt  man  m  für  m  -^  1   und   f&hrt  die  Grenzen  x  =  l   und 
X  =  0  ein,  so  wird  einfacher 

/x'^dx     m  —  1    r  x'^-^dx 
Vi  —  x^~      ^     7  Vi  —  a?2' 

0  0 

Darch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  kommt  man,  je  nach- 
dem m  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  eines  der  beiden  Integrale 

/dx        7t       P     xdx       

0  0 

und  damit  gelangt  man  zu  folgenden  Ergebnissen 

'^         J  VT^T^  =      2.4.6....«»      J'  (*"  «^"'*^>' 

0 

1 

^,  r     x'^dx  2  .  4  .  6  .  .  .  (w  —  1)    , 

*^  J  VT^7  =       3.5.7....,n      '  (*"  '^°8^'^*'^^)- 

0 

Wir  machen  femer  Gebrauch  von  der  Reductionsformel 

tod  fähren  die  Grenzen  a?  =  od  und  o;  =  0  ein.  Unter  der  Vor- 
ttsaetzung,  dass  m  und  a  positive  Grössen  sind,  verschwindet  das 
i'roduct  i»'"e"'"*  sowohl  f ur  ä;  =  oo  als  für  a;  =  0,  und  daher  wird 


.00  _Q0 


/  x^e"^'' dx  =  —  /  x^~^e-'^^dx, 

0  0 

Bei  ganzen    positiven  m  führt  die  wiederholte  Anwendung   dieser 
Formel  auf  das  Integral 

/oo 
e-«*(Z>r=i,  a>0 
a 

0 

tad  daher  "wird 

_00 

fi\  /  ^  1.2.3...m        ^^ 

0 

Die  Fundamentalformel  8)  in  §.66  liefert  durch  Einführung  der 
Grenzen  m  =  |  ^  und  w  =  0 

9)  /' ^^  '^ 


+ /3»s«Vm        2a/3 
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Endlich  benutzen  wir  noch  die  beiden  Formeln 

//>      -.                 acosßu  —  ßsinßu       ^     .    ^ 
er-^^cosßudu  = ^^^  +  ß^  +     ' 

-««   •    a     j  asinßu  +  ßcosßu    _^^    ,    ^ 

und  nehmen  erst  te  =  oo  dann  u  =  0.  Unter  der  Voraussetzung, 
dasB  a  eine  positive  die  Null  übersteigende  Grösse  ist,  verschwinden 
die  Producte  e~'*^C08ßu  und  e~^^  sinßu  für  w=  oo ,  und  es 
bleibt 


/' 


10)  J e-^^cosßudu  =  ^^  ^  a>0, 

00 

11)  Jer-^usinßudu  =  -^^^'^^,  «>0. 


§.  90. 
Fundamentaleigensohaften  bestimmter  Integrale. 

I.  Behält  die  Function  f(x)  innerhalb  des  Intervalles  x  =  a 
bis  a;  =  5  dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  letzteres  den  Grössenj 
/Wj/Cö^  +  ^i)»  •  •  «/(öt  +  ^1  +  •  •  +  ^n— i)  gemeinschaftlich  zn 
und  ebenso  dem  Integrale  zwischen  jenen  Grenzen.  Geometrisch 
heisst  dies,  eine  Curve  mit  durchaus  positiven  oder  durchaus  nega- 
tiven Ordinaten  besitzt  eine  positive  resp.  negative  Fläche. 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  auf  einen' 
Ausdruck  von  der  Form 

an ,    so   entsteht  ein  Aggregat  von  zwei  Summen ,  welches  sich  zu 
einer  einfachen  Summe  zusammenziehen  lässt;  man  erhält  nämlich 

6  b  b 

1)      f{Ä(p(x)  +  Btl^ix)}  dx  =  Ä  f(p(x)dx  +  B  f'^{x)dx, 

a  a  a 

Zu  demselben  Resultate  führt  die  Gleichung   3)  des  vorigen  Para- 
graphen, wenn 

C(p(x)dx  =  0{x)  +  Gl ,      C^{x)dx  =  ^(x)  +  ßi 

gesetzt  wird. 


6 

ß 
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Aas   den   beiden   vorigen  Bemerkungen   sasammen    folgt   ein 
bäofig  gebranchter  Satz.      Nehmen  wir    an,    in    dem    bestimmten 

Integrale 

b 

a 

sei  /(x)  ein  Product  zweier  stetigen  Functionen  ^){x)  und  ^(x)y 
deren  erste  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  h  für  x  =  a  ihren  grössten 
und  für  x  =z  ß  ihren  kleinsten  Werth  erhalten  möge,  so  ist  für  jenes 
Intervall  qp(«)  —  fp(x)  positiv,  fp(ß)  —  (p(x)  negativ,  ferner,  wenn 
i>(x)  von  a  bis  h  positiv  bleibt,  auch  [^(a)  —  (p(x)]ilf(x)  positiv, 
dagegen  [fp(ß)  —  7(^)]^(^)  negativ.     Nach  dem  Obigen  ist  nun 

b  b 

/  [9p («)  —  9> (^)]  '^(x)dx  positiv;  /  [9 (/J)  —  9 (a?)]  ^{x)dx  negativ ; 

a  a 

durch  Integration  der  einzelnen  Theile  giebt  dies 

h  b  b 

2)      9(a)    r^(x)dx  >  f^{x)^{x)dx>q>[ß)  C^{x)dx. 

a  a  a 

Will  man  aus   dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  bilden,  so 
lasse  man  in  dem  Ausdrucke 

b 

^(^  J  tix)dx 

a 

die  willkührliche  Grösse  |  das  Intervall  a  bis  h  durchlaufen  und  be- 
achte, dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 
tegral 

b 

q>(x)ilf(x)dx 


f' 


wird;  wegen  der  Stetigkeit  von  (p(^)  muss  es  daher  einen  zwischen 
tt  und  h  liegenden  Werth  von  |  geben,  für  welchen  beide  Ausdrücke 
gleich  werden.  Diesen  Werth  von  |  können  wir  mit  a  -j-  ^(p  —  ^) 
bezeichnen,  wo  d'  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 
die  Gleichung 

b  b 

^)  j  <p(x)tlf(x)dx  =  <pla  +  d'(h  —  a)]  /  ^{x)dx^ 

a  a 

ui^dzwar  unter  der  Determination,  dass  q>{x)  stetig  und  ^(os)  stetig 
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und   zugleich  positiv  hleiht  von  a;  =  a  bis  a;  =  b.     Beispielswei» 
ist  nach  diesem  Satze 


A 


stnx  .  x'^'-^ax=z  sm—--  -  -* — 

4  m 

ö 

woraus  u.  A.   folgt,  dass   der  Werth  des   Integrales   für  unendlic 

wachsende  m  gegen  die  Nnll  convergirt,  was  man  auf  anderem  Weg 

nicht  so  leicht  finden  würde. 

Nimmt  man  einfach  ^(a?)  =  1,  so  wird  aas  Nro.  3) 

4)  /  (p{x)dx  =  (5  —  a)q)[a  +  '9-(6  —  a)]; 

a 

die  geometrische  Deutung  hiervon  ist  sehr  einfach  (vergl.  §.  8,  Nr.  2 
II.  Betrachten  wir  nun  die  Veränderungen,  welche  im  bestimn 
ten  Integrale  entstehen,  wenn  das  Integrationsintervall  zu-  oder  al 
nimmt.  Aus  der  ursprünglichen  Definition  des  bestimmten  Integil 
les  folgt  die  nachstehende  auch  geometrisch  leicht  zu  erklären! 
Gleichung : 

h  e  c 

5)  ff{x)dx  +ff(x)dx  =Jf(x)dx 

a  b  a 

und  umgekehrt 

c  e  b 

Jf{x)dx  —  ff{x)dX  z=zff(x)dX. 

a  b  a 

Setzt  man  in  Nro.  5)  c  =  a  und  berücksichtigt ,  dass  jederae 

a 


ß 


f(x)dx  ==  0 

a 

sein  muss,  so  folgt  noch 

b  a  I 

6)  Cfix)  dx  =  •-ff{x)dx, 

a  b  { 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschaften  mittelst  der  Glei 

chung  3)  in  §.  89  zu  verifiziren.  ; 

Von  besonderem  Nutzen  ist  oft  folgende   Bemerkung.    Nacl 

Nro.  5)  hat  man  j 

IJ  +  y  U  li  +  y  I 

ff(x)dx  =  ff(x)dx+f/ix)dx] 
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entwickelt  man  die  Integrale  der  rechten  Seite,  indem  man  der  Ein- 
fachheit wegen  di  =  d^  .  .  .  =  d«  =  d  setzt,  so  ist  in  jedem  Falle 

Ä  =  —  und   die  rechte   Seite   der  vorigen  Gleichung    bildet    den 
n 

Grenzwerth  von: 

/(f-}')«+/0t-y  +  «)«+/(f»-y  +  2«)«  + 


-|-/(ft  — y  +  n  — lÄ)d 

+/C"  +  y  — «— 1*)*. 

lobei  die  dem  zweiten  Integrale  entsprechende  Reihe  die  umgekehrte 
Anordnung  erhalten  hat.     Ist  nun  für  jedes  | 

')  /(/*  -  Ö  = /O*  +  S). 

Bo  wird  die  zweite  Reihe  der  ersten  gleich  und  es  folgt  daraus : 


8) 


I  f{x)dx  =  2  1  f{x)dx. 


fi-y  fi-y 

Ist  dagegen 

9)  /(F-l)  =  -/(/*  + I), 

BO  heben  sich  alle  Glieder  der  obigen  Reihen  gegenseitig  auf  und 

es  bleibt: 

^  /  fix)  dx  =  0. 

i"-y 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebnisse  ist  folgende: 
wenn  /(^  —  S)  =  /(/*  4"  Ö »  so  b^teht  die  zu  quadrirende  Curve 
4QS  zwei  congruenten  Theilen  von  gleicher  Lage  C^und  DN,  Fig.  71, 
wo  OJIf  =  fi  und  AM  =  y.  Die  Fläche  ABDNG  beträgt  daher 
<iaB  Doppelte  von  der  Fläche  AM  NC;  wenn  dagegen  /(ft  —  |) 
=  —  /(fi  -j-  I),  so  sind  jene  Theile  zwar  ebenfalls  congruent ,  aber 
^on  entgegengesetzter  Lage;  die  entsprechenden  Flächen  AMC  und 
Fig.  71.  Fig.  72. 


BMD  besitzen  dann  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Vorzeichen 
(Fig.  72),  es  ist  mithin  die  Fläche  ACMBB  =  0.  Nach  diesen 
Bemerkungen  findet  man  z.  B.  ohne  alle  Rechnung,  dass 
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\n 


/  sin^xdx  =  2    /  sin^xdx, 


ebenso,  dass 


/  CO 


C08^  X  dx 


-4 


In 

cos^  X  dx 


sein  muss,  ferner  bei  ganzen  und  positiven  n: 

n 


b 


1  cos^^~^x  dx-=0^  I  8iv?^''^xdx^=0, 


-\n 


III.  Hier  ist  zugleich  der  Ort,  um  die  Bedeutung  de»  bestimn- 
ten  Integrales 


/■ 


f{x)dx 


für  den  Fall  zu  erörtern,  dass  die  Function  f{x)  innerhalb  des  In* 
tegrationsintervalles  eine  Unterbrechung  der  Gontinuität  erleidet 
Tritte  eine  solche  ein  für  o?  =  x,  wo  6^x>>a,  so  kann  man  naA 
Nro.  5)  die  Zerlegung 

h  «  —  0  b 

Cf{x)dx  =z  ff{x)dx  +  ff{x)dx 

a  a  «+0  I 

Yomehmen,  die  geometrisch  bedeutet, 
dass  die  über  der  Strecke  AB^^l—^ 
(Fig.  73)  stehende  Fläche  ÄBDMLC 
aus  zwei  Theilen  AKLC  und  KBdH 
zusammengesetzt  ist,  und  dass  KL  ^ 
/(x  —  0)  die  letzte  Ordinate  des  erstai 
und  KM  =  /(x  -t-  0)  die  erste  OrdiJ 
nate  des  zweiten  Stückes  sein  solL  Stall 
der  obigen  Gleichung  lässt  sich  die  folgende  setzen:  1 

b  X—B  b  I 

J f{x)dx  =  Lim^  Jf(x)dx  +Jfix)dx  |, 

wenn  man  unter  d  und  t  zwei  in  Null  übergehende  Grrössen  versteht 
Will  man  die  Integration  mittelst  der  Gleichung 

f(x)dx  =  F(x)  +  Const. 


ß 
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insfubren,  so  wird  in  diesem  Falle 

6 


II) 


Jf(x)dx  =  FQ>)  —  F(a)  —  Lim  \f(x  +  S)  —  F(x—b)1  , 


a 

dso  gilt  dann   die  Gleichung   4)  ohne  Weiteres  nicht  mehr ,   sie  be- 
larfim  Gegentheil  einer  Correction.     So  wäre  es  z.  B.  unrichtig, 

•3 

dx  1  1 


f 


(1  —  fl;)2        1  —  2         1—0 

0 


=  —  2 


0izen  zu  wollen ,  ohne  zu  beachten ,  dass  die  Function  7- r;;  für 

(1  —  xy 

f  =  1  discontinuirlich  wird ;  der  wahre  Werth  ist 

rb-r=:ö--^*"li-(i+d)-i-(La)i=-^+°^ 

Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch, 


b 
—6 


ß 


tB  nehmen,   wobei  eine  reelle  Gurve  txi  einer  imaginären  Fläche 
kirne;  man  muss  im  Gegentheil,  da  —  für  x  =  0  eine  Unterbrechung 

X 

ihr  Continuität  erleidet,  die  Rechnung  so  stellen : 

b 

ri-dx  =  n  —  Z(—  ft)  —  JWm  h(0  +  «)  —  1(0  —  b)\ 


—h 


=  Lim  l  l-^j . 

^  i  und  B  auf  beliebige  Weise  in  Null  übergeführt  werden  dürfen, 

>  ißt  -j  eine  unbestimmte  Grösse ,  mithin  der  Werth  des  obigen 

ttegrales  so  lange  nicht  genau  bestimmt,  als  man  keine  Yoraus- 
izung  darüber  macht,  wie  €  und  8  zu  Null  werden  sollen.  Die- 
A  Resultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
M  Integral ,  geometrisch  betrachtet ,  die  Differenz  zweier  unend- 
(ken  Flächen  ist  und  der  Au'^druck  00  —  00  immer  den  Charakter 
V  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  €  =  d,  so  ergiebt  sich  der  so- 
s&annte  Hauptwerth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  =  0.  Man 
firde  denselben  auch  dadurch  gefunden  haben,  dass  man  mittelst 
*  Formel 
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/ 


—  =  H(a;2)  +  C(mst 

X  2      V      /       1 


integrirt  hätte,  welche  sich  durch  Differentiation  als  richtig  ausweist 


§.91. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  bestimmten  Integralen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  kann  man  auch  bei  bestimmten  Int« 
gralen  eine  neue  Variabele  durch  Substitution  einführen,  nur  sine 
dabei  die  entsprechenden  Aenderungen  der  Grenzen  zu  beachten.  SeUl 
man  nämlich  in  dem  Integrale 

/[^{xyidx 


/■ 


a 


(p(x)  =  y^  so  erhält  man  wie  früher  (in  §.  66,  III.)  a;  =  ^(y) 
dx  =  ^\y)dy\  ist  nun  x  z=:  a  geworden,  so  hat  y  den  Werth  9J(fl] 
angenommen,  der  oberen  Integrationsgrenze  o;  =  &  entspricht  ad 
gleiche  Weise  y  =z  cpQ))  und  man  hat  daher  | 

b  g)(b)  1 

1)  ffM^)]dx=jMil^'(:y)dy, 

a  q){a) 

und  wenn  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen  lässt ,  so  ia 
zugleich  der  Werth  des  ursprünglichen  Integrales  gefunden,  ohn^ 
dassmau,  wie  bei  unbestimmten  Integralen,  die  Substitution  ^  =  9(iJ 
rückwärts  anzuwenden  nöthig  hätte. 

So  ergiebt  sich  z.  B.  für  9(0?)  =  Äa?  -f"  ^ 

b  bh-\-k 

2)  Jf{hx  ^Ti)dx  =  j-fm  dy; 
speoieller  für  a  =  0  und  &  =  1,  und  umgekehrt  geschrieben 

h  +  k  1 


i 


Jf(if)dy  =  hff(hx  +  k)dx,  I 

»  0 


oder,  wenn  h  =:  a,  h  =  ß  —  a  gesetzt  wird: 

/J  1 

3)  jy(y) äy  =  (ß^  cc)Jf[a  +  (/3  -  a)x-]dx, 


a 
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rodnrcli  ein  Integral  mit  beliebigen  Grenzen  auf  ein  anderes  mit 
Grenzen  0  and  1  zorückgefohrt  ist.     Setzt  man  weiter 


0  erhält  man  zunächst 

lenn  ferner  a?  =  0  und  a;  =  1  geworden  ist ,  so  hat  B  die  Werthe 
r  =  0  und  e  =z^^=  cd  angenommen;  demnach  wird  aus  Nro.  3): 

a  0 

Bd  mau  kann  also  jedem  bestimmten  Integrale  auch  die  Grenzen 
lirnd  00  verschaffen. 

Setzt  man  femer  in  dem  Integrale 


m)] 


0 

'("")  =  a;,  mithin  e  =  e~*,  de  :=:  —  6~*da?,  so  geht  dasselbe 


in 


0 

■I' 


_00 


■fin  Werth  des  letzteren  Integrales  kennt  man  aus  §.  89 ,  Formel  8) 
^  den  Fall,  dass  m  eine  ganze  positive  Zahl  und  a  ^  0  ist,  daher 


1 


/[,(i)]V-...==-|^.»>o. 

0 

Mit  Hülfe  der  Substitution  smt«  =  a;,  u  =  arcsinx^  di*  = 
I« •  Vi  —  »»  erhalt  man 


1^  1 


0  0 


Bd  80  ist  das  Integral  auf  ein  bereits  entwickeltes  zurückgeführt 
(•  Ö9,  Nro.  5  u.  6).     Gleichen  Werth  hat  auch  das  Integral 


1 

9 


/  cos^vdv^ 


0 

*•  die  Substitution  v  =  \n  —  u  zeigt. 

«ebiomiloh,  AiMlyiU.    I.  27 
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Eine  wesentliche  MocÜfication  verlangt  die  in  Nro.  1)  angege 
bene  Umwandlung  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  q)(x)  =  y,  m 
X  aufgelöst,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  nämlich  der  We 
von  y  nicht  rückwärts  wieder    eingesetzt   wird,  so  bleibt  hier  di{ 
Frage  übrig,  welche  von  den  verschiedenen  Wurzeln  für  x  genomm 
werden  soll.     Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit  wegei 
geometrisch,  nämlich  y  :=g>(x)  als  Gleichung  einer  Curve,  so  bed 
tet  die  Umkehrung  dieser  Gleichung,    dass   nicht  wie  früher 
Abscisse ,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der  heide 
Coordinaten  sein,   die  Gurve  also  gewissermaassen  über  der  Oidioi 
tenachse  statt  über  der  Abscissenachse  construirt  werden  soll.   0 
nun  einer  Ordinate  y  nur  eine  Abscisse  x  oder  mehrere  x  entsprecha 
das  hängt  von   dem  Laufe  der  krummen  Linie    ab.     Wenn  di 
von  X  =  a  hiQ  X  =  h  nur  steigt  oder  nur  fallt,  also  (p\x)  sein  Vi 
zeichen  nicht  wechselt,  so  gehört  zu  jedem  neuen  x  ein  neues 
ebenso   umgekehrt  zu  jedem  y  ein  einziges  x;  es  existiH  in  die 
Falle  nur  eine  reelle  Umkehrung  der  Gleichung  y=^(p  (x),  und  ä 
Umkehrung  x  =:  ilf(t/)   ist   die  in   der   Formel   1)   vorkommet 


Fig.  74. 


Wenn   dagegen   die   Curve  jf^ 
(p{x)  '  innerhalb    des    Int^rvalW 
X  z=z  a  bis  0?  =  &  ein  MaxinwD 
oder  ein  Minimum  hat,  welchi 
für  a?  =  I  eintreten  möge,  so  fi 
den  sich  über  a?  =  |  hinaus  d 
früheren    Ordinaten     wenigst« 
zum  Theil  wieder;  so  ist  in  Fig 
74,  für  0^=1,  OM=x,0 
=  a?!,    die   zu  a;<;|  gehörende  Ordinate  MP  =  y   gleich  der 
^1  ^  S  gehörenden   Ordinate  Mi  Pi ;    umgekehrt  giebt  es  also 
ON=y  zwei   entsprechende  Abscissen   NP  =  Xf  NPi  = 
die  wir  durch  ^(j/)  und  ;u(^) unterscheiden  wollen;  von  diesen  heu 
Umkehrungen  x  =  tlf(y)  und  x  =:  x(y)  ist  die  erste  da  zu  nel 
wo  a?<Cl  sein  muss,   die  zweite,  wenn  man  weiss,  dass  a;>| 
soll.     Zerlegen  wir  nun  das  ursprüngliche  Integral  wie  folgt: 

ffL9(^)']dx  =ff[(p(x)]dx  +ff[ipix)]dx, 

so  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  a?  <;  | ,  im  zweiten  x  > 
also  dort  a?  =  i^(^),  hier  x  =  x(3/)  einzusetzen;  die  TransformaÜ 
geschieht  im  Uebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 
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fb) 


fr 


Ganz  ümficii  ist  die  Sadie  in  dem  Falle,  wo  zmiscken  xr  =  a 
md  JT  =  &  mclirere  Ifg^g™*^  und  ICniiDa,  mithin  axich  mehreire 
Umkehnmg«n  Btattfindeaa;  and  £ii  &•,•*•  ^  ^e  W<erthe  ron  sr^  ^ßt 
weiche  jene  MaTiinji  imd  lIiTiTmA  eintret.»! ,  so  zerlegt  man  das  ur^ 
Ijffüngliche  Integral  in  eine  Eleibe  anderer  von  x  =  <i  bis  ^  =:  ^, 
X  =  f  1  bis  X  ^  $j  cte.  und  sabstitoirt  in  jedem  ^nzelnen  Iiit^^ale 
dieUmkdinmg  der  Gleidiung  ^  =  9^  (-2^)?  welche  dem  betrefPeiiden 
Litegrationsintervaüe  oitsjnicht. 

Ein  paar  allgemeine  Beispide  za  dieser  R^el  sind  folgende» 
Ea  sei  erstlich  ^{x)  r=i  x^  ^  2rx^  a  =::  —  x,b=-l^  x,so  tritt 
pb  Maximiun  ein  för  x  =-  —  r  nnd  ans  Jr*  +  2  rx  =  |f  folgten  di« 
Wden  Werthe 

^  =  -  r  -  Vr*+y,  x  =  -  r  +  Vr^  +  y, 
w  welchen  der  erste  <^  —  r,  der  zweite  >  —  r  ist;  nach  diesen 
ra&erkangen  hat  man 


OD 

ff{x^^2rx)dx 


— »•  « 


==   ff{x'^-\-2rz)dx  -f  //(x2  +  2rx)(lx 

—  00  — r 

4-00  — r* 

pd  wenn  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  Integrationa- 
^nzen  vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
pd,  so  ist 

OO  00  - 

Jfix^  +  2  rx)dx  =fm  yj      ; 

—  00  — r' 

y  =  r'  (jef* —  1)  erhält  man  noch: 

//(xa  +  2 rx>cZx  =  2 r  ff[r^(z^  —  l)]e?Är. 


) 


Eb  Bei  zweitens  q)(x)  =yx-| ,  a  =  0,   6=oo,   so  tritt 


27 
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ff{yx  +  f)d* 

0 

Vv 

et 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  yx  -\ =  y  smd: 

und  daher  wird  aus  der  obigen  Gleichung  die  folgende: 


00 


=Ä>'['  -  F7^]*+^/l4' + VÄI* 


2Yay  ao 

y 

oder  nach  gehöriger  Reduction: 


—    Vy^  —  4:ay 

"  2  K  «y 

Nehmen  wir  weiter  V  y^  —  4ay  =  e,  so  ergiebt  sich  noch: 


00  00 


Hieraus  lassen  sich  noch  mancherlei  andere  Transformationsformd 
ableiten;  für  f(u)  =  F  (jTT")  ^^^^  ^'  ^•* 

00  00 

für/(w)  =  F(t*2  —  2  ay)  dagegen  ergiebt  sich  aus  Nro.  6) 

/?         •  00  • 

8)  Jf{y^x^  ■\-^Yx  =  jfF{2aY-\-M*)ds, 

0  0 

und  wenn  man  a«  ^=  «,  /S«  =  ft,  a;»  =  w,  ;?2  ==  ^  setzt: 


Cap.  XV.  §.  92.    Die  Diflkreiizialqaotienten  etc.        421 
■dUch  fSr  F(t)  =  ip  (rx^)-' 

'"^  J  **  'a+6«+ci.»y  vT  ^  V^J ''  vft+äFoiT«)  vT' 

•  0 

Diese  Beispiele  mogoi  fainreich«!,  nm  die  Tielfkcbe  Umw«adel-> 
ki^eit  bestimmter  Integrale  ericennen  sa  lassen. 


§.92. 
Die  DüFerentialquotienten  bestimmter  Integrale. 

Ans  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 

6 


/ 


f(x)d* 

fk  nnmitielbar  henror,  dass  der  Werih  desselben  nicht  mehr  von 
KtODdem  nur  von  den  Integrationsgrenzen  a  und  b,  der  Natur  der 
FoiictioD  f(x)  und  den  in  ihr  vorkommenden  Constanten  abhangig 
it  Denkt  man  sich  diese  Gonstanten  als  willkürlich ,  so  kann  man 
m  Werth  des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Constanten  diffe- 
IDziren. 

Aendert   sich  h  allein,   so  ist  der  Differenzenquotient  des  Inte- 
Nes: 

Jf{x)dx^Jf{x)dx 


f  völlige  Willkürlichkeit  des  dh  erlaubt ,   dasselbe   als  eine  von 

■  Grossen  8  zu  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimm- 

•  Integrales  Nro.  2)  in  §.  89   vorkommen,   also  dh  =  Ä„+i  zu 

l^n;  man    hat    dann   für   verschwindende  di,  ^2,  .  .  .  .  ^n  und 

i+i  =  dhi 
I 


i 


f(x)dx  =  /(o)  Ä,  +  /(o  +  «i)  St  +/(«  +  «1  +  «»)«.  H 


ß 
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b  +  db 

y(x)dx  =  f(a)  dl  +  f(a  +  d,)  S^  +fia  +  «i  +  5j) «,  + 

+/(«  +  «!  +Ä*  +  "+«J«M 

mithin  durch  Subtraction,  Division  mit  db  =  8„^i  und  weil  Oi  -j-  öj 
h  *»  +  ^«+1  ^^^  —  a  -\-  db  mb  —  a  übergeht, 

6 

d  lf(x)dx 


^fm 


^)  "      db  =^^^- 

Dieses  Resultat  stimmt  damit  überein,  dass  der  Differentialquotie 
einer  ebenen  Fläche  die  letzte  Ordinate  ist. 
Aus  der  Gleichung 


o  a 

ff(x)dx  =  -Jf{x)d, 


b 

ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Differentiation  in  Beziehung  auf« 

welches  rechter  Hand  die  obere  Grenze  bildet, 

b 

d  I  fix)  dx 


iff(p) 


^)  da  =-  •^('^)- 

Enthält  die  Function  f(x)  ausser  x  noch  eine  willkürliche  Co 
staute  r,  in  welchem  Falle  wir  f(x,r)  für  f{x)  schreiben,  und  si 
ausserdem  a  und  h  von  r  unabhängig,  so   hat  man   die  Gleichn 

b  b 

ff{x,r+^r)dx^  ff{x,r)dx         ^ 

^r  J  z/r 

a 

Rechter  Hand  lässt  sich  der  bekannte  Satz 

/(r  +  Ä)  =/(r)  +  hfrir)  +  J Ä»//(r  4-  sh) 

0<«<1 
ffir  h  ■=■  /Ir  anwenden  und  giebt 


x 

a 


b 


=ffr(x,  r)dx  +  \^rffr'(x,r  +  6Jr)dx. 
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ü  mm  bei  unendlich  abnehmenden  ^r 

()  Limldr  ff;{x,r^Bdr)dxl  =  0, 

a 

D  folgt  ans  der  vorigen  Gleichung  durch  üeba^gang  znr  Grenze  für 
enchwiDdende  /Ir 


«) 


dr 


-=/-^- 


Ke  in  Nro.  3)  angegebene  Bedingong  ist  übrigens  immer  erfüllt, 
^  a  und  b  endliche  Grössen  sind  und  wenn  gleichzeitig /^'(a;,r) 
^x=  ahis  X  =  h  nur  endliche  Werdie  hat.  Ans  Formel  4)  in 
90  folgt  nämlich 

6 

Jfr'ix, r-\-sJr)dx  =  (b  —  ä)fr{a  +  ^ [&  —  «],  r  -|-  tJr\ 

a 

H  Integral  besitzt  also  einen  endlichen  Werth  und  wenn  dieser  mit 
air  moltiplicirt  wird,  so  convergirt  das  Prodnct  gleichzeitig  mit 
^r  gegen  die  Grenze  Nnll.  In  jedem  anderen  Falle  muss  beson- 
Ibr  ontersacht  werden,  ob  die  Bedingung  3)  erfällt  ist. 
'  Wir  betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall,  wenn  nämlich  r  in 
pjand  zugleich  in  a  nnd  h  vorkommt;  der  Werth  des  Integra- 
der  für  den  Augenblick  W  heissen  möge,  ist  dann  eine  Function 
ler  Yariabelen  a,  h,  r,  deren  beide  erste  wiederum  von  der  letz- 
p  abhängen;  es  gilt  hier  die  bekannte  Begel  der  Di£ferentialrech- 


dW_dW     da       dW     db        dW 
dr  ~  da    '  dr  ^   db    '  dr '^    dr  ' 

sie  giebt  in  unserem  Falle 

p^i  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r  genommenen  Di£ferential- 
piieQten  kurz  mit  Dr  bezeichnet, 
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6) 


b 

Drjf(x,r)dx 


-I 


=  /  U)rf{x.r)'\d<ß  +  f(p^r)  .  Dr?^— /(a,0  •  l>rfl, 


wobei  vorausgesetzt   ist,    dass    die    Bedingongsgleicliuiig   3)  staU* 
findet. 

Dieses  Resultat  wird  anschaulich,  wenn  man  8ichy=/(i,r) 
als  Gleichung  einer  Curve  und  das  bestimmte  Integral  wiederum  als 


Fig.  75. 


die  über  der  Strecke  5  —  a:=^A^, 
Fig.  75,  der  Abscissenachse  ste* 
hende  Fläche  ABJ)  C  denkt.  Aeih 
dert  sich  nämlich  r  in /(jc,r)  al- 
lein, so  erhält  man  eine  äbDÜclie 
Curve  von  anderem  Parameto^ 
und  die  Fläche  ÄBDC  mwai 
um  den  Streifen  CD  FE  zu,«!- 

eher  durch 
b 

j[Drf{x^r).dr]dx 

a 

ausgedrückt  wird.  Durch  die  alleinige  Aenderung  von  h  wächst  ^ 
Fläche  nuiBBiDiD  ==:  f(h,r)  ,  Drh  ,  dr^  und  durch  Aenderung  de 
a  vermindert  sie  sich  um  AÄiCiC  =  fißiT)  •  BrCb  .  dr.  Di 
gleichzeitige  Aenderung  von  r,  t  und  a  verwandelt  die  Ursprung 
liehe  Fläche  in  AiBiFiEi,  und  mit  Weglassung  der  Viereck 
DDi  ^1  jF,  G  Gl  El  E,  welche  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  OrJ 
nung  sind,  hat  man 

AiBiFiEi  —  ABDG=  GDFE  ^  BBiJDiD  —  AAiCiC[ 
aus  diesem  Differential  der  Fläche  AB  DG  ergiebt  sich  derselt 
Differentialquotient  wie  oben. 

Will  man  das  Integral  mehrmals  nach  einander  in  BeziehaQ 
auf  r  differenziren,  so  ist  es  von  Vortheil,  die  beiden  letzten  Gliede 
rechter  Hand  in  Nro.  5)  durch  die  Differenz 

I>rW(p,r)-af(a,r)}  -  {hDrAh,r)  -  al)rf(a.r)} 

zu  ersetzen;  die  wiederholte  Differentiation  giebt  dann  immer  Ad 
drücke  von  derselben  Form,  nämlich: 
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a 
b 

a 

-\hDlf(b,r)-aJ);f(a,r)\- 

Im  Ueberflnss  könnte  man  diese  Formel  noch  mittelst  des  SchloB- 
M8  von  n  auf  «  -|-  1  verificiren. 

Sehr  häufig  benutzt  man  die  Dififerentiation  in  Beziehung  auf 
einen  Parameter  r  um  aus  einem  bekannten  Integrale  mehrere  an- 
dere Integrale  herzuleiten.     Setzt  man  z.  B.  in  der  Gleichung 


J  «2 


da  7t 


a^cos'^a  -j-  ß^sin'^Gi        2 aß 
«*  =  r  und  difPerenzirt  die  nunmehrige  Gleichung 


J 


In 


dG)  n        1 


rcös^oj  +  ß^sin^G}        2ß     Yr 

iwnal  in  Beziehung  auf  r,  was  hier  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  so  er- 

iitJt  man 


i» 


{-lyi. 2. 3. ..nf.  oos''<oda, 


^h, 


I  <y    (r  cos'^  CO  +ß-^  8in'^  oj)»  +  ^ 

0 

'  n    ,      ,,    1  .  3  .  5  .  .  .  (2»— 1)      1 

2ß^        ^  2»  r»Vr 

tod  nach  Restitution  des  Werthes  von  r 

cos^^codfo 1 . 3 . 5  . . .  (2  /» —  1)        n 

^  {aUos^Gi  +  |3'^siw2ö)'»  +  i  ~  2.4.6....    (2w)       2  «2«  +  !^' 

wese  Gleichung  könnte  man  wieder  mehrmals  in  Beziehung  auf  ß^ 
aifferenziren,  was  ein  noch  allgemeineres  Resultat  geben  würde. 

In  manchen  Fällen  dient   dasselbe   Verfahren  in   umgekehrter 
weise  zur  Werthbestimmung  von  Integralen.     Ist  nämlich   W  der 

Inbekannte  Werth  eines  Integrales,  so  kann  es  geschehen,  dass  —7— 

)m  ein&cheres  Integral  darstellt,  dessen  Werth  F  bekannt  ist;  man 
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findet  dann  W=  1  Ydr.      Ein    Beispiel   hierzu    liefert    die  An- 


nahme 


00 

a— X    A—rx 


8)  w=f— ^^ — dx  r,>0. 


9 


Da  hier  die  obere  Integrationsgrenze,  unendlich  ist,  so  müssen  m 
untersuchen,  wie  in  der  Gleichung 

—. dx 


0 

00  ^ 

0 

=  L  ^  Ljr  I  xe-^'-'^^^'-^'d 
r         2       J 


der  letzte  Ausdruck  sich  bei  verschwindenden  dr  gestaltet.  GiaU 
man  dem  6  seinen  kleinsten  und  grössten  Werth,  so  ist  leicht  n 
sehen,  dass  der  Werth  des  noch  übrigen  Integrales  weniger  W 
trägt  als 

JO 

1 


/ 


X  e~^'dx  =  —  , 

0 


dagegen  mehr  als 

OB 

,  (r  +  ^r)«' 

hieraus  folgt 

OO 

Lim  I  ^r  /iC6-fr+«^'-)*da?|  =  0, 

0 

dW        1 
dr  r 

Durch  Integration  erhält  man 

W=lr  ■\-  Const., 
und  hier  bestimmt  sich  die  Integrationsconstante  aus  derBemerl 
dass  (nach  Nro.  8)  T7  =  0  werden  muss   für  r  =  1 ;  es  ist 
Const.  =  0,  W  =^lr  d.  h. 

00 

dx  =  2r,  r>0. 

X 
0 


10) 
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Nach  demeelben  Verfahren  erh&lt  man 

J- ^ — <ia;=r(Zr— 1)4-1,  r>0. 


§.  93. 
Verwandlung  von  bestinmiten  Integralen  in  Reihen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  benutzt  man  auch  bei  bestimmten 
Integralen  unendliche  Beihen  zur  Berechnung  der  Integral werthe; 
dabei  hat  man  wiederum  zu  berücksichtigen,  dass  die  Formel 

h  b  b  b 


a 


mcbt  ohne  Weiteres  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  die  Beihe  ins 
ÜDendliche  fortgeht;  man  muss  daher  die  Beihe  erst  als  endliche 
nehmen,  ihren  Best  hinzufugen  und  schliesslich  untersuchen ,  ob  das 
iestintegral  sich  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  die  Anzahl  der  Bei- 
Wglieder  unendlich  wächst  (vergl.  §.  67,  IL).  Einige  Beispiele  mö- 
gnidies  zeigen. 

a    Das  zu  berechnende  Integral  sei 


00 

x^~^  dx 


l 


.  +' 


9 

ollte  man  geradezu 

1  C—   l)n  yfü 

■tzen,  80  würde  ein  unbrauchbares  Besultat  von  der  Form  17=  -f"  ^ 
[*•  ^  -f  00  —  00  -|-  etc.  zum  Vorschein  kommen;  man  muss  daher 
|8t  eine  Umwandlung  des  Integrales  vornehmen.     Nun  ist 


_   Cxf^-^dx         f^xf^-^dx 


0  1 

HD  ersten  Integrale  schreiben  wir  ^  für  a;,   wodurch   sich  dasselbe 
^ht  ändert;  im  zweiten  Integrale  benutzen  wir  die  Substitution 
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und  erhalten  statt  jenes  Integrales 

0 


1     "      '^  '  0 

mit  dem  vorigen  Integrale  zusammen  giebt  dies 

1 

Hier  lässt  sich  die  Beihenentwickelung 


J        1  +  » 


^  =l_y   +   y»_y8^ 4.  (_  l)»-ly»-l  4.  (       ^ 


1+3/  '■''  ''  .v/^r  '14, 

benutzen  und  die  entstehenden  Einzelintegrale  haben  endliche  Werthfl 
sobald  die  Grössen 

|it,  ^  +  1,         ^  -f  2,  •  •  •  •        fi  +  »  —  1, 

—  ^  +  1,  —  ^  +  2,  —  |it4-3, V'  -^  '^y 

positiv  sind,   d.  h.  /Li  zwischen  0  und  1  liegt.     Unter  dieser  Yon»! 
Setzung  ergiebt  sich 

^  =  --7-T^  +  ir^TT.- +  (-1)"""' 


ft        1  +  f*        2  -f- ft  ^  n— l  +  |i 


1  — ft      2--ft3  —  fi  ^  n— /i 

oder  auch  durch  Znsammenziehung  von  je  zwei  Brüchen 

xr            1       .             2U                         2U            ,                         ,     /        .X«                  ^/* 
77  = U   i- L- U -4-  r —  1 P  r — 

1 

+  (^i)»-i  —1—    4-   (~  1)»    ftL±J^^^idy, 
^       '         n  --  fi  ^        ^    J       1+y 

Man  bemerkt  leicht,  dass  y/"  +  y^~^  immer  zwischen  0  und  2  ei 
halten  ist  und  dass  folglich  der  Werth  des  letzten  Integrales  mel 
als  Null  beträgt,  aber  weniger  als 

1  1 

mithin  weniger  als  —  (vergl.  §.  90  Formel  2).     Läset  man  daha 
in  der  Gleichung 
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1 

^-(-1)— 1  — ^ (-1)-  /y^  +  y'"^y«-idy 


=  i+--2£ 2m_ +  (-1)* ^Jt 

^  ^  12  —  ^2        2«  —  fi»  ^  ~  ^       ^   (n—  1)»  — /*» 

die  Zahl  n  unendlich  wachsen,  so  erhält  man  f^  17*  die  Entwickelang 
j^^i    ,         2ft 2ft_  2ft       

ft    "^    1»   —  |lt«  22  —   ft2    "^   3^   —    (l^ 

Ke  Yorliegende  Reihe  ist  Bummirhar  nach  Formel  6)  in  §.  50;  zu- 
folge der  ursprünglichen  Bedeutung  von  U  und  des  nachher  gefun. 
D  Werthes  hat  man 


J    1  -Y-  X        sman 
•der  auch  für  op  =**  =  ten«fl  und  2f4  —  1  =  A 

y  1  4-  f^       t/  2coslA;r  ^     ^   ' 

9*0  * 

b.   Versteht   man  unter  p  eine  ganze  positive  Zahl  ^  0  und 

seilt 


0 


to  hat  man  identisch 


0 

=  1.  2  •  .  .  j?  [jj+r  +  2P+^  ^  W^  "^  '"  nP  +  lJ 

V   6*— 1 

0 

'^hr  einfache  Betrachtungen  zeigen,  dass  der  Quotient  jer  :  (e*^-  1) 
■Bsier  zwischen  Null  und  der  Einheit  liegt;  das  letzte  Integral  hat 
*lier  einen  positiven  Werth,  der  weniger  beträgt  als 


00 

I' 


nP 

0 
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Verstellt  man  unter  Q  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echt 
Bruch,  so  lässt  sich  die  vorige  Gleichung  in  der  Form 

1  .  2  .  3  .  .  .  (i?  —  1) 


F  — 


n^ 


=  1  •  2  . . .  p  [jj^  +  2^+1  +  3^+1  +  •  •  •  +  :;^i\ 

schreiben  und  hieraus  folgt  bei  unendlich  wachsenden  n  und  consta 
bleibenden  p 

F  =  1  •  2  •  •  •  p  1-^^ 1 1 1-  .... 

^  \lP+^        2P  +  1  ^  3^  +  1  ^  J 

oder  nach  einer  schon  früher  (§.  50)  gebrauchten  Bezeichnung 
^)  J  ^^\  =  1-2.3..  .i)Sp+i,  i)>0. 

0 

In  dem  Falle  eines  ungeraden  jp  =  2  g  —  1  lässt  sich  £^,  doid 
die  Bernoulli'sche Zahl  J?3g^i  ausdrücken  (§.  50,  Nro.  28);  eswirJ 
dann 


/V«~i  dz 


2»«-iJ?2._i«»« 


0  * 


oder  auch  wenn  man  statt  e  eine  neue  Variabele  r  mittelst  der  Sd 
Btitution  j9  =  2  srir  einfuhrt, 

-^  7  e«^^—  1  4g 

0  * 

c.    Als  letztes  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 

0 

Znnichst  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin 


W 


-        ß         +^-?-+ +         ^ 


/J«  -f-  1*    '    /5«  +  2»     '  ^   ßf^ß 

CO 

,    ^  /*     #       stw^jer 


7  e»  —  1      ße 


i^'L 


-fn  1  z 


—  _     naiwir  ^c 


--    ■     f  «r  =: um.  —       -~  '^   i  r 

»  * 


ir-  —  I-        ß^  —  i-         i>^  —  .'•* 
iL  M^  FnEnL  i    Br  ^  Lf 


>»vird  fic 


"        j^^  —  i        «    ««^  —  i     «< 


Aof  ik^Mfe  W«Mecsiä]t 


fsincuQi 
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§.94 
Beihensammiriingen  durch  bestimmte  Integrale. 

Da  ein  bestimmtes  Integral  als  ein  geschlossener  Aasdrack  g^ 
ten  kann,  dessen  Werth  sich  nach  §.82  mit  jedem  gewünschte 
Grade  der  Genauigkeit  berechnen  lässt,  so  ist  es  nicht  selten  vo 
Yortheil,  endliche  oder  unendliche  Reihen  in  bestimmte  Integrale  z 
verwandeln,  also  die  Summen  jener  durch  die  Werthe  der  letztere 
auszudrücken.     Einige  allgemeinere  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

I.    Setzen  wir  wie  in  §.  18,  Nr.  14) 
tix)  =  fix)  +  ^^/(^)  +  ^Y^*  /'(X)  +  ■.'■ 

,      (P-xy-^ 

^  1  .2...(n— 1)"'        ^^ 


.    .    •    . 


80  ergiebt  sich 


./(n)(^) 


dx  1  .  2  .  .  .  (n  —  1) 

mithin  umgekehrt  durch  Integration 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen  wir  erst  x=^h^  dann  2== 
und  subtrahiren  die  so  entstehenden  Werthe  von  tif  (x).  Ist  nun  /'^(i 
endlich  und  stetig  von  x  =  a  bis  x  =  h^  so  ist  es  auch  das 
duct  (b —  xy~^ß'*^(x\  und  die  Difierenz  ^(5)  —  ^(a)  besitzt 
denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral 

b 

(b  —  a?)»~i 


/: 


ß'*^x)dx; 


1.2...  (n  — 1) 
(* 

vermöge  der  Bedeutung  von  tl^(x)  erhalten  wir 

m  -  /(«)  -  V"  ^(«)  -  ^-^'(«^  - 

6 

fh /r^n— 1 


•   .  • 


oder 


1.2...(w  — 1)^  ^^       7  1.2...(n— l/ 
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1.2 m  — ]» 


/'-i(<i) 


c/    1.2---i,#  —  1» 

zen  wir  h  —  a  =  h  und  schreiben  «  for  x,  so  haben  wii 


ut  nichts  Anderes  als  eine  Sununenfonnd  for  die  n  ersten 
Bieder  der  Taylor 'sehen  Beihe.      Gewöhnlich  sdueibt  man  statt 

Iv  GleichoDg  2) 

^        /(^  +  Ä)=/(a:)  +  |-/(x)  -X-J^r(x)  + 

Vo  l^R  den  Best  der  Reihe  bezeichnet,  nämlich 

Fch  Substitution  von  u  =  x  -}-  v^  du  =:  dv  erhält  letzterer  die 

h 

\  Bn=f — (^~^')*~^     , /»)  (a?  4- 1;)  (?g 

pd  daraus  wird  für  e?  =  hto 

1 

*•  =  1.2.  ""(»-!)  /<^  -  «')"-^-^''^  (^  +  *«')  '^«'- 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  2)  a  =  0  und  schreibt  d?  fär  ^, 

B  erhalt  man 


/(«)  =  /(O)  +  -^  a'  +  n^  *'  + 


/»-» (0)  ,    . 

•  •  •  •  +  1.2...(n-l)  *"'  +  *« 

Bchlömllch    Analysls  L  28 
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wobei  der  Rost  Rn  unter  folgenden  Formen  dargestellt  werden  kann 

X 

0 

1 
«)  ^"=-1.2.r"(n-l)  ß'  -  «')''-'/"H^«')<i... 

Die  in  §.  18  unter  Nro.  18)  und  19)  angegebenen  Formeln  des  Rt 
stes  der  Taylor^schen  Reihe  können  aus  den  obigen  Gleichnngeo 
leicht  hergeleitet  werden,  wenn  man  von  den  Formeln  des  Abschnittes 
I.  in  §.  90  Gebrauch  macht. 

II.    In  §.  82  wurde  gezeigt,  dass  sich  die  Fläche 

b 


U  =ff(x) 


dx 


mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen  lässt,   und   zwar  ist  nach 
Formeln  9)  und  10) 


/ 


f(x)  dx 


a 


='*Q/(«)+/(«+Ä)+/(«  +  2Ä)  +  -+/(«  +  n-lA)  +  i/(«  +  a>l| 

worin 

h  —  a  ' 

'^=  — r-.   -  1<9<+1,  I 

n 

und  M  den  absolut  grösseren  Werth  bezeichnet,  welchen  ß^(^)  '^■^ 
nerhalb  des  Interyalles  x  •==  a  bis  o;  =  &  erreicht.  Setzt  man  zoi 
Vereinfachung  a  =  Ä  =  1,  mithin  6  =  n  -f-  1  und  addirt  beider] 
seits  \f(n  -\-  1),  so  hat  man  J 

/(l)  +/(2)  -f /(3)  +  .  .  .  .  +/(n+  1) 
«  +  i 

oder  für  n  -|-  1  =  j)  und  durch  Trennung 

/(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  .  .  .  +  /O) 


n 


=  ff(x)dx  ~ff(x)dx  +  I/Cp)  -  1/(1) 
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Der  zweite,  vierte   nnd  sechste  Sammand   sind   von  p  onahhängig 
und  lassen  sich  zu  einer  Constanten  C  zusammenziehen,  mithin  ist 
10)  /(l)  +  /(2)  +  /(3)  -I-  .  .  .  +  /(j,) 

=  C  -h  Jf{x)dx  4-  |/(P)  +  i^/(i))  -  ^Q{p^l)M. 

Dabei  müssen /(rc),  f{x),  f'{x\f\x)  und/^(a;)  endlich  und  stetig 
bleiben  von  x  =  1  h\&  x  =  p\  unter  M  ist  der  absolut  grösste 
Verth  zu  verstehen ,  den  ß^(x)  innerhalb  des  genannten  Interv alles 
erreicht.  > 

Wie  die  Formel  10)  zur  Summirung  endlicher  Reihen  benutzt 
Verden  kann,  mögen  die  folgenden  zwei  Beispiele  zeigen. 

a.   Mit  der  Annahme  f{x)  =  —  genügt  man  den  angegebenen 

X 

Bedingungen,  und  zwar  für  jedes  x^l\  femer  ist 

//^(o;)  =  ~  i-lAlAli ,    iWr=1.2.3.4, 

nithin 

^1^  ^  +  i  +  i  +  I  +  •  •  •  +  ^ 

^    ^  ^  2p        12i?2  i6jp6 

Um  die  Constante  (7,  die  jedenfalls  einen  endlichen  Werth  haben  muss, 
n  bestimmen,  schaffen  wir  Ip  auf  die  linke  Seite  und  gehen  zur 
grenze  für  unendlich  wachsende  p  über;  es  wird  dann 

»)         ijm  ji  +  i  +  i-f  .  .  .  +  i  -  7pj  =  a 

Kfcse  Gleichung  erhält  eine  bessere  Gestalt,  wenn  die  Formel 

X  —  l{\^x)  =  \x^  _  la;3  4-  la;4  — 

,    (— l)«-i         ,    ,    (—1)«« 
j  n  —  1  n 

liiatzt,  welche  aus  der  Formel  1)  in  §.  46  durch  die  Substitu-^ 
Ionen 


p  =  n, 


'    (1  +  %'xY 

»rvorgeht,  und  worin  bei  positiven  x  der  Werth  von  6  zwischen  0 
nd  1  enthalten  ist.     Setzt  man  nämlich  der  Reihe  nach  o;  =  1,  fi 

— ,  80  erhält  man 

28* 


•  •  • 


(_  l)n-. 

n 
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=  i(f3   +    ^.   +    ---+^)   -10    +    2-3+    •••    +?)  +  • 

2riL(J-.  + -!-  +  .... +  J-) 

^       w       Vi«  ^   2«  ^  ^  W 

wobei  £i ,  «2 »  •  •  •  ^n  verschiedene  positive  echte  Brüche  bezeichnen 
Zufolge  dieses  ümstandes  liegt  die  letzte  Summe  zwischen  Null  oik 

i  +  i  + . . .  +  i, 

sie  bildet  also  einen  Bruchtheil  dieses  Ausdruckes.  Zerlegt  mu 
l(p  -}-  1)  in  Ip  -\-  l\l  +  — )  und  geht  zur  Grenze  für  unendjii^ 
wachsende  jp  über,  so  wird 

und  für  unendliche  n 

13)  C=1S,  -IS3  +iS4- 
dabei  haben  £»2 ,  S3 ,  S4 ,  etc.  die  nämliche  Bedeutung  wie  in  §.  5 
Formel  8).  Die  in  Nro.  13)  vorkommende  Eeihe  wird  rascher  coi 
vergent,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung 

0=l-?2-H-|-i- 
'    vereinigt,  nämUch 

14)  G=l-l2+\iS,-l)-l(Ss-l)  + 
und  hieraus  findet  man 

C  =  0,5772156649  •  •  • 

Nimmt  man  in  Formel  11)  beispielwds  p  =  1000,  so  w 
der  Rest 

g(jp-l)  ^1  ^1 

16i)»      "^  16  .  1000*  "^  1018' 

mithin  erhält  man  die  Summe  der  Reihe  f  +  1  H"  '  *  '  "f"  üfe 
wenigstens  12  Decimalen  genau;  sie  ist  7,48547086 

b.    Die  Annahme  f(x)  =  Ix  genügt  gleichfalls  den  aufgesi 
ten  Bedingungen,  falls  x^l  ist ;  sie  giebt 


C=|S,  -IS,   +  ---   +   \.      ^    ,      Sn-i  +  ^-^^Sn, 


•     •     •     • 


•     •     «     •     • 
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=  0  +  p(lp-l)  +  klp  +  ^^  +  ^^^- 

Um  die  Constante  za  bestimmen,    eriDnem  wir   an    die  identische 

Gleichung 

1.3.5...(2g~l)  =  ^'''''^'"('^^)==^'''^'"^'^>, 
^^         ^      2  .  4  .  6  .  8  .  .  .  (2g)        2^;1 . 2.3...g' 

voraus  folgt  ' 

2  .  4  .  6  .  .  .  (2  g)    ^   _  2^g(l .  2 .  3  . . .  g)-^     ' 
1.3.5 .(2g— 1)  ~.l  .2.3..  .(2g)' 

^ir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts 
der  Ausdruck  2ql2  +  27(1.  2..  g)  —  ?(1.2..2g)  entsteht,  und 
transfonniren  die  Logarithmen  der  Producte  1  .  2  . . .  g  und  1 .  2 ...  2  g 
nach  Formel  15),  wobei  zur  Abkürzung 

12p  ^      Gip*  ' 

■ 

Sem  möge;  wir  erhalten  so 

nach  Multiplication  mit  2  und  Subtraction  von  7(2g  -|-  1) 

Ke  linke  Seite  kann  unter  der  Form 

224466  2g  2g     \ 

13    3    5    5    7  2g  —  1    2g  +  1/ 

'iwgestellt  werden  und  convergirt  bei  unendlich  wachsenden  g  gegen 

die  Grenze  ?(|ä)  (s.  S.  237);  rechter  Hand  nähern  sich  — ,    CT^  und 

^2q  der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null,  mithin  bleibt 
l(^x)  =  20—212  oder  G  =  \H2n). 
^'ach  Nro.  15  ist  nun 

^6)  Z(1.2.3...i))  =  l7(2Ä)  +  (jp  +  i)?i)  — jp 


_^        (>(i>-l) 
^  12i>  "•"       64 jp*      ' 

Welche  Formel  bei  grossen  p  eine  ansehnliche  Genauigkeit  gewährt. 

Benutzt  man   wieder    Up    zur   Abkürzung,    so  hat  man  nach 

^'ro.  16) 
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17)  1.2.S...P  =  V  2pn(^  e^P, 

Vermöge  der  Bemerkung,  dass  der  Binomialcoefficient  (fi)^  eines  gan- 
zen Exponenten  ft  unter  der  Form 

1  .  2  .  .  .  (|Lt  —  A-)  .  1  .  2  .  .  .  fc 
dargestellt  werden  kann,  folgt  aus  Nro,  17)  das  Resultat 

welches  für   die  Wahrscheinlichkeitsermittelung  bei  oft  wiederholten 
Versuchen  von  Werth  ist. 


Cap.  XVI. 

Die  mehrfachen  beistimmt en  lnte<:!:rak\ 

§.  95. 

Die  Doppelintegrale  und  ihre  Anwendung  Bur  Cubatur 

begrenzter  H&ame. 

Wenn  eine  Function  zweier  Taxiabolen  x  und  p  lUOTst  in  B<*- 
aehung  auf  y  bei  constant  bleibenden  x  integrirt  und  das  Ergx>buis« 
dieser  Integration  einer  neuen  auf  x  bezüglichen  Integration  untor« 
»orfen  wird,   so  entsteht  ein  Doppelintegral,  welches  man  durch 

J  dxj  f(,r,ti)dff 

bezeichnet  und  wobei  die  Anordnung  beider  Integrationen  von  dei' 
Rechten  zur  Linken  gelesen  wird.     So  ist  z.  B. 

:  =-7Ct:-fYa;«  +  y3)    |    Cx   \    (\ 

tod  dai-in  bedeuten  C  und  Ci  die  beiden  durch  dit»  Intogrationou 
frigefuhrten  willkührlichen  Constanten.  Wie  man  siclit,  bietet  die 
piche  keine  Besonderheiten  dar  so  lange  die  Integrationen  unbo^ti mm i 
Meiben,  sie  verlangt  dagegen  eine  genauere  Untersuchung  falls  die 
Integrationen  zwischen  bestimmten  Grenzen  vorgenommen  worden 
io]len. 

Nach  der  primitiven  summatorischen  Bedeutung   des  einfachen 

Integrales  ist 

Y 

j  A^^y)^y 
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die  Grenze,  welcher  sich  die  Summe 

/(ÄJ,yo) «1  +  fix.y^t  +  «i) €a  +  /(^.yo  +  «1  +  «2) ^3  ^ 

unendlich  nähert,  wenn  die  Anzahl  der  Grössen  £],  £2«  •  •  •  £«  u^s 
Unendliche  wächst,  während  gleichzeitig  jede  einzelne  derselhen  gegen 
die  Null  convergirt  und  ihre  Summe  =  Y  —  y^  bleibt.  Dieser 
Grenzwerth  kann  auch  als  Differenz  zweier  Specialwerthe  des  unbe* 
stimmten  Integrales 


/• 


f{Xiy)dy  =  F{x,y)  +  Const 


angesehen  werden,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  F{x.vj) 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleibt.  Diese 
Voraussetzung  festhaltend,  dürfen  wir 

/(äj,  ^0)  «1  +  fix,  yo  +  fi)  «2  +  /(«,  yo  +  «1  +  «2)  «3  +.  •  •  • 

•  •  •  +  /(^i  yo  +  «1  +  «2  H 1-  f« -1)'. 

=  F(x,T)  ^  F(x,yo)-  (^ 

setzen,  wobei  nach  §.  64  S.  301  die  mit'<5  bezeichnete  Grösse  zwi- 
schen —  ijl(Y — ^o)  iiDd  -\-  (i(;Y — yo)  liegt,  wenn  fx.  eine  beliebig 
kleine  willkührlich  gewählte  Zahl  bezeichnet.'  Geben  wir  dem  x  der 
Reihe  nach  die  Werthe  Xq,  Xq  +  Äi,  rco  +  5i  +  ^2>  -  •  •  ^  +  'i 
"h  ^2  +  •  •  •  "I"  ^TO— 1  ^J^d  multipliciren  die  entstehenden  Gleicliun- 
gen  mit  öj,  62,  .  .  .  Ä„j,  so  erhalten  wir  durch  Addition 

fi^o, yo)  Si  «1  +  f(xo,  yo  +  61)  S1S2  -\-  f(xo,  yo  +  £1  +  «2)  *i  h  +  ••* 
+  /(^o  +  Suyo)  ä^Bi  +  f(xo  +  Si,  t/e  +  6i)Ä2f2  + 


+  /(^o  +  *i  +  *2  -I 1-  S^-u  ye)^m£i  +•••••• ' 

=  [F(xo,Y)-Fixo,yo)]d^  +  [Fixo  +  d,,  T)-F(xo  +  «i.yo)]*.  +  •; 

—   (<^l  *1  4-  <^2  *2  H \-^m  W, 

worin  jede  der  Grössen  Oi,  fS^,  ,  ,  ,  6^  beliebig  klein  gemacht  wer- 
den kann.  Wählen  wir  Si,  S^y  .  .  .  ^m  so,  dass  ihre  Samm« 
=  X  —  Xo  ist,  so  haben  wir  linker  Hand  eine  Doppelsumme  von 
der  Form 

ZZf{x,y)JxJy, 

worin  sich  die  zwei  Summenzeichen  auf  die  für  x  und  y  geltendea 
Werthepaare 
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«ziehen  und  der  Reihe  nach 

z/a?  =  5j,  62»  *3,  .  .  •  •  öm» 

^2/  =^   ^li    *2>    ^8»    •   •   •  •    ^«» 

n  nehmen  ist.     Die  erste  Summe  rechter  Hand  lässt  sich 

X 

«tzen,  wo  Q  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  m  unendlich  wächst , 
edoch  ist  hierzu  die  Bedingung  erforderlich,  dassi^(a7,^)  endlich  und 
tetig  bleibt  innerhalb  der  Intervalle  x  =  Xq  bis  a?  =  X  und  y  =  y^ 
BB  y  =  F.  Was  endlich  die  Summe  6^  di  +02  02  +  ©tc.  anbe- 
uigt,  so  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  in  §.  64,  dass  sie  zwi- 
«shen  —  X(X  —  x^)  und  4"  ^(^  —  ^e)  gefasst  werden  kann,  wo  A 
aue  beliebig  kleine  Grösse  ist.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
j^eichzeitig  unendlich  wachsende  m  und  n  ergiebt  sich  nach  diesen 
BoDerkungen 

Um  I}2f(x,  y)  Jx  Jy  =  f[F(x,  T)  —  F(x,  yo)]  dx. 

Um  diesen  Satz  in  Worten  ausdrücken  zu  können,  setzen  wir 

X         Y 

Lim  22Jf(x,  y)  /ix  z^^  ==  /      /  f(x,  y)dx  dy, 

xq      yo 

l  h.  wir  definiren  das  bestimmte  Doppelintegral  als  den  Grenzwerth 
fcr  Doppelsumme  von  f{Xyy)^x^y^  wenn  x  und  y  alle  mit  den 
l&tegrationsgrenzen  verträglichen  Werthepaare  erhalten  und  ^x  und 

^  gegen  die  Null  convergiren ;  die  Gleichung 
X      T  j: 

f  Jf(P.y)dx,  dy  —  J[F{x,Y)'-F{x,y^)]dx 

*o      yo  ."  .      f 0 

X 


=  .  1  dx  I  f{x,y)dy 


..       '    xo  ,        Vo 

lögt  dann ,  dass  jener  Grenzwerth  auch  durch  zwei  aufeinander  fol- 


442        Cap.  XVI.   §.  95.    Die  Doppelintegrale  und  ihre 

gende  Integrationen  gefunden  werden   kann,  falls   die  Integrations- 
grenzen  endliche  Grössen  sind  und  die  Functionen 

/(a?,  y.J  fipo.  y)dy,  j  dxjAx,  y)dy 

innerhalb  jener  Grenzen  endlich  und  stetig  bleiben. 

Aus  der  summatorischen  Bedeutung  des  Doppelintegrales  gehl 
noch  hervor,  dass  es,  wenn  auch  umständlich,  doch  jederzeit  möglieb 
wäre,  den  Werth  eines  Doppelintegrales  direct  mit  beliebiger  Ge- 
nauigkeit zu  berechnen. 

Den  vorigen  analytischen  Betrachtungen  lässt  sich  auf  folg(ud< 
Weise  ein  geometrischer  Sinn  unterlegen,  der  zur  Lösung  eines 
stereometrischen  Problem  es    führt.      In   Fig.   76  mögen    OL  —  s^ 

Fig.  76. 


LN  =  y,  NP  =  B  die  rechtwinkligen  Coordinaten   eines  Punkt« 
P  bedeuten  und  es  sei 

z=f(x,y) 
die  Gleichung  einer  Fläche,  auf  welcher  jener  Punkt  liegt;  ferne 
denken  wir  uns  in  der  iCi^-Ebene  parallel  zur  «/-Achse  zwei  Gerad 
gezogen,  deren  Entfernungen  von  jener  Achse  bekannt,  nämlid 
OJjQ  =  Xe  und  OLi  ==  X  sein  mögen;  in  derselben  Ebene  stell« 
wir  uns  endlich  zwei  Curven  vor,  welche  durch  die  Gleichungen 

iJVe  =yo  =  9(^)y  LNi  =  r=  f^>^x) 
bestimmt  sein  sollen.      Jene  Geraden   und  diese  Curven  schneide 
sich  im  Allgemeinen  und  bilden  ein  ebenes  theils  gerad,  theils  krumio 
linig  begrenztes  Viereck ;  letzteres  betrachten  wir  als  die  Basis  eind 
geraden  Cylinders,    welcher  oberhalb   durch   die    vorhin  erwähnti 
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Mache  begrenzt  wird,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  Volumen  V 
^eses  Cylinders  zu  berechnen.  . 

Aendem  wir  x  um  dx^  gleichzeitig  y  um  dy,  construiren  wir 
rerner  das  Rechteck  aus  dx^  dy  und  lassen  von  allen  Punkten  seiner 
Peripherie  Gerade  ||  OZ  bis  zur  Fläche  aufsteigen,  so  erhalten  wir 
an  Parallelepiped  von  der  endlichen  Höhe  z  und  der  unendlich  klei- 
tten  Basis  dxdy;  sein  Volumen  ist  zdxdy  =z  f{x,y)dxdy*  Das 
gesuchte  Volumen  V  bildet  die  Summe  einer  unendlichen  Menge 
Bolcher  Elementarparallelepipede,  und  daher  ist 


F=    /    I  zdzdy=   j    I f(x,y)dx 


dy, 


wobei  sich  die  Anwendung  doppelter  Summenzeichen  durch  den  üm- 
»tand  rechtfertigt,  dass  die  Summe  aller  Parallelepipede  nur  dann 
rollständig  zu  erhalten  ist,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Richtun- 
gen der  y  und  x  zusammengezählt  werden.  Vereinigt  man  erst  die- 
eoigen  Parallelepipede,  welche  zu  einem  und  demselben  x  aber  zu 
len  verschiedenen  von  y^  bis  Y  gehenden  y  gehören,  so  bedeutet  der 
Ittsdnick 

y  T 


/  fi^j  y)  dx  dy  =  dx  j  f{x,  y)  dy 


^Volumen  einer  Schicht,  welche  die  Dicke  oder  Höhe  dx  besitzt 
Md  in  der  Entfernung  x  parallel  zur  Ebene  yz  steht,  mithin  den 
Qnerschnitt  NoNi  Qi  Qo  zur  ßasis  hat.  Durch  Vereinigung  aller  die- 
ler  von  0?  =  x^  bis  a?  =  X  reichenden  Schichten  erhalten  wir  das 
fanze  Volumen 

f)  V=  Jdxjf(x,y)dy. 

^0        yo 
Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  mittelst  der  Formel 

X 

V=    f  üdx, 


^0 

»orin  U  den  Flächeninhalt  des  Querschnittes  iVo  Ni  Qi  Qo  bedeutet, 
»elcher  im  Abstände  x  parallel  zur  yz-Ehene  gelegt  ist.  Nach  der 
^kannten  Regel  zur  Quadratur  ebener  Flächen  hat  man,  LN=  y 
lU  Abscisae  und  NJP  =  z  als  Ordinate  ansehend, 

T 


U=   I  zdy. 


yu 
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mithin  durch'  Substitution'  in  die  vorige  Gleichung 

y  =    I    \  I  zdy  i  dx  =  I  dx  I  zdy. 

xq        ffo  ^0  Po 

Diese  Formel  stimmt  nut  Nro.  1)  überein ,  sobald  f(x,  y)  für  z  ^ 
setzt  wird. 

Als  Beispiel  einer  solchen  Cubatur  diene  folgender  Fall.  I 
oberhalb  begrenzende  Fläche  sei  ein  elliptisches  Paraboloid,  bestim: 
durch  die  Gleichung 

die 'Basis*  des -Volümenä  sei  ein  rechtwinkliges  Dreieck  (Fig.  77)  n 


■ .  i'igr  77; 


den  Katheten  OÄ  = 
OB  =  h.  Die  Summati( 
aller  Volum elemente ,  d. 
die  doppelte  Integration  bi 
zieht  sich  dann  auf  all 
positiven  x  und  y,  welchj 
der  Bedingung 

—  a         0  -" 

genügen,    mithin 'sind  di 
Integrationsgrenzen 


a;o  =  0,  X  =  OÄ    =  a, 


Dies  giebt 


F=  fdx  Hax^  +  ßy^)dy 


0 


0 

Denkt  man  sich  denjenigen  Punkt  D  der  Fläche  aufgesucht,  deßßßß 
Coordinaten  OÄ  =  a^  OB  =  ÄC  =  h,  CD  =  c  sind,  bo  'd 
c  =  aa«  -f  /352,  mitbin  V  gleich  dem  zwölften  Theik 
lelepipedes  aus  den  Kanten  a,  5,  c. 
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Für  ein  zweites  Beispiel  behalten  wir  das  elliptische  Päraholoid 
ils  obere  Begrenzungsfläche  bei,  nehmen  aber  als  Basis  die  ganze 
ms  den  Halbachsen  a  und  h  construirte  Ellipse.  Die  -  labegrationen 
miehen  sich  jetzt  auf  alle  positiven  und  negativen  x  und  ^,  welche 
ler  Bedingung 

o<(£y  +  (f)'<.     ■ 

[enügen;  daher  ist 

V  =  fdx  f  (ax^+  ßy^)dy:, 

Ke  Ansfiihrang  beider  Integrationen  giebt 

N)riii  wieder  ein  einfacher  stereometrischei*  Satz  liegt. 


§.  96. 
Die  Umkehrung  der  Integrationenfelge. 

Durch  die  summatorische  Bedeutung  des  Doppelintegrales,  welche 
fl  der  Definition 


// 


f(x,  y)  dx  dy  =  Lim  EZfix,  y)  Jx  Jy 

Ittgesprochen  ist,  wird  man  (ähnlich  wie  bei  den  unendlichen  Dop- 
lelreihen)  zu  der  Frage  veranlasst,  ob  derWerth  des  Doppelintegra- 
tt  ungestört  bleibt  oder  nicht,  wenn  man  die  beiden  angedeuteten 
Viegrationen  in  umgekehrter  Beihenfolge. ausführt. 
^  Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  wo  die  Integrationen  unbe- 
jfaiiinte  sind,  und  nennen  V  den  Werth  des  Doppelintegrales ,  so  ist 

^dererseits  gilt  nach  §.15  die  Gleichung 

88F  _   82F 
dxdy       dydx 
^OBgesetzt,  dass  die  Yariabelen  o;,  y  keine  solchen  Werthe  erhal- 
1^1  'wodurch  eine  der  Functionen 
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discontinuirlich    werden    konnte;    es    ist    daher    unter    dieser  Be- 
Bchränkung 

V=  J Jf{x,y)dydx, 
Demnach  besteht  die  Gleichung 

/  j  f{Xyy)äxdy  =    /    I  f(x,y)dydx 

so  laDge,  als  die  vier  Functionen 

/(^»y).    If(^yy)dx,    j  f(x,y)dy,     I  J  f(x,y)dxdy 

keine  Unterbrechung  der  Gontinuität  erleiden. 

Bei  bestimmten  Doppelintegralen  ist  diese  Schlussweise  M 
direct  anwendbar ,  und  daher  muss  man  in  diesem  Falle  auf  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zurückgehen.  Meistentheüt 
sind  die  vier  Integrationsgrenzen  nicht  unmittelbar  gegeben,  sondern 
man  kennt  nur  eine  Bedingung,  welcher  die  Variabelen  x  und  y  ge- 
nügen sollen  (vergl.  das  vorige  geometrische  Beispiel);  gleichzeitig 
ist  auch  die  Anordnung  der  Integrationen  nicht  vorgeschrieben,  es 
wird  nur  die  Doppelsumme  aller  derEiemente  f(x,y)dxdy  verlangt, 
fiir  welche  jene  Bedingung  besteht.  Ist  letztere  der  Art ,  dass  sicÜ 
aus  ihr  bestimmte  Integrationsgrenzen  sowohl  bei  der  einen  als  bei  da 
anderen  Anordnung  der  Integration  ergeben,  so  kann  man  auch  dieBe 
trachtungen  des  vorigen  Paragraphen  zweimal  anwenden,  indemmanern 

f(x,y)dy  =  F(x,y) 


ß 


setzt  und  die  zugehörigen  Integrationsgrenzen  j^q,  IT,  Xq,  X  bestimmt 
nachher  aber 


/ 


f[x,y)dx  =  0{x,y) 

setzt  und  die  neuen  Integrationsgrenzen  |e,  ^,  i/o>  ^  ^QS  der  geg 
benen  Bedingung  herleitet.     Im  ersten  Falle  findet  man 

X  Y 

Lim  2]Uf(x,  y)  JxJy  =  jdxj  /(a?,  y)  dy, 
im  zweiten 


der  Integrationenfolge. 

Y        S 
Um  S  Ef{x,  y)  Jx  ^y  =  Cdy  Cfix,  y)  dx, 
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oithin 


X       Y 


Y      3 


J   Jf(x,y)dxdy  =  J      ff(x,y)dydx; 

edoch  gilt  dieser  Satz   im  Allgemeinen  nur  so  lange  als  die  Func- 
iooen 

/(^.y)»     ff(oo,y)dy,     ff(x,y)dx, 

J  dxj fix,  y)  dy,    J  dy  jf{x,  y)  dx 

ndlich  und  stetig  bleiben. 

Diesen  Erörterungen  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ein  geome- 
tiBcher  Sinn  unterlegen.   In  Fig.  78  mögen  OL=^x,  OM=LN=:y 

Fig.  78. 


id  xVP  =  jg  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  P 
i  Räume  bezeichnen ,  femer  sei  z  =  f(x,  y)  die  Gleichung  einer 
»che,  endlich  denke  man  sich  in  der  a;^-£bene  eine  geschlossene 
•ürve  oder  überhaupt  einen  Contour  Lq  Mq  Li  Mi  gegeben ;  nimmt 
*a  letzteren  zur  Basis^  eines  Cylinders,  welcher  von  der  vorigen 
wbe  geschnitten  wird,  so  ist  das  Cylindervolumen 

F=:  /  j  edxdy=:    I    / f(x,y)dxdy, 
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wobei  X  und  y  an  die  Bedingung  gebunden  sind,  dass  der  Punkt  xj 
die  Cylinderbasis  nicHt  überschreiten  darf.  Aus  dieser  BedbguD^ 
ergeben  sich  in  jedem  Falle  die  nöthigen  Integrationsgrenzen,  wöbe 
wir  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die  Curve  LqMqLiM 
von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  wer 
den  könne.  Integrirt  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y  bei  vorläufi| 
constanten  x,  so  sind  (wie  in  §.  95)  LLq  =  yo,  LLi  =  F  die  InU 
grationsgrenzen  für  y\  die  nachherigen  Integrationsgrenzen  für  ; 
sind  die  Entfernungen ,  in  welchen  die  beiden  parallel  zur  ^-Acb 
an  die  Cylinderbasis  gelegten  Tangenten  die  a> Achse  schneiden.  Wil 
man  dagegen  zuerst  nach  x  integriren,  so  verlängert  man  dieGeradi 
MN  bis  zu  ihren  Durchschnitten  Mq  und  Mi  mit  der  Gylinderbasi 
und  erhält  MM^  =  |o»  MM\  =  ^;.  die  Grenzen  für  die  nachheri^ 
auf  y  bezügliche  Integration  ergeben  sich ,  wenn  man  parallel  m 
X-Achse  Tangenten  an  die  Cylinderbasis  legt.  Sowohl  bei  dem  er 
sten  als  bei  dem  zweiten  Systeme  von  je  vier  Integrationsgrenzei 
ist  die  Bedingung  erfüllt,  dass  der  Punkt  N  die  Cylinderbasis  oicM 
überschreitet;  dann  erhellt  aber  ohne  Weiteres,  dass  die  Summiraog 
aller  Yolumenelemente  edxdy  in  beiden  Fällen  dasselbe  Cylinder' 
Volumen  liefern  muss. 

Am  einfachsten  wird  die  Sache,  wenn  alle  vier  Integratioitf 
grenzen  absolute  Constanten  sind,  was  geometrisch  bedeutet,  daa 
die  Cylinderbasis  ein  Rechteck  ist,  dessen  Seiten  parallel  za  c 
Achsen  x  und  y  liegen.     Man  hat  in  diesem  Falle 

ab  b         a 

j    I  /(^»  y)dxdy  =  j    j  f(x,  y)  dy  dx, 

aß  p      a 

wenn  die  sonst  noch  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind. 
Als  Beispiel  betrachten  wir  das  Doppelintegral 

ab  b        a 

I     j  e~'v sin xdxdy  =    I     I  e"""* sin x dy dx\ 

0         0  §         0 

es  ergiebt  sich,  wenn  jedesmal  die  erste  der  angedeuteten  Integrt 
tionen  ausgeführt  wird« 

a  b 

/l  —  e~^*    .       ,           Cl  —  e^^^icosa-^-ysina)  , 
stnx  dx=  I -^n — r^ '  ^y 
X                         J                1  +  y* 

0 

=  arctanb  —  cosa   1  - — ; — r  dy  —  stna  I  -r—, — ;  »y- 

«y  1  4-  y^  ^1  4-yViw 
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Da  der  Bruch  — — — -  zwischen  0  und  1  liegt ,  so  ist  der  Werth 
b»  mit  cos  a  multiplicirten  Integrales  positiv  und  kleiner  als 

J  a 

0 

far  das  zweite  Integral  rechter  Hand  gilt  eine  ähnliche  Bemerkung, 
imd  man  hat  daher 

a 

stnxax  =  arctanh (Q^cosa  +  gisina) 

wo  9o  und  Qi  nicht  näher  bestimmte  positive  echte  Brüche  bezeich- 
nen. Durch  üebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  a  er- 
|iebt  sich  femer,  a  und  b  als  positiv  vorausgesetzt, 

*'  / sinxdx  =  arctanh. 

J  X 

0 

Das  Integral  linker  Hand  zerfallt  in  die  beiden  Integrale 


/QO 
sinx  '            Csinx       .    , 
dx  —  /  e^^'dx, 
X                   J       X 


0  0 

,j   sinx  .  .    , 

""ä"  ^°^"°^®'  zwischen  +  1  und  —  1  enthalten  ist ,  so  liegt 

te  Werth  des  zweiten  Integrales  zwischen 


00  00 

/  e-^^dx  und  —    /  e~^^dXy 


0  0 

«  kann  deshalb 


00 

=  Q  I  c**  da?  =  9  — 


0 

l*etzt  werden,  wenn  q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch 
«deutet     Aus  der  nunmehrigen  Gleichung 

00 

dx  —  •?-  =  arctanh 

X  h 

0 

%  fär  &  =  OD 

2)  /^  dx  =  ü^. 

J      X  2 

0 

ächlömilcb,  AnalysJs  I.  .  29 
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Dieses  Beispiel  lehrt  gleichzeitig,  wie  man  sich  in  den  Fällen  zu  ver 
halten  hat,  wo  unendliche  Integrationsgrenzen  vorkommen. 

Um  auch  ein  Beispiel  für  den  allgemeinen  Fall  zu  haben,  U 
trachten  wir  das  Doppelintegral 


V  =  j    fVlc^  —  a;2  — 1/2  dxdy, 


worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 

(x—cy  +  «/2  <  c2 
genügenden  x  und  y  beziehen  mögen.     Geometrisch  bedeutet  hier 


Fig.  79. 


das  Volumen  eines  Cj 
linders,  welcher  den  übe 
OA  =  2c  conßtrairt« 
Halbkreis  zur  Basis  hal 
und  von  einer  mit  den 
Radius  OA  bescbriei^ 
nen  Kugel  gescliiiiifte 
wird  (Fig.  79).  Integräi 
man  zuerst  in  Beziehung 
auf  y,  so  sind  0  d 
L  Q  V2cx-'xU\e  zu 
gehörigen  Integration? 
gi*enzen;  nachher  ist  J 
von  0  bis  2  c  auszudeh 
nen,  also 


2c  y2ca:— T« 

V—   I dx  jV^ c^  —  x^  —  y^ dy 

0  0 

?*  r 

=  k  I  dx\(2c—  jr)  V2ca?4-  (4c2  — a;2)arcsml/  ; 


X 


.1 
2c  +  x\ 

0 

Bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  gelten  für  x  die  GrpD 

zen  MSo  =  c  —  V  c^  —  y^  und  MSi  =  c  +  Vc^  —  y\  für ;/  <li 
Grenzen  0  und  c,  mithin  ist  auch 


V=  fdy  fV4c^'-x^  —  y^  dx. 


-Ve«- 


y" 


Als  Worth  des  ersten  Integrales  ündet  man 
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lerselbe  lässt  sich  aber  noch  sehr  zusammenziehen.  Das  Quadrat 
rom  Inhalt  der  ersten  Parenthese  ist  nämlich  2y'^(c  —  y),  mithin  der 
Wialt  selbst  =  y]/  2(c^y)',  mittelst  der  Formel  9)  auf  S.  5  er- 
gebt sich    femer    als  Differenz    der  beiden   Kreisbögen    der    eine 

Bogen 

L  ^c^  —  y^  J 

-'  arcstn ^—-— ^ ^-<  =  arcsin  — —^^ 

4t  c^  —  y^  2c  —  y 

-=  arcsin    2  1/   -—^ —  l/  1  —  tt-^ —  =  2arcsm \/  --^ — , 
L    Y    2c  — y   Y  2c  — yj  Y    2c— 2/ 

ohei  die  Formel 


arcsin  (2  y  Vi  —  y'^)  =  2  arcsin  y 
Bgewendet  worden  ist.     Nach  diesen  Bemerkungen  erhält  man 


^=  /    \yy c{c  —  y)  +  i^c'^  —  y'^) arcsin  1/       ^    i  dy, 

^  zu  demselben  Werthe  von  F  führt  wie  die  vorige  Rechnung. 

Den  Nutzen,  welchen   die   Umkehrung  der  Integrationenfolge 
währt,  zeigt  das  etwas  allgemeinere  Beispiel 

y  =    I  fy  4  c2  —  a;2  — .  y2  xlf  (y)  dx  dy, 

Jrin  il;(y)  eine  beliebige  Function  von  y  bedeuten  und  die  Inte- 
ationsbedingung  dieselbe  wie  vorhin  sein  möge.  Hier  lässt  sich 
•  der  ersten  Anordnung  die  auf  y  bezügliche  Integration  im  All- 
ta einen  gar  nicht  ausführen,  wohl  aber  kann  man  bei  der  zweiten 
'Ordnung  genau  wie  vorhin  rechnen;  damit  gelangt  man  zu  der 
eichung 

I     /  V  4  c2  —  a:2  _  y2ji,  (y)  dx  dy 

Ü  Ü 

-  /  \yV c{c^y)  4-  (4c2  —  y^)  arcsin  \/  — -^ — {  ^(y)dy, 
«/    I  Y    2c  — y) 


oo* 


29 


/ 
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welche  die  Reduction  des  Doppelintegrales  auf  ein  einfaches  dar 
stellt. 

Hinsichtlich  des  allgemeinen  Doppelintegrales 

X       Y 

y=J  Jf{x,y)dxdy 

fügen  wir  noch  eine  Bemerkung  fiir  den  Fall  bei ,  dass  die  Functii 
f(Xj  y)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  C 
tinuität  erleiden  sollte.  Wird  f{x^  y)  nur  einmal  discontinuirlich 
zwar  für  a;  =  |  und  y  z=i  rj,  wo  |  zwischen  Xq  und  X,  i^  zwiscb 
yo  und  Y  liegt,  so  betrachtet  man  V  als  den  speciellen  Werth,  wi 
chen  die  Summe 

•— fi       Y  X  Y 

J  f(<x>,  y)dxdy  +  I       I  fix,  y)dxdy 

*o         yo  f  +  <^   yo 

bei  gleichzeitig  verschwindenden  8  und  B  erhält.  In  jedem  derft» 
den  einzelnen  Integrale  bleibt /(jr,  ^)  continuirlich  und  daher  körn« 
dieselben  wie  früher  behandelt  werden.  Aehnlich  verhält  ikh 
Sache,  wenn  mehrere  Unterbrechungen  der  Continuität  vorhi 
sind.  Im  Allgemeinen  gilt  hier  der  Satz  nicht  mehr,  dass  derW 
des  Doppelintegrales  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Intej 
tionen  ist. 

§.  97. 
Doppelintegrale  in  Polarcoordinaten. 

Will  man  in  einem  Doppelintegrale  statt  einer  der  beiden 
riabelen  x  und  y  eine  neue  Veränderliche  substituiren ,  so  hat 
ganz  wie  in  §.  91  zu  verfahren,  und  daher  bedarf  dieser  Fall  ki 
besonderen  Auseinandersetzung;  dagegen  wird  die  Sache  anJ 
wenn  statt  x  und  y  gleichzeitig  zwei  neue  Yariabele  einzuii 
sind. 

I.  Wir  betrachten  zuerst  den  einfachen  und  häufig  vorkomi 
den  Fall,  wo  das  Doppelintegral 

1)  V=fff(x,y)dxdy 

in  Polarcoordinaten  transformirt,  also 

3)  X  =  rcosdf  y  =  rsinO 

gesetzt  werden  soll. 
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Denken  wir  uns  die  auf  y  bezügliche  Integration  als  die  erste, 
können  wir  zunächst  6  für  y  einführen,  wenn  wir  aus  den  Glei- 
ongen  2)  die  neue  Gleichung 

y  =  xtand 

Iden,  worin  x  als  Constante  zu  betrachten  ist;  dies  giebt 

F=  /   J f(XjXtanO)dx.xsec^Odd. 

n  zweitens  r  an  die  Stelle  von  x  zu  bringen,  substituiren  wir 
-rcosd  und  beachten,  dass  hier  cosd  constant,  dagegen  r  die 
m  Yariabele  ist;  wir  erhalten  so 

V  =  I   I /(rcoady  r8ind)cos0dr.rco308ec'^0d6 

=  I   j fircosd,  rsinO)rdrddj 
bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  auch 


F=  /    1  fircosd,  rsind)rdOdr 


-ff' 


•chrieben  werden  kann.  Die  Einführung  von  Polarcoordinaten 
Mdiieht  also  in  der  Weise,    dass  x,  y,  dx  dy  der  Reihe  nach  durch 

yfsind,  rdddr  ersetzt  werden. 

Der  geometrische  Sinn  dieser  Transformation  ist  folgender. 
achten  wir  js  zrzfix^y)  wieder  als  Gleichung  einer  Fläche  und 

zdxdy  als  Volumen,  so  bleibt  es  für  die  Grösse  von  V 

ichgiiltig,  ob  die  Basis  dieses  Volumens  in  rechteckförmige  oder 
anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  wenn  nur  diese  Elemente 
I Basis,  und  die  über  den  Flächenelementen  construirten  Parallel- 
j^ede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfüllen.  Diejenige  Zer- 
ptng  nun,  welche  einem  polaren  Coordinatensysteme  entspricht, 
Ikbt  sich  von  selbst,  wenn  man  r  und  0  gleichzeitig  ändert,  und 
hrend  das  rechtwinklige  Coordinatensystem  zu  einer  schachbret- 
Wichen  Theilung  der  Basis  führt,  sind  bei  dem  Polarsysteme  die 
leinen  Elemente  von  zwei  concentrischen  Kreisbögen  und  von 
ei  Radien  begrenzt  (Fig.  80  u.  81  a.  f.  S.).  Irgend  eines  dieser 
toente  NN\NzNi  (Fig.  81)  kann  als  Rechteck  aus  den  Seiten 
Vi  und  JV^2  betrachtet  werden  und  zwar  ist 

OL  =  x,LN=y,  ON=r,  L^LON—  0, 
NNx  =  dr,  NN-i  =  rdd,  Fläche  NNiNsN2  =  rde  .dr. 
I  Volomen  V  entsteht  durch  Summirung  der  Parallelepipede  über 
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deu  Flächenelementen  j   der  Inhalt  eines  solchen  Parallelepipedefc  is 
zrdOdr,  folglich 

V=  f  fzrdddr, 

Fig.  80.  Fig.  81. 

0. \ X  0  L  X 


was  mit  Nr.  3)  übereinstimmt,  weun  s  •=.  f{x^y)  =f(rcosO,  rsinffl 
wieder  eingesetzt  wird. 

Die  Integrationsgrenzen  für  r  und  (I  sind  iu  jedem  Falle  koD» 
dcrs  zu  bestimmen.  Sind  die  ursprünglichen  Grenzen  für  x  uml  % 
so  beschaffen ,  dass  der  Punkt  xy  innerhalb  eines  Contours  bleili 
welcher  von  einer  Geraden  in  höchstens  zwei  Punkten  geschnittcui 
werden  kann ,  so  ergeben  sich  die  Integrationsgrenzen  für  r,  w<üb 
man  den  Radiusvector  ON  bis  zu  seinen  Durchschnitten  Qo  mü  y 
mit  jenem  Contour  verlängert  (Fig.  81);  die  Grenzen  für  Ü  sind  nacb' 
her  die  Winkel  L  0  'Tq  und  ItOTi,  welche  zwei ,  von  0  aus  aü  dej 
Contour  gelegte  Tangenten  mit  der  35- Achse  einschliessen.  Für  0  ft-^'i 
OQi  z=  B,  i^  L  OTo  =  Oo,  L  0  Ti  =  0  ist  dann 


e 


R 


V  =  I      I  f(r  cos  0,  r  sin  Ü)  r  dO  dr. 


(i 


ro 


Einige  allgemeinere  Beispiele  mögen  dies  erläutern.  Ik'M 
sich  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x  uml 
welche  der  Bedingung  x-  +  ^^  <  c^  genügen ,  so  bleibt  der  Piii 
xy  innerhalb  eines  mit  dem  Radius  c  beschriebenen  Kreisquadranti 
man  erhält  für  diesen  Fall 


-ff- 


t         Yc^—x* 

4)         /      /  f(x,  y)dxdy  =     1       1  f(r  cos  Ö,  r  sin  0)  rdO dr. 

'o         0  0  0 

Ist  urspmnglich  die  Bedingung  gegeben ,   dass  sowohl  x  all] 
positiv  und  (x  —  c)'^  +  2/^  ^  c*  seiii  soll,  so  bleibt  der  Punkt 


( a]».  XVI.  §.  07.  Doppelintegrale  in  Pi^larcoonlinalon,     4r»r» 

B  luiiern    eiiies    Halbkreises ,    dessen    Durchmesser    2  c*    tiut     lier 
•Achse  liegt;  dies  giebt 


Je     yicx  —  j*  o^       iceostt 

•       f  ffi'.9)äxdy  =   j      ffircosO,  rsinO)rd(hir. 

0         0  0  0 

ieraach  ist  speciell 

ic      y  Jcx— jr*  .  «^       ürcosft 

f  fV^c^  —  x«  —  y^dxdy  =    1      fV^c^  —  rUdihir 

«       0  *  0  0 

=Jdd  •  I  (2  c)3  (1  -  sin'^  Ö)  =  I  (2  c)»  (1 «  -  II) 

0 

lereinstimmend  mit  der  viel  umständlicheron  Recliuung  im  vorigen 
iragraphen. 

Das  unter  Nro.  5)  verzeichnete  Integral  lässt  sich  auch  »luf  dio 
eise  transformiren,  dass  man  erst  x  =  Xi  —  c  und  nachher  Xi  = 
y^iO,  y  =  rsinO  setzt,  wovon  der  geometrische  Sinn  leicht  einzu- 
heü  ist;  man  erhält  zuletzt 

^l    J  fi^iy)^^^y  =  I     I  /(rcosO-^  c,  rsinO)rdOdr, 

"0  0         0 

Wenn  sich  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  ,v 
«i// beziehen,  so  durchläuft  der  Punkt  a; 2/ dio  ganze  unendliche 
^ne,  welche  von  den  positiven  Theilen  der  x~  und  2/- Ach Bn  begrenzt 
rd ;  bei  Polarcoordinaten  geschieht  dasselbe,  sobald  r  von  0  bis  on , 
gegen  Ö  von  0  bis  |3r  ausgedehnt  wird,  mithin  ist 


%" 


ß 


0       0  0  0 

Als  gelegentliche   Anwendung  hiervon    diene    die   P]rmitt<5lun^' 
Werthes  von 


0 

eher  vorläufig  mit  K  bezeichnet  werden  mö^a.     Für  daH  Doppol- 
Jgral 


Tj 


f   fe-^^'''rv^)dxdy, 

0  0 
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hat  man  erstens 


je-'^dxje-^dy  =  J5P; 


0  p 

andererseits  ist  dasselbe  nach  Nro.  7) 

e-'^fddär 


-//■ 


=J  dd'l  =  \x. 


0  0  0 

Die  Vergleichung  beider  Resultate  giebt  K  =  i  V^  d,  L 


I  e-'^dx  =  iVx. 


U.  Auf  die  in  Nro.  4),  5)  und  6)  betrachteten  Integrale  lasseo 
sich  einige  andere  von  etwas  allgemeinerer  Form  zurackfahreib 
Sind  die  ursprünglichen  Integrationen  so  zu  leiten,  dass  bei  positira 
X  und  y 


a)*+(f^ 


1 


bleibt,  so  bewegt  sich  der  Punkt  xy  innerhalb  eines  Ellipsenquadni' 
ten,  und  es  ist  dann 

V  =  I    I f(x,y)dxdy. 

0      0 

Indem  man  erst  x  =  a^j  nachher  y  z=hri  substituirt,  kommt mi^ 
auf  ein  neues  Integral,  welches  an  die  Bedingung  |^  -|-  i?^  ^  1 
bunden  ist,  nämlich 

1  yr^ 

V=al)  r  ff(al  hfi)  d^dTj. 

0       0 

Dieses  lässt  sich  nach  Nro.  4)  behandeln ,  wenn  man   c,  x,  y  dure 
1,  I  =r  rcosö,  iy  =  rsinO  ersetzt;  hiemach  wird 

9)       /    / f(x, y)dxdy=ah  j      I  f(ar cos 0,  hrsin d)rdd dr- 

0      0  0  0 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  Nro.  6)  und  7) 
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10)   f  ff(x,y)dxdy  =  ah  j      f f{ar cos d,hr sind) rdOdr 


0        0  0  0 

n     1 


=  ah    I   J /(arcosd — a,hrsinO)rdd  dr. 

0       0 


§.  98. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  Doppelintegralen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gezeigte  Transformation  ist  nur 
in  gpecieller  Fall  des  allgemeinen  Problem  es,  statt  der  ursprüng- 
iehen  Variabelen  x  und  y  zwei  neue  Yariabele  s  und  t  einzufuhren, 
reiche  mit  jenen  durch  zwei  Gleichungen 

)  X  =  9(s,0,  y  =  *(s,0 

erbunden  sind.  Will  man  diese  Substitutionen  nicht  gleichzeitig,  son- 
krn  nach  einander  bewirken  und  zwar  zuerst  y  durch  t  ersetzen,  so 
in\b  man  sieb  s  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  und  das  Resultat 
Mf  die  Form 

y  —  X(xJ) 

(cbracht;  für  die  erste  Integration  bleibt  x  constant,   und  es  wird 

laher 

libstituirt  man  jetzt  (p{s,f)  für  x,  wobei  t  als  constant,  dagegen  s 

Ldie  neue  für  x  eintretende  Yariabele  zu  betrachten  ist,   so  erhält 
ein  Resultat  von  der  Form 

/    I f((x^iy)dxdy  =  I    I f[(p(s,t),  i^iSytyjSldsdt, 

^  Sl  eine  Function  von  s  und  t  bedeutet,  die  sich  durch  Ausfüh- 
ing  der  angedeuteten  Operationen  von  selber  bestimmt. 

Dieses  Verfahren  erlaubt  eine  wesentliche  Modification,  wenn 
»n  beachtet,  dass  es  nur  darauf  ankommt,  dxdy  auf  die  Form 
\dsdt  zu  bringen,  indem  man  bei  der  ersten  Integration  x  als  Gon- 
lante  ansieht.  Statt  nämlich  aus  den  Gleichungen  1)  die  Yariabele 
za  eliminiren,  kann  man  auch  ds  herausscha£Pen ,  was  folgende 
echnimg  giebt.     Man  hat  zunächst,  weil  erst  x  als  Gonstante  gilt, 
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mithin  duixh  Elimination  von  ds 

ds'  dt         dt  '"äs    , 
dy  = r-- dt. 

ds 

Bei  der  zweiten  Integration  ist  x  die  ursprilngliche ,  s  die  neue  Va- 
nabele,  daher 


dx  =  -;^  ds, 

ds 


also  zusammen 


,     ,  /d(p  dt        d(p   dt\  ,    ,^ 

Die  allgemeine  Foimel  zur  gleichzeitigen  Substitution  zweier  ntm 
Variabelen  lautet  jetzt 

J  Jf(^^y)dxdy 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  durch  folgende  geometrische 
Betrachtung,  bei  welcher  das  ursprüngliche  Doppelintegral  wieder 
als  Volumen  (s.  §.  95)  angesehen  werden  möge.  Zwei  willkührliche 
Grössen  s  und  f,  welche  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  in  der 
Horizontalebene  bestimmen,  lassen  sich  als  Goordinaten  dieses  Ponk* 
tes  betrachten ,  wenn  man  den  Begriff  der  Goordinaten  in  seiner  wa- 
testen  BedeuJsing  nimmt.  Die  Gleichungen  1)  vermitteln  dann  dei 
Uebergang  von  den  ursprünglichen  rechtwinkligen  Coordinateu  i 
und  y  zu  den  neuen  Goordinaten  s  und  t  Für  die  Grösse  des  Vtf> 
lumens  F  ist  es  aber  gleichgültig,  ob  seine  Basis  in  rechteckformige 
oder  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  und  daher  fragt  es  sich 
nur  noch ,  welche  Zerlegung  dem  neuen  Goordinatensysteme  der  s 
und  t  entspricht.  Sowie  nun  das  frühere  Element  ein  Rechteck  war. 
dessen  vier  Ecken  durch  die  Goordinaten 

X,  y,  X  +  dx,  y\  x,  y  +  dy;  x  +  dx,  y  +  dy 
bestimmt  wurden,  so  müssen  wir  als  neues  Element  ein  Viereck  neb- 
men,  dessen  Ecken  JN,  N^  N'2,  N3  die  Goordinaten 

s,  *;  s  -^  ds,  t,  s,  t  '\-  dt;  s  '{'  ds,  t  -{-  dt 
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haben  (Fig  82).     Da  die  Bögen  NNu  NiNs,  N^N^,  N^N  unendlich 
Yig,  82.  ^  klein  sind,  so  können  wir  sie  als 

^      gerade  Linien  und   das  Flächen- 
element  NNiNzN2  als  das  Dop- 
pelte  des  Dreiecks  NNiN'2  be- 
.  trachten;  letztere  Fläche  lässt  sich 
aber  durch  die  Coordinaten  ihrer 
Ecken    ausdrücken.      Bezeichnen 
wir    nämlich   die   rechtwinkligen 
Ooordinaten    der  Punkte    N^  Ni 
und  iVa  mit  x  und  y^  Xi  und  pi, 
Xi  und  ^2«  so  ^^  ^6  Fläche  des 
Dreiecks 
NNiN^  =  \[(xi -- x) (y.^  —  y)  —  (X2  —  (x>) (^i  —  y)l 
lithiu  die  Fläche  des  Elementes 

NNiN;iN2  =  ixi—x)(y.2—y)  —  ix2  —  x)  (t^i  —  y). 
ter  Punkt  Ni   entstand   aber  aus    dem  Punkte  N  durch   alleinige 
leüderung  des  s,  mithin  ist 

dx   _  dy 

ebenso  führte    die  partielle  Aenderung  des  t  von  N  nach  N2 ,   man 
l»t  folglich 

iiCi  =  X  +  —  dt,    y2  =  y  -{-  :^  dt 

lurcli  {Substitution  dieser  vier  Werthe  ergiebt  sich 

ier  wegen  der  Gleichungen  1) 

NN,N,N2  =  (^g^.^  -  ^.  gjj  dsdt. 

Product  ß^NNiNaNo  = /(a?, y) . iVi ^2 -ZVs ^i  stellt  wieder  das 
^iumen  eines  unendlich  dünnen  Parallelepipedes  dar,  und  die  Dop- 
^uiume  aller  dieser  Volumenelemente  giebt  das  ganze  Volumen; 
teil  Substitution  der  Werthe  von  a?,  y  und  Ni  JV2  JV3  N2  gelangt  man 
I  der  Gleichung  2). 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  bei  bestimmten  Doppelintegra- 
D  die  neuen  auf  8  und  t  bezüglichen  Integrationsgrenzen  besonders 
t  ermitteln  sind.  Wir  geben  hierzu  ein  paar  Beispiele  namentlich 
leb  um  zu  zeigen,  wie  durch  passende  Wahl  von  (p  und  ^  con- 
uitc  Integrationsgrenzen  für  s  und  t  zu  erreichen  sind. 
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a.    Wenn  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,    der  Be- 
dingung 

0  <x  +  y  <c 

genügenden  x  und  y  beziehen,  so  be> 
wegt  sich  der  Punkt  xy  innerhalb  det 
gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecks 
Ä OB  (Fig.  83,  OA=OB  =  c)  und 
es  ist 

e      c — X 

V=J Jf(x,y)dxdy. 

0       0 

Durch  biegen  wir  8T^  AB,  ziehen 
SM  und    setzen    08  =  0  T  =  s, 
/    08M  =  ci;  es  ist  dann 
0 L  =:  X  =^  s  —  s tan o,   0M=^  y  =^  s tan co 
oder  wenn  zur  Abkürzung  tan  ca  =  t  gesetzt  wird, 

X  =  s  —  st,  y  =  st 
Hieraus  folgt 

dx  dy       dx  dy  

ds'di  "^  dt'ds~^' 
Um  ferner  den  Punkt  2f  in  dem   Dreiecke  ÄOB  herumzufiilireD, 
braucht  man  nur  s  von  0  bis  c,  OJ  von  0  bis  J  jr  d.  h.  t  von  0  bis  Ij 
auszudehnen;  dies  giebt 

c      c—x  e        1 

/    I f(x,y)äxdy  =  I  I f(s  —  st,st)sdsdt. 

0      0  0      0 

Als  specielle  Anwendung  hat  man  z.  B. 

e      e—x  e      1 


3) 


0       0 


■/ 


=  /  ^'*sds  = 


0       0 

2k 


wo  in  der  zweiten  Form  beide  Integrationen  ausfahrbar  sind,  wi 
rend  sich  in  der  ersten  Form  schon  die  auf  y  bezügliche  Integrati( 
nicht  in  endlicher  Gestalt  bewirken  lässt. 
,  Ist  etwas  allgemeiner  die  Grenzbedingong  vorgeschrieben,  d 
bei  positiven  x  und  y 

0  <-^  +  -r  <  1 
^  a         0  "* 
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bleiben  soll,  in  welchem  Falle  das  Dreieck  ÄOB  die  angleichen 
Katheten  OÄ-=^a  und  OB:=h  besitzt,  so  nehme  man  erst  y  =  hi^ 
dann  x  =  a^  und  benutze  schliesslich  die  Formel  3)  indem  man 
x^yy  e  durch  |,  i;,  1  ersetzt;  dies  giebt 

4)       r  Cf{x,  y)  dx dy  =  ah  C  ff[as(l  —  t),  hsf]  s ds dt. 


0      0 


0      0 


b.    Die  Bedingung,  dass  bei  positiven  x  und  y 

x^ 
0<-  +  y<c 
c  * 

KJD  soll,  entspricht   dem  Falle,   wo   der  Punkt  xy  innerhalb  eines 

Parabelsegmentes  ÄOB  bleibt;    die  Pa- 
rabelachse fallt  mit  der  ^-Achse  zusam- 
^    S        A — X     men ^    AO  =  B  0    ist    der    Parameter 

der  Parabel  (Fig.  84)  und 

c 

e  c 


Fig.  84. 


X 


F=  /  lf(x,y)dxdy. 

0       0 

Legt  man  durch  N  eine  ähnliche  Parabel 
mit  dem  Parameter  08  =  OT  =  $  und 
setzt  ^  OTL  =  ö,  so  hat  man 

x^ 
=  stano,  y  =  s =  s(l  — •  tm^co), 


X  =  st,    y  =  s(l—P), 

po  nun  s  und  t  als  die  neuen  Coordinaten  von  N  gelten.  Hier- 
HS  folgt 

dx  dy       dx  dy  _ 

d'8'di-dt'rs  =  ^'^^+^^' 

m  femer  iV  in  dem  Parabelsegmente  herumzuführen,  muss  s  von 
Ibis  c,  0}  von  J;r  bis  0  oder  t  von  1  bis  0  ausgedehnt  werden y 
Ees  giebt 


e 

c  e 


\  c  e  e      1 

0      U  0      0 
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Wenn  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x  nn^ 
y  zu  beziehen  sind,  welche  der  etwas  allgemeineren  Bedingung 

genügen,  wobei  die  Strecken  AO  r=z  a  und  BO  =  h  ungleich  sind 
so  nimmt  man  erst  x  =  a^,  y  =  br^  und  wendet  dann  die  vorig( 
Formel  an;  man  erhält  auf  diesem  Wege 

5)  /  I  f{x,y)dxdy 


0       0 


1     1 
=  «ft  f  lf[ast,hs(l  —  t^y]s(l-\-P)dsdt. 

0       0 

Als  gelegentliche  Anwendung  geben  wir  die  Cubatur  eines  cylin» 


Fig.  85. 


drischen  Volumens  von  folgenJer 
Entstehung  (Fig.  85).  DieBsM 
werde  von  einer  Parabel  AI  W 
grenzt,  deren  Brennpunkt  0  an^ 
deren  Scheitel  B  sein  möge,  worä 
also  OB  =  h,  0Ä=  21  ist; 
die  obere  Begrenzungsfl&che 
Volumens  sei  ein  Umdrehung* 
paraboloid  vierten  Grades,  nftmlidi 

welches  entsteht,  wenn  eine 
dem  Parameter  Je  constroirte 
rabel  um  ihre  Scheiteltangi 
rotirt.     Es  ist  dann 


=Vk  f  fV^^  +  y^dxdy 

0       0 

11 


—  2h^Vhk  f  fVsVl+t^s(l+t^)dsdt 


11 


d.  h. 
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§.  99. 
Die  Complanation  der  Flächen. 

Um  auf  einer  durch  die  Gleichung  e  =  F{x^  y)  bestimmten 
kche  ein  begrenztes  Stück  zu  erhalten,  denken  wir  uns  in  der 
kene  xy  zwei  zur  y-Achse  parallele  Gerade  und  zwei  beliebige  Cur- 
n  gezogen,  welche  mit  jenen  Parallelen  zusammen  ein  gemischt- 
ages  Viereck   bilden  (Fig.  86).     Dieses  Viereck  betrachten  wir  als 

Fig.  86. 
Z 


I  Uorizontalprojection  eines  Flächenstückes,  dessen  Inhalt  S  be* 
nmt  werden  soll. 
Lassen  wir  x  um  dx^  y  um  dy  wachsen,  so  können  wir  das  aus 
and  clj^  construirte  Rechteck  als  Horizontalprojection  eines  un- 
Uich  kleinen  Flächenstückes  6  ansehen ;  letzteres  ist  ein  krumm- 
lg  begrenztes  Viereck,  dessen  Ecken  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
)gen  der  unendlichen  Abnahme  des  6  lässt  sich  aber  dieses  Flächen- 
ment  80  betrachten,  als  läge  es  auf  der  durch  den  Punkt  xye  ge- 
iden  Berührungsebene  der  Fläche,  und  zwar  beträgt  der  hierbei 
?^gene  Fehler  nur  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnungen. 
onen  wir  für  den  Augenblick  ^  den  Neigungswinkel  der  Tangen- 
tebene (oder  der  Ebene  des  6)  gegen  die  o;^- Ebene,  so  haben  wir 

dxdy 


6co8(i  =  dxdy  oder  ö  = 


C08II 
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Zufolge  des  Satzes,  dass  der  Winkel  zwischen  zwei  Ehenen  mit  den 
Winkel  zwischen  den  Normalen  auf  jenen  Ebenen  übereinkommt,  isi 
ft  nichts  Anderes  als  der  Winkel,  welchen  die  im  Punkte  xyz  ^. 
richtete  Normale  der  Fläche  mit  der  je^ Achse  einschliesst,  abo  nad 
§.  27,  Nro.  6) 


COSfl  =  CO$Vg  == 


Das  Flächenelement  6  bestimmt  sich  mithin  durch  die  Gleiclrang 

und  die  Summe  aller  dieser  Flächenelemente  giebt  die  ganze  Flädii 
S.  Bilden  wir  zunächst  die  Summe  aller  von  y  =  LNq  =yfi^ 
y  =  LNi  =  T  liegenden  Elemente,  für  welche  x  constant  bleibt,  m 
bedeutet  das  Integral 

vo 
den  Inhalt  eines  bandförmigen  Streifens,  welcher  das  Rechteck  ans  da 
Seiten  dx  und  .^o-^i  =  ^  —  Po  zur  Horizontalprojection  hat;  & 
Summe  aller  derartigen  von  x  =  OLq  =  Xq  bis  x  =  Oln^^ 
liegenden  Streifen  giebt  die  ganze  Fläche 

Xq       Vq 

Einige  Beispiele  mögen  den  Gebrauch  dieser  allgemeinen  Ccl 
planationsformel  zeigen. 

a.     Das  elliptische  Paraboloid.     Die  Gleichung  i^ 

Fläche  ist 

_  «^    ,     Pl 

^        2a  "^  2b' 
mithin 

d0        X      dis        y 

•^-a-        '~"™"       iB__  ■  — ^  « 

dx        a  ^    dy        5 ' 
als  Horizontalprojection  nehmen  wir  den  Quadranten  der  ans 
Halbparametem  a  und  h  construirten  Ellipse;  es  ist  dann 


I 
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hrch  Anwendung  der  Formel  9)  in  §.  97  erhalten  wir 

n(V8  —  1) 
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In    1 


S 


=  o&/     fVl  +  r^rdedr  = 


ah. 


b.  Der  elliptische  Kegel. 
In  Fig.  87  sei  OC  —  c  die  Höhe 
des  Kegels ,  Ä  OB  seine  elliptische 
Basis  mit  den  Halbachsen  AC  ^=  a^ 
JBC  =  h\  die  Coordinatenebene  xy 
möge  parallel  zur  Ebene  ABC 
durch  die  Spitze  0  gehen.  Die 
Gleichung  der  Fläche  ist  dann 

und  wenn  zur  Abkürzung 


V"a2  -f 


a 


a. 


=  ß 


M€tzt  wird,  so  findet  sich 


•+0+0=i 


«y  +  (Siy 


!ie  Horizontalprojection  des  Mantelquadranten  AOBA  ist  eine  aus 
ID  Halbachsen  a  und  b  construirte  Ellipse,  daher 


8 


0      u 


ich  Formel  9)  in  §.  97  ergiebt  sich 


m'H^i 


i»    1 


8=ah  j     fVa^cos^d  +  ß'^sin^O  rdddr 


0  0 

In 


r=\ahjV^ 


a^cos^d  +  ß^3in^ddd, 


•  * 


ithln  fUr  den  ganzen  Mantel 

SchlOmllch,  Anslysis  I. 


30 
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0 
Hierin  liegt  der  geometrische  Satz,  dass  der  Kegelmantel  dieselb« 

Fläche  besitzt  wie  der  Mantel  eines  Cylinders,  dessen  Höhe  =  |K  ab, 

und  dessen  Basis  eine  aus  den  Halbachsen  a  ya  h  und  ß  yah  con> 
struirte  Ellipse  ist. 

c.  Das  dreiachsige  Ellipsoid.  Die  Halbachsen  da 
Fläche  mögen  a,  &,  c  heissen,  es  sei  femer  a^h^c  und  zur  Ab* 
kürzung  

=«,     7 =  p. 

a  0 

Aus  der  Gleichung  der  Fläche  nämlich 


findet  man 


= « V '  -  e)"  -  (0 


1  _  /fifV  _  {iE\* 

■^  \dxj  ^  \dy)  -  j  _  /^y  _  /^y  * 

Verstehen  wir  unter  8  die  Fläche  eine»  ellipsoidischen  Octanten, 
so  ist  die  Horizontalprojection  von  8  ein  Ellipsenquadrant  mit  d 
Halbachsen  a  und  2»,  mithin 


l'-(f)'-(i)' 


Durch  Anwendung  von  Formel  9)  in  §.  97,  wobei  zur  Abkürzung 

a'^cos'^e  +  ß^dn^e  =  s« 
sein  möge,  ergiebt  sich  sofort 

\n         i     ^ 

S  =  «6  J'de  jy  \  3  f/  rdr. 

0  0 

Statt  r  führen  wir  eine  neue  Yariabele  w  ein  mittelst  der  Substitntioj 

1  -r^  , 

1    ^  «2^2 

woraus 

„        1  —  w2  (1  _  s2)wc?« 

T^   ■ T  flT  ""~   -^    ^  ^ 

1    —  S^U^'  (1    —  5«««)2 
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b]gt;  wir  erhalten 


8  =  ah    fdef^J—ZJl—du 


(1    —    §2^2)5 
0  0^  ^ 

)der  auch,  wenn  die  Reihenfolge  der  Integrationen  umgekehrt  und 
llr  s*  sein  Werth  gesetzt  wird, 

S=aJ>    fduf     (l-<^^)cos^O  +  (l-ß^)sin^e         ^^ 
J       ^  [(1  —  «^  w2)  cos2  ö  -f  (1  —  /Ja  tt»)  sm«  Ö]« 

Dster  Anwendung  der  leicht  entwickelbaren  Formeln 

cos^edO  ^ 


In 


J  (mcos^O  +  nsin^ey        4:mVmn 

K 

sin^OdO  « 


r 

J  (i 


(mcos^d  +  nsin^O)^  ~  4 n V"ww 

folgt  schHeBslich 

A   1  —  «2  1  —  /?2  )     £w 

8-  j«a6y  jj  _  ^,^,  +  j  _  ^,^,j  V (1  -  «2^2) (1  _ /32^2) • 

Man  kann   dieser  Formel  noch  eine  andere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  die  identische  Gleichung  beachtet 


/i 


1    --   «2  1   —  /32    J  du 


^  -  ^^  j   .     Ai  1  -  ^'  ]du 

**(  V(l— a2«*2)(l— 182^2)|        7    l  V(l~a2«*2)(l_/}2|^2)U«* 

reiche  durch  Differentiation  leicht  zu  prüfen  ist;  es  ergiebt  sich 
8=:\^al>\l+    /(l--^^ 1^^ 1^1. 

*  L  «y    (  V(l  — a2t*2)(l— /J2^2)|U2J 

Vach  §.  74  hat  es  keine  Schwierigkeit,  dieses  Integral  auf  yerschie- 
Kne  Weise  in  unendliche  Reihen  zu  verwandeln. 

d.  Die  Schraubenfläche.  Die  Gleichung  dieser  Fläche 
it  bekanntlich  für  den  Fall,  dass  die  Achse  der  Fläche  zur  jer- Achse 
lonommen  wird 


30* 


-^  =  tan 
X  c 
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oder,  wenn  man  sich  auf  den  Quadranten  der  ersten  Windung  be- 
schränkt, 


X 


Hieraus  folgt 


S 


=//v 


1  + 


C2 


und  in  Polarcoordinaten 

8 


x^  +  y^ 


dxdy 


=J  jVr^  +  c^dddr. 

Als  Horizontalprojection  des  zu  hestimmenden  Flächenstückes 
nehmen  wir  ein  gemischtliniges  Viereck  begrenzt  von  zwei  mit  deo 
Radien  ro,  ti  beschriebenen  Kreisen  und  von  den  zwei  Badien,  welche 
mit  der  o?- Achse  die  gegebenen  Winkel  de  und  Oi  einschliessen;  es 
ist  dann 

s 


do  »"0 


+  r«  dd  dr 


und  nach  Ausfährung  der  Integrationen  

8  =  I (0,  - flo)  in  V^M^-  roVJ+^+  cH (^'  +  ^^'  I ';)^ 


§.  100. 
Complanationsformel  fßr  Polarcoordinaten. 

Statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  OL=x,  LN'=yiNF:=t 
benutzt  man  nicht  selten  räumliche  Polarcoordinaten,  indem  man  den 
Radius vector  OP  =  r,  den  Winkel  POX  =  0  und  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  Ebenen  xy  und  LOP  nämlich  Z.NLP  =  ^ 
mittelst  der  Formeln 

1)  aj  =  reosd,  y  =  rsinOcoso,  0  =  rsindsino 


Fig.  88. 


in  Rechnung  bringt  (Fig.  88).  Nach 
Substitution  dieser  Werthe  erhält  mao 
aus  der  ursprünglichen  FlächengW 
chung  iB  =f(x,  y)  die  PolargleichuDK 
derselben  Fläche ,  und  wenn  man  diese 
Gleichung  nach  r  auflöst^  so  ist  das  B«' 
sultat  von  der  Form 

r  =  F{e,  ö); 
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darin  sind  0  und  o  die  neuen  anabhängigen  Yariabelen.  Bezeichnen 
wir  für  den  Augenblick  wie  folgt 

und  wenden  die  allgemeine  Regel  für  die  Substitution  neuer  Yaria- 
belen auf  die  Gomplanationsformel 

S=  /  J  <pix,  y)dxdy 

an,  so  ist  bei  den  neuen  unabhängigen  Yariabelen  0  und  cd 

flier  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  den  Werth  von  q>  in  Polarcoor- 
dinaten  auszudrücken,  also  die  partiellen  DifiPerentialquotienten  von 
$  m  entfernen  und  dafür  die  partiellen  Differentialquotienten  von  r 
emzoführen.     Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 

Da  e  eine  Function  von  x  und  y  war,  mithin  auch  von  0  und  o 
kUiängt,  so  ist 

dz de  dx        dz  dy 

dä~dx'de  "^  a^'öö* 

d<o  ~  dx'd(o  "*"  dy'd(o' 
Diese  Gleichungen  liefern  die  Werthe  der  beiden  Unbekannten 

h        dz 

r-  und  ^ ;  setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

dy  dz^ dy^  d_z _ 

Wdä  ""  dG}'de~   ' 

dz   dx  ^  5£ M 

do'd(o     d^'de~    ' 


m  findet  man 


aüthin 


dx  dy  ^  £3? jj- 


dz i    ^  —  ^M. 

dx~       N'    dy~       N' 


Nach  Snbstitation  dieses  Werthes  geht  die  Formel  4)  über  in 
8)  ^=j  j Vi'*  +  Jtf'  +  N*de da. 
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Die  Differentiation  der  Gleichungen  1)  giebt  femer,  wenn  man 
immer  beachtet,  dass  r  von  0  und  o  abhängt, 

-  rsinO, 


dx        dr       ^ 
8ö  =  0ö'^^ 


dx        dr       ^ 
dci>       0(0 


l?  =  Cr;'*'«  + '"•«)-"•    IS=(: 


^  =  (r^s«nö  +  rcosdjstncj,    —  =  l—stnc3  -\-  rcos&Utnlh 


dy 

8  CD 

d£ 

d(o 


dr 
.d(o 


COSG) 


—  rsinojsini 


und  mittelst  derselben  erhält  man 


L  =  ^(^s*^ö  4"  ^  cosOjsinO, 

M  =  —  '^  llftS^^^^  —  r  sin  o]  sind  COSG)  —  —  sino  , 


N  =  —  ^    (  ^  ^^^  ^  ~'  ^  ^**  ö )  ^***  ö  st 


dr 
sino)  -\-  - — coso 


dco 


• 


i.  +  «.  +  ».  =  r.  [Kg)'  +  r.j  *..,  +  (|I)*]. 
Die  Formel  5)  gewinnt  hiernach  folgende  Gestalt 

dabei  sind,  wie  immer,  die  Integrationsgrenzen  aus  der  Begrenzung 
des  gegebenen  Flächenstückes  herzuleiten. 

Beispielsweis  betrachten    wir  eine  Fläche    von   folgender  Ent- 
stehungsweise.     In   der  Ebene  y  z    sei   eine  Lemniscate   construirt 


(Fig.  89),  deren  Halbachse  OA 


Fig.  89. 


a  den  rechten  Winkel  FOZhai« 
biren  möge ;  man  legt  ferner  Ebe- 
nen wie  z.B.  XOUq  und  ZÖCji 
welche  die  o;- Achse  in  sich  ent 
halten  und  die  Lemniscate  in  Vi 
üi  etc.  schneiden;  in  jeder  diesal 
Ebenen  nimmt  man  die  betreffendd 
Lemniscatensehne  (OÜq,  0TJ\  ^^^) 
zum  Durchmesser  eines  Kreisel 
und  denkt  sich  durch  die  stetige 
Folge  dieser  Kreise  die  FlÄcbe 
erzeugt.  Als  Gleichung  der  lei» 
teren  findet  man  in  rechtwinkli* 
gen  Goordinaten 
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iroraas  augenblicklich  erhellt,  dass  die  Complanation  in  rechtwinkli- 
^n  Goordinaten  zu  ausserordentlichen  Weitläufigkeiten  fahren  würde; 
lagegen  ist  bei  Polarcoordinateu  sehr  einfach 

r  =  asinO  V  sin2(Xi, 

Verstehen  wir  unter  8  den  Sector  der  Fläche,  welcher  einerseits 
m  zwei,  zu  den  Neigungswinkeln  XOUq  =  (Oq  und  XOüi  =  ©i 
jAörenden  Halbkreisen  0  Üq  Vq  und  OUiVi,  anderseits  von  dem 
Lmmiscatenbogen  Uq  üi  begrenzt  wird ,  so  haben  wir  o  von  (Oq  bis 
i],  H  von  0  bis  l^r  auszudehnen;  dies  giebt 


V\ 


/'•       (Ol 
fsi 


8=  a^  I      I  sin^edddcj  =:  \n:a^((Oi  —  Oo). 

0        aio 

Für  Oo  =  0,  (»1  =  5  3r  erhält  man  den  Inhalt  des  in  der  Figur 
ngegebenen  vierten  Theiles  der  Fläche;  der  Inhalt  der  ganzen  Fläche 
rt  demnach  =  ^st^a^. 


§.  101. 
Die  dreifachen  Integrale. 

Sowie  ein  Doppelintegral  den  Grenzwerth  einer  Doppelsumme 
ildet,  80  soU  auch  das  dreifache  Integral 

X    r    z 

)  W  =  JllF{x,y,z)dxdydz 

Xq        ffQ       Zq 

|i  Grenzwerth  der  dreifachen  Summe  gelten,  welche  entsteht,  wenn 
|in  in  dem  Produete  F(x,  y,  z)^x/iy^z  den  unabhängigen  Varia- 
pId  Ä,  y,  j»  alle  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  X,  y^  und  F,  Zq  und 
I  liegenden  Werthe  giebt,  und  nachher  alle  erhaltenen  Produete  unter 
^Voraussetzung  addirt,  dass  ^x^  jdy^  jdz  gleichzeitig  gegen  die 
hdl  convergiren. 

Nicht  selten  gestatten  diese  Operationen  eine  geometrische  Auf- 
tteuug.    Betrachtet  man  z.  B.  in  dem  Integrale 

X     Y     Z 

W  =  j  f  jdxdydz 

xo    yo    ^0 
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Xt  y,  z  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  P  (Fig.  90), 


Fig.  90. 


8C 

hedeutet  das  Prodact({j 
dydz  den  Eörperinbl 
eioes  Parallelepiped« 
dessen  drei  in  einer  Eckt 
zusammenstossende  Kao 
ten  dXy  dy^  de  sind ;  de 
nach  ist  W  die  Si 
einer  unendlichen  Mei 
solcherVolumenelenu 
mithin  selbst  ein  Yoli^ 
men,  welches  auf  folgen^ 
Weise  entsteht.  Denka 
wir  uns  zwei  Flächq 
construii't,  deren  Glei 
chungen  xfo  =  *  (-r,  Jf) 
und  Z  =  ^{x^  y)  sein  mögen,  und  summiren  erst  alle  von  z—t^ 
Z'=^Z  vertical  aneinander  gereihten  Elemente,  so  giebt  der  Ausdini 

z 


■ 


«0 


dxdydz  =  dxdy{Z  —  Zq) 


den  Inhalt  eines  Parallelepipedes,  dessen  Horizontalquerschnitt  dxi 
unendlich  klein,  und  dessen  Höhe  von  endlicher  Länge  =  PqP 
r=z  Z  —  Zq  ist.     Auf  das  noch  übrige  Doppelintegral 

X      Y  X      Y  X      Y 

W=l    I  (Z  —  ZQ)dxdy  =  I    I  Zdxdy  —  I    I  Zodxdy 

^0    Vo  xq    yo  '0    Po 

können  die  Betrachtungen  des  §.  95  angewendet  werden;  sie  zeiget 
dass  W  ein  Volumen  bedeutet ,  welches  dieselbe  Horizontalprojectid 
besitzt  wie  jenes  in  §.  95,  und  das  ausserdem  zwischen  den  zwi 
vorhin  erwähnten  Flächen  liegt. 

Eine  ähnliche  Anschauungsweise  gestattet  das  allgemeinere  Inte 
gral  1),  nur  muss  man  sich  jedesyolumenelement(7a?(^^  J^er  miteineii 
veränderlichen  Factor  JP(a?,  y,  z)  multiplicirt  denken.  Besonders  klai 
wird  dies,  wenn  man  die  mechanischen  Begriffe  von  Masse  und 
Dichtigkeit  zu  Hülfe  nimmt.  Bei  einem  durchaus  homogeoei 
Körper  gilt  nämlich  die  Kegel,  dass  die  Masse  gleich  ist  dem  Prodacb 
aus  Dichtigkeit  und  Volumen;  ändert  sich  aber  die  Dichtigkeit  von 
Punkt  zu  Punkt,  in  welchem  Falle  sie  eine  gegebene  Function  tod 
X,  y,  z  darstellt,  so  darf  jene  Regel  nicht  mehr  für  ein  endliches  Stüdi 
des  Körpers  angewendet  werden,  wohl  aber  für  ein  unendlich  kleines; 
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ienn  je  kleiner  ein  Eörperstück  ist,  um  so  eher  kann  es  als  homogen 
^elteD.  Bezeichnet  demnach  F(x,  y,  z)  die  im  Punkte  xyz  vorhan- 
lene  Dichtigkeit,  so  ist  F{Xy  y,  e)dxdydz  die  Masse  des  an  jenem 
Punkte  befindlichen  Körperelementes  d.  h.  kurz  das  Massenelement; 
lie  Summe  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Raumes  vertheilten 
Uassenelemente  ist  die  Gesammtmasse  =  W.  Dividirt  man  endlich 
W  durch  das  Volumen  V  desselben  Körpers ,  so  erhält  man  seine 
mittlere  Dichtigkeit. 

In  allen  Fällen,  wo  die  erste,  auf  z  bezügliche  Integration  ge- 
ndeza  ausführbar  ist,  reducirt  sich  das  dreifach^  Integral  von  selbst 
nf  ein  doppeltes ,  dessen  weitere  Behandlung  den  bereits  entwickel- 
ten RegeLa  unterliegt;  demnach  bedarf  nur  der  entgegengesetzte  Fall 
Bner  Auseinandersetzung. 

Das  dreifache  Integral  W  lässt  sich  ansehen  als  bestehend  aus 
imem  Doppelintegrale  nach  z  und  y  nebst  einem  darauf  folgenden 
linfachen  Integrale  nach  x\  reducirt  man  mittelst  irgend  einer  der 
^eren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen  Integrale, 
10  giebt  dieses  mit  der  letzten  Integration  zusammen  wieder  ein 
Doppelintegral,  dessen  Reduction  von  Neuem  zu  versuchen  ist.  Auf 
diesem  Grundgedanken  beruht  die  folgende  Aenderung  des  Coordi- 
B&tensystemes. 

Denkt  man  sich  den  Radiusvector  OP  z=^  r  auf  die  Ebene  yz 
pwjicirt  (Fig.  91)  und  setzt  die  entstehende  Projection   OQ  =  u, 


Fig.  91. 


femer  ^TOß  =  co,  so  kann 
man  (o,  u,  x  als  sogenannte 
cylindrische  Coordinaten 
des  Punktes  P  ansehen,  und  der 
Uebergang  von  den  rechtwinkli- 
gen zu  den  cylindrischen  Coordi- 
naten geschieht  mittelst  der  Glei- 
chungen 
x  =  x,  y  =  ucosG},   z  =  usin(o. 

Das  in  Beziehung  auf  y  und  z  ge- 
nommene Doppelintegral  wird  nun 
wie  früher  dadurch  transformirt, 
dass  man  für  y  und  jer.die  obigen 


Werthe  und  dydz  =  udoidu  setzt;  dies  giebt 
2)  C  C  fF{x,  y,  z)  dx  dy  dz 


I    I    I  F(x,ucos(o,usin(o)dx.udci}du. 
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Femer  lässt  sich  das  dreifache  Integral  rechter  Hand  als  Dop- 
pelintegral nach  X  und  ü  nebst  einem  einfachen  Integral  nach  o  an- 
sehen, und  in  dem  ersteren 

X  =  rcosO,  u  =  rsinO 

substituiren.     Für  die  ursprünglichen  Coordinaten  hat  man  jetzt 

x  =  rcosOi    y  =  rsinOcosco,    0  =  r8indsinWy 

mithin  sind  r,  Oj  odie  räumlichen  Polarcoordinaten  desPanktes 
P,    An  die  Stelle  von  dxdu  tritt  nun  rdddr  und  so  wird  aus  Nro.  2) 

3)  f J J^^^'  ^'  ^^  dxdydz 

I   J   I  F(rco8dt  rsindcoso!},  r8in08inG})r^8inOd(Ddddr. 

Dieselbe  Formel  kann  man  auch  direct  erhalten,  wenn  man  r, 
6,  o  um  ihre  DifiPerentiale  wachsen  lässt  und  beachtet,  dass  das  neae 
Yolumenelement  die  Form  eines  einem  Kugelgewölbe  entnommeDen 
Gewölbsteines  besitzt.  Die  drei  Dimensionen  des  Yolumenelementet 
sind  nämlich 

PPiz=dr,     PP2  =  rdd,    PP3  =  LP.dcn  =z  rsinOdü 
mithin  ist  der  Inhalt  des  Yolumenelementes 

PP1.PP2.PP3  =r^sinOdrddd(o. 
Hieraus  folgt  für  das  Massenelement  der  Werth 

F(reo80,  rsindcosG),  rsindsin(D)r^8inOd(oäOdr, 
und  die  Summe  aller  Massenelemente  giebt  wieder  W  übereinstimmend 
mit  Formel  3). 

Selbstverständlich  sind  in  jedem  Falle  die  Integrationsgrenzen 
für  die  neuen  Coordinaten  mittelst  der  gegebenen  Begrenzung  des 
Körpers  zu  bestimmen.     Das  folgende  Beispiel  wird  dies  erläutern. 
Das  zu  reducirende  dreifache  Integral  sei 

dx  dy  de 


« -fffvi 


+  y»  +  «» 

und  darin  mögen  sich   die  Integrationen  auf  alle  positiven  x^^jyi 
beziehen,  welche  der  Bedingung 


(7)'  +  (I)'  +  (7)'  s 


genügen ;  mit  anderen  Worten,  man  sucht  die  Masse  von  dem  Octan* 
ten  eines  mit  den  Halbachsen  a,  5,  e  beschriebenen  EllipsoideS)  wo^ 
in  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xye  durch 

1 J^ 

Vx^  +  y«  +  xr«  ~  r 
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asgedrückt  wird,  welches  demnach  aus  einer  stetigen  Folge  homo- 
lener  concentrischer  Eugelschaalen  besteht.  In  rechtwinkligen  Coor- 
Imaten  ist  zufolge  der  angegebenen  Integrationsbedingung 

b  man  aber  augenblicklich  übersieht ,  dass  die  Rechnung  ziemlich 
omplicirt  wird,  so  ist  der  Gebrauch  von  Polarcoordinaten  räthlich. 
ki  diesen  hat  man 


Q  =  l   I   I  rsindda^dddr, 


ro  noch  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind.  Integriren  wir 
Herst  in  Beziehung  auf  r  d.  h.  summiren  wir  alle  in  gerader  Linie 
om  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  Ellipsoides  liegenden  Mas- 
eoelemente,  so  fängt  r  mit  r  =  0  an  und  hört  bei  einem  der  Ober- 
lache des  Ellipsoides  zugehörigen  Werthe  r  =  JB  auf.  Der  letztere 
lestiinnit  sich  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  der  Fläche  inPolar- 
oordinaten  umsetzt;  sie  lautet  dann 

(E  cos  fl Y        /jR  sin  d  cos  o V        /B  sin  6  sin  oy  _ 

Qdgiebt 

1 


B  = 


1  / /cosfly        /sind sin co^    ,    (sind sin ai^ 


Ferner  müssen,  um  den  Octanten  des  Körpers  zu  erhalten,  0  und 
I TOD  0  bis  \ic  ausgedehnt  werden,  und  es  ist  daher 


1^     1«^ 
5^     2^    R 


Q  =  j      j      J  rsinOdcodOdr. 


0  0  0 

Durch  Ausführung  der  ersten  Integration  und  Substitution  des 
Perthes  von  R  ergiebt  sich 


-/y; 


sind  dodti 


J  /cosO\^    ,    /sind cos (o\^  ,    /sindsinco\^ 

"  {-r-J  +  {—T—J  +[—^-) 

Wegen  der  vier  constanten  Integrationsgrenzen  kann  die  Reihen- 
de der  Integrationen  ohne  Weiteres  umgekehrt  werden;  setzt  man 
ierbei  zur  Abkürzung 
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so  erhält  man 

in  in                                                  in 

0  0                                                                       0         ' 


sinOdd 


Q  = 


V    V  «*  b»  y  V  a»     "^     c«  / 

oder,  wenn  eosd  =  t  substituiit  wird, 

Das  Integral  gestaltet  sich  noch  etwas  eleganter,  wenn  man  k 
Excentiicitäten  des  EUipsoides  in  Rechnung  bringt.  Unter  der  Vor- 
aussetzung a  ]>>  l)  ^  c  sei  nämlich  zur  Abkürzung 

a =  ^'    a =  ^' 

es  wird  dann 

Im  Falle  eines  Rotationsellipsoides  lässt  sich  auch  diese  Inw 
gration  leicht  ausfuhren. 


§.  102. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  dreifachen  Integralen 

Die  Aufgabe,  womit  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen,  ist  ani 
log  der  in  §.  98  gelösten  und  betrifft  die  Umwandlung,  welche  dij 
dreifache  Integral 

1)  W  =  j    j   I F(x,y,e)dxdydz 

erleidet,  wenn  statt  der  ursprunglichen  Variabelen  o?,  ^,  z  drei  neil 
Variabele  r,  s,  t  eingeftihrt  werden,  welche  mit  jenen  durch  Gleichui 
gen  von  der  Form 
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l)  x=(p(r,s,t%    y  =  7l;(x,s,t),     0  =  x(rySj) 

rerbnnden  sind.  Um  diese  Substitutionen  nach  einander  vorzuneh- 
nen,  denken  wir  uns  die  Gleichungen  2)  durch  drei  andere  ersetzt, 
dmlich 

I)        x  =  9(r,s,0»   y  =  fl^i (i«,Sf 0»  '^  =  Xi i^^yit); 

lie  erste  derselben  ist  einerlei  mit  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  2)« 
Ee  zweite  entsteht,  wenn  r  aus  den  beiden  Gleichungen  x  =  q>(r,  s,  t) 
miy  =  i^(r,  s,  f)  eliminirt  wird;  die  dritte  ist  das  Resultat  derEli- 
Dination  von  r  und  s  aus  allen  drei  ursprünglichen  Gleichungen. 
Jt&tt  der  Variabelen  z  führen  wir  die  Variabele  t  mittelst  der  Glei- 
iung  ;er  =  ;Ui  (x,  y,  t)  ein  und  nennen  zur  Abkürzung  Fi  (x,  y,  t)  das- 
ienige,  was  bei  dieser  Substitution  aus  F{x^y^z)  wird;  dies  giebt 

[)  W=J J jFi(x,y,t)dxdy^dt. 

Da  sich  aber  im  Allgemeinen  die  Form  von  %i  (x,  y^  t)  nicht  an- 

leben  lässt,  so  muss  der  DifPerentialquotient  -^  =  -^-r  aus  den  ur- 

öt  öt 

prüDglichen  Gleichungen  2)  entwickelt  werden,  indem  man  letztere 

üt  der  Rücksicht  differenzirt,  dass  jetzt  x  und  y  als  constant  gelten, 

md  nachher  dr  und  ds  eliminirt.    Es  ist  zufolge  dieser  Bemerkungen 

dr  CS  dt 

or  OS  dt 

er  OS  dt 

iid  wenn  zur  Abkürzung 

I    ^^d^(dt  H_dt  d^\,  dt fd^ 

dr\ds'dt       dt'dsj'^  drXds'dt       dt' ds) 


.Hf^  dt_d£  dt\ 
'^dr\ds'dt       dt'  dsj' 


'  _  djp  dt  _^  85p  8^ 

dr    ds         ds    dr 
wetzt  wird,  so  giebt  die  Elimination  von  dr  und  ds 

dt  =  -rr=d0     oder     dz  =  rrz:dt. 
N  M 

fthin  nach  Nro.  4) 
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Um  zweitens  statt  y  die  neue  Yariabele  s  einzufahren,  benutzen 
wir  die  Substitution  y  =  ^j  (x,8,t)  und  nennen  Fi(x,8,t)  daiBJeuige, 
was  hierbei  aus  ^i  (x,  y,  t)  wird ;  zunächst  haben  wir : 

6)  W=f.ffF,(x,8,f)^dx  ^äsdt 

Dabei  ist  noch  -5— ^  =  -^  aus  den  Gleichungen  2)  herzuleiten; 

ÖS  08 

es  geschieht  dies,  wenn  man  die  beiden  ersten  jener  Gleichungen 

differenzirt,  dabei  x  und  t  als  Constanten  betrachtet  xmddr  eliminirt 

Hiemach  ist 


0  — 

'fr" 

+ 

dy- 

dr 
dr 

+ 

und 

wenn 

zur 

Abkürzung 

i  = 

dgi 

dr 
gesetzt  wird,  so  findet  sich 

ds  =  rr^dy    oder     dy  ^=  —ds 

Ml  Ju 

mithin  aus  Nro.  6) 

W  =  J   J   JFi(x,s,t)j-dxd8dt 

Endlich  führen  wir  statt  x  die  neue  Yariabele  s  ein  mitteiBt  de^ 
Substitution  x  =  g?  (r,  s,  t)  und  nennen  ^3  (r,  s,  t)  dasjenige ,  wai 
hierbei  aus  F2  (x^  s,  t)  wird.  Da  gleichzeitig  s  und  t  als  Gon8tantei| 
zu  betrachten  sind,  so  ist  einfach 


mithin 


dx  ^=  ';^dr  =  Ldr 
dr 

W  =  f  f  fFs(r,s,t)NdrdsdU 


Beachtet  man  noch,  dass  Fs  (r,  s,  t)  nichts  Anderes  sein  kann,  al 
was  unmittelbar  durch  Einführung  7on  9)(r,5,f),  ^(r,«,^),  xityS^ti 
entstehen  würde,  so  hat  man  die  allgemeine  Formel 

7)  fff^(^^  y^  ^)  ^^  ^y  ^^  "=f  f  J^^'f^'  *'  ^^  ^^"^ ^^  ^^' 

worin  9,^1%  aus  Nro.  2)  und  N  aus  Nro.  5)  einzusetzen  sind« 

Zu  demselben  Resultate  fuhrt  auch  eine  geometrische  Betradh 
tong.     Denken  wir  uns  nämlich  x^  y^  0  9Ab  die  ursprünglichen»  r,  ^i 
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als  nene  Coordinaten  eines  Punktes  P  im  Räume,  so  dienen  die 
GleichoDgen  2)  zum  üebergange  vod  dem  ersten  zum  zweiten  Coor- 
dinatensysteme.  Es  sei  ferner  F  (x,  y,  z)  die  Dichtigkeit  an  der 
Stelle  xye\  es  ist  dann  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  rst  durch 

F  [9  (r,  s,  0,  *  (n  s,  t),  X  (r,  s,  Q] 
8a  bezeichnen,  wofür  wir  kurz  ^(97,^,;!;)  schreiben.  Um  nun  in 
beiden  Coordinatensystemen  das  dreifache  Integral  W  als  Masse  eines 
Körpers  zu  betrachten,  kommt  es  nur  noch  auf  die  Bestimmung  des 
neuen  Yolumenelementes  an ,  welches  statt  des  früheren  dx  dy  dz  zu 
Ktzen  ist.  Letzteres  war  ein  Parallelepiped,  dessen  acht  Ecken  fol- 
gende Goordinaten  hatten: 

«,y,^;    a?  +  dx,y,z\    x,y  +  dy,z\    x,y,z  +  dz-, 

%  +  dx,y  +  dy,z\    x  +  dx,y,z  +  dz\    x,y  +  dy,z  +  dz\ 

X  -\-  dx,    y  +  dy,    z  +  dz; 

n  gleicher  Weise  ist  das  neue  Volumenelement  ein  schiefes  Parallele- 
piped,  dessen  Ecken  P,  Pi,  P2,  Pa  u.  s.  w.  die  Goordinaten 

r,Syt;    r  -f-  dr,s,t;    r,s  +  d8,t;    r,s,t  -\-  dt  u.  s.  w. 

beatzen,  und  dessen  Inhalt,  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  seiner 
Dimensionen,  als  das  Sechsfache  der  Pyramide  PP1P2P8  angesehen 
werden  darf.  Legen  wir  durch  P  ein  Coordinatensystem  parallel  zu 
tan  ersten  und  bezeichnen  wir  die  neuen  rechtwinkligen  Goordinaten 
wdPj,  Pj,  P3  mit  lii^iSi,  i2V'it2i  Is^aSsi  so  ist  der  sechsfache  In- 
Wtvon  PPiP^Ps,  also  das  Volumenelement 

Femer  hat  man  in  Beziehung  auf  das  ursprüngliche  Goordinaten- 
lystem  |i  =  ai  —  x  oder,  weil  der  Punkt  Pi  durch  alleinige  Aen- 
lerung  des  r  aus  dem  Punkte  P  hergeleitet  wurde, 


^'  =  (^  +  rr^'')-'^  =  rr^' 


ibenso 


ni  — 

^dr, 
or 

^i-^dr. 

uX  ' 

%  = 

ÖS 

08 

i. = pi. 

.  J?3  = 

Yt^t,     ts- 

In  den  neuen  Goordinaten  r,  s,  <  ausgedrückt  ist  also  das  Volu- 
feenelement 
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~[dr\ds'dt        dt'ds)  '^  drKds'dt        dt'ds) 

.   de  fdx  dy       dx  dyW  _   ,  , 

=  Ndrdsdt^ 

wofern  man  x^  y,  e  durch  97,  ^,  %  ersetzt.     Das  Massenelement  wird 
hiemach 

F  (q),  ^,  x)  Ndr  ds  dt^ 

und  die  Summe  aller  Massenelement«,  d.  h.  das  dreifache  Integral 


/// 


F{q),^,X)Ndrdsdt 


giebt  dieselbe  Masse  wie  vorhin,  wenn  die  Integrationsgrenzen  für 
TyS^t  entsprechend  der  Begrenzung  des  Körpers  gewählt  werden. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 


8) 


W 


=ffh 


dx  dy  de^ 


(1  +  ao?  +  /3y  +  yzY 
worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 
9)  O-^x  -{-  y  -{-  0  ^h 

genügenden  x^  y^  z  beziehen  mögen.  Der  Punkt  xyz  bleibt  dam 
innerhalb  einer  Pyramide,  welche  von  den  Goordinatenebenen  und  tod 
einer  vierten  Ebene  begrenzt  wird,  die  auf  jeder  Coordinatenachse  die 
Strecke  Ä  abschneidet.    Wir  betrachten  nun  den  Punkt  xyz  oder  Pin 


Fig.  92. 


Fig.  92  als  Durdh 
schnitt  von  drei 
Hülfsebenen,  wel* 
che  aof  folgende 
Weise  entstehen. 
Erstens  legen  wir 
durch  Peine  Eben« 
parallel  zu  derYO^ 
hin  erwähntenTiä^ 
ten  Ebene  und  nen- 
nen r  jeden  ihrer 
gleichen  Achsenab- 
schnitte; die  Glei* 
chung  dieser  Ebene 
ist 

und  in  der  Figur  OFL  =  r.     Zweitens  legen  wir  durch  P  und  dnrch 
den  Coordinatenanfang  eine  Ebene ,  welche  mit  den  Ebenen  x^  nnd 
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te  gleiche  Neigungswinkel  bildet ,  und  nennen  6  jeden  der  Winkel 
lOSf,  XOff'i  die  Gleichung  der  Ebene  ffOSf'  ist  dann 

Endlich  legen  wir  eine  Ebene  durch  P  und  die  o^Achse  und  be- 
leichnen  mit  r  den  Neigungswinkel  zwischen  der  neuen  Ebene  BOT 
imd  der  a;^- Ebene;  dies  giebt 

z  =  ytant. 

Insofern  die  drei  Grössen  r,  6,  z  die  Lage  des  Punktes  P 
nnzweideutig  bestimmen,  können  sie  als  neue  Coordinaten  desselben 
gelten,  und  wenn  man  mittelst  der  vorigen  drei  Gleichungen  x,  y,  z 
darch  r ,  <5,  r  ausdrückt,  so  erhält  man  folgende  Formeln  zum  Ueber- 
gaoge  von  dem  einen  Coordinatensystem  zum  andern : 

r 


X 


1  -f  tonö' 


rt(m6  rtanötant 


(1  +  tanö)(l  +  tont)'  (1  +  tan&)(l  +  tanr) 

Zar  Abkürzung  sei 

1  ^,  1  _^. 

l  -^  tanö         '     1  -{-  tanz         ' 

^  ist  dann  einfacher 

xz=  rs,    y  z=i  r(l  —  s)i,    e  =  r(l  —  s)(l  —  t% 

ond  nun  mögen  r,  s,  <  als  neue  Coordinaten  von  P  betrachtet  werden. 
Die  Yorstehenden  Gleichungen  sind  von  der  in  Nro.  2)  angegebenen 
Form  und  würden,  wenn  man  die  Substitutionen  nach  einander  vor- 
nehmen wollte,  durch 

x  =  rs,    y  = ,    £(  — ^ 

n  ersetzen  sein;  man  erhält  in  jedem  Falle 

f(r)r^(l-'S)drä8dt 


^-fih 


+  ars  -f  /Jr(l  — s)f  -f  yr(l  — s)(l— 0? 

Damit  der  Punkt  P,  vom  Goordinatenanfange  ausgehend,  alle 
ÜQierhalb  des  Körpers  liegenden  Stellen  betrete,  muss  r  von  0  bis 
\  ^  von  1 9r  bis  0,  mithin  8  von  0  bis  1,  und  r  von  1 7i  bis  0,  also  i 
von  0  bis  1  ausgedehnt  werden«     Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

A  =  1  +  ars  +  yr(l  —  s),    5  =  0*  —  y)r(l  —  s), 

»ist 

Sckl&mlleh.  Analysii  I.  3| 
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AI  1 


W=Jr^f(r)drJ(l  —  s)dsf 


dt 


(A  +  Bty 
h  1 

0  0 

Indem  man  femer  die  Abkürzungen 

1  +  ar  =  a,    (a  —  ß)r  =  ft,    (a  —  y)r  =  c 
benutzt,  erhält  man 

A  +  B  =  a  —  h(l  —  s),    A  =  a  —  c(l  —  s), 
2A  +  B  =  2a  —  (b  +  c)  (1  —  s), 

und  das  auf  S  bezügliche  Integral  wird  dann 

1 

s)]ds 

w 


Al  —  g)  [2  g  —  (5  -I-  g)  (I  —  g 
J   [a  —  b  (1  —  sy]^[a  —  c  (1  — 


Durch  Einführung  von  1  —  s  =  u  geht  dasselbe  über  in 


1 


/ 


'u[2a  —  (t  +  c)u]du 


{a  —  huy  (a  —  cw)2 


h  —  cj  \(a  —  buy^  '     (a  —  cw)4^" 


a  (a  —  5)  (ö  -  r) 
0      ' "  '  " 


mithin  ist 


,0)  w  =  i/— Ü^^L-i 

i/   a(a  —  p)  (a  —  c) 


Aus  8),  9)  und  10)"  folgt  nun  vermöge  der  Werthe  von  a;k 

h      h  —  X      h — X — y 

r  r       rf(x  +  y  +  g)dxdyde 
J  J       7  (1  +  a«  +  /Jy  -I-  yey^ 


=  i/ 


r''f(x)  dr 


(1  +«r)(l  +/Jr)(l  +  yr) 

und  damit  ist  das  dreifache  Integral  auf  ein  einfaches  reducirt  ob 
Beeinträchtigung  der  willkürlichen  Function  /• 

Die  hier  auseinander  gesetzten  Methoden  sind  auch  auf  vi 
und  mehrfache  Integrale  anwendbar,  wie  im  zweiten  Bande  gezei 
werden  soü. 


Cap.  XVIL 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 

Variabelen. 

§.  103. 
Grundbegriffe;  Trennung  der  Variabplen. 

Die  bisherigen  Integrationen,  mochten  sie  nun  ein-  oder  mehr- 
faclw  sein,  bezogen  sich  immer  auf  entwickelte  Differentiale,  d.  h.  auf 
^ucte  von  der  Form  f(x)dx  oAer  f{x^y)dxdy  u.  s.  w.,  worin/ 
6Üe  bekannte  Function  der  gerade  vorhandenen  Variabelen  bedeu- 
tete.   Sehr  häufig  ist  aber  nicht  unmittelbar  der  DiflPerentialquotient 
einer  Function,  sondern  nur  eine  Gleichung  zwischen   ihm  und  der 
Function  gegeben,  und  dann  kommt  es  darauf  an,  aus  dieser  Glei- 
^ung  die  Natur  der  Function  zu  bestimmen.     So  lasst  sich  z.  B. 
die  Frage  nach  derjenigen  Function  y  von  x  stellen ,  welche  ihrem 

Differentialquotienten  gleich,  für  die  also  -^  =  y  ist;   ebenso  kann 

&&n  die  Gleichung  der  Curve  suchen,  worin  an  jedem  Punkte  die 

fabtangente  gleich  der  doppelten  Abscisse,  mithin  -r-  =  — istu.s.w. 

Ue  derariiffen  Gleichungen  zwischen  einer  unbekannten  Function 
B&d  einem  oder  mehreren  ihrer  Differentialquotienten  heissen  Diffe- 
'«otialgleichungen;  die  Aufgabe  ist  jederzeit,  sie.  zu  integriren, 
i«  b.  aus  der  Differentialgleichung  eine  weitere  Gleichung,  die  soge- 
JUmte  Inte£^ralgleichung,  abzuleiten,  in  der  keine  Dififoreiitiale, 
mdem  nur  die  ursprünglicheD  Yariabelen  und  etwaige  Gonstanten 
»rkommaD* 

Gewöbi^icb  cla8sifi4»rt  man  die  Differentialgleiohangen  nach  der 

31* 
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Ordnung  des  höchsten  vorkommenden  Differentialquotienten,  mdem 
man  sagt,  dass  die  Differentialgleichung  von  der  nten  Ordnimg  sei, 
wenn  der  höchste  in  ihr  enthaltene  Differentialquotient  von  der  nteo 
Ordnung  ist.  Das  allgemeine  Schema  der  Differentialgleichungn 
erster  Ordnung  zwischen  zwei  Yariabelen  x  und  y  ist  demnach 

oder,  wenn  man  sich  die  Gleichung  auf  -r^  reducirt  denkt, 

2)  rx  =  -  ^)  °^  <p(^.y)«^*+t(*,y)'*y=o- 

Bevor  wir  die  Integration  der  Differentialgleichungen  näher 
betrachten,  wollen  wir  erst  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bed» 
tung  dieser  Operation  werfen.  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  toi 
der  Form 

3)  g  =  x(^,y) 

X  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist  nv 

die  Natur  der  Curve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  si6h  derseÖ*! 

befindet,  man  kennt  aber  die  Richtimg  der  Tangente  an  dieser  linier 

denn  die  Gleichung  3)  giebt  tanr  =  %(i»,2/),  wo  r  den  Winkel  m 

sehen  der  Abscissenachse  und  der  Tangente  am  Punkte  xy  bezeicfc 

net.   Geben  wir  dem  x  und  y  zwei  willkürliche  Anfangswertheaf=^ 

und  3^  =  yo »   so    lässt   sich  die  Tangente   vermöge    der  Gleichun| 

tan Tq  =  X(pßQiyo)  construiren;  auf  dieser  nehmen  wir  nahe  an iCjJ 

einen  zweiten  Punkt  Xi  yi  und  betrachten  das  zwischen  Xq  yo  nnd  X\ 

liegende  Stück  der  Tangente,  welches  ^o  heissen  möge,  als  nähe 

weise  zusammenfallend  mit  der  Curve.     Von  diesem  zweiten  C 

punkte  Xi  yi  ausgehend ,  können  wir  die  vorige  Gonstruction  wi 

holen,  also  tan ti  =  x(xuyi)  bestimmen,  die  Tangente  ziehen, 

ihr  ein  Stück  ti  abschneiden  und  damit  zu  einem  dritten  Punkte  ^ 

gelangen  u.  s.  f.     Das  so  construirte  Polygon  schliesst  sich  der! 

suchten  Curve  offenbar  um  so  genauer  an ,  je  kleiner  seine  Seiten  | 

^1,  t^  etc.  sind,  und  man  ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  z« 

näherungsweisen  aber  bis  zu  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade 

folgbaren  Integration  der  gegebenen  Differentialgleichung.    Man 

merkt  zugleich  eine  gewisse  Unbestimmtheit,  welche  in  der  Löi 

der  Aufgabe  liegt     Da  nämlich    der  erste  Punkt  Xoyo  willkürl 

bleibt,  so  giebt  es  nicht  eine,  sondern  unendlich  viele  Gurven  mit  i 

in  Nro.  3)  verlangten  EUgehschaft;  diese  Gurven  sind  im  Allgemein 
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on  derselben  Natur  und  nur  verschieden  in  der  Lage  oder  in  den 
Kmensionen.    So  z.  B.  genügt  der  anfangs  erwähnten  Differential- 

Jeichung  -j-  =  — •  jede  Gleichung  von  der  Form  y=  k  ää,  wo  k 

eliebig  bleibt,  d.  h.  in  jeder  Parabel  ist  die  Subtangente  der  doppel- 
m  Abscifise  gleich. 

Auch  analytisch  begreift  sich  das  Vorkommen  einer  willkürlichen 
JoDBiante  leicht,  wenn  man  die  Differentialgleichung  entstehen  lasst. 
Dlierenzirt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

F(x,  y,  V)  =  0, 

vorm  ^  eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt 

dF  ^      ,    dF  . 

—  ax  +  ^dy  =  0. 

todwenn  h  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine 

iroe  Gleichung  zwischen  x,  y  und  — ,  d.h.  eine  Differentialgleichung; 

iiastere  bleibt  dieselbe,  welchen  Werth  man  auch  dem  Ic  ertheilt 
Aben  möge.  Umgekehrt  ist  F(x^ y^h)  =  0  die  zu  Grunde  liegende 
Integralgleichung;  soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  muss  darin,  wie 
nrher,  die  willkürliche  Constante  Je  vorkommen ;  ausserdem  würde 
nun  nur  eine  specielle  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  parti- 
enlire  Auflösung  der  Differentialgleichung  haben.  In  manchen 
Fülen  existirt  noch  eine  ganz  besondere,  die  sogenannte  singulare 
Adösimg;  wie  dieselbe  entsteht,  wird  sich  in  §.  108  zeigen. 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  gelingt  imlmer,  wenn 
Kheine  Trennung  der  Variabelen  vornehmen  lässt,  d. Lwenn 
im  die  Differentialgleichung  auf  die  Form 

j)  Xdx  -h  Ydy  =  0 

vingen  kann ,  wo  X  eine  Function  von  x  allein  und  T  eine  Func- 
«ni  von  y  allein  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  wird  nämlich 
k diesem  Falle: 


9 


fxdx  +  jYdy  —  Const.  —  0; 


KQ  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  wenn  man  die  linke  Seite 
Btttweilen  mit/(a7,^)  bezeichnet  und  den  in  §.  10  bewiesenen  Satz 

^4.5/^  =  0 
dx       dy  dx 

I  Anwendung  bringt;  es  ist  dann  ^  =:  X,  —  =  y,  weil  in  Nro.  5) 
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die  Integrationen  so  geschehen ,  als  wären  x  und  y  von  einander  an- 

dy 
abhängige  Yariabele;  man  erhält  folglich  X  4~  1^  ;^  =  0,  was  mit 

der  Gleichung  4)  übereinstimmt. 

Etwas  allgemeiner  als  die  Differentialgleichung  4)  ist  die  fol- 
gende: 

6)  X,  Y^dx  +  X2  Fl  dp  =  0, 

in  welcher  Xi  und  X2  von  y^    Fj  und  Y2  von  x  frei  sein  mögea; 
durch  Division  mit  X3  Y^  wird  daraus 

X  Y 

':^  dx  +  ^dij  =  0, 
mithin  durch  Integration: 

7)  f^  dx  +  J^  dy  =  Cimsk. 

Als  geometrische  Anwendung  hiervon  behandeln  wir  das  Pro* 
blem,  die  Gurve  sni  finden,  in  welcher  die  Subtangente  eine  gege/ieoe 
Function  9  (a;)  der  Abscisse  ist.  Wir  haben  in  diesem  Falle  ^e 
Differentialgleichung 

oder,  nach  Trennung  der  Yariabelen,  » 

dy dx 

mithin  durch  Integration: 

ly  =  Gonst.  +    /  — -r-r-  • 

J  (Pix) 

Um  Sbf  y  zu  reduciren,  setzen  wir  c^^*'-  =  (?,  wo  C  eine  neue  will» 
kürliche  Constante  bezeichnet  und  erhalten 

dx 


/; 


(fix) 
y=Ce 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Aufgabe  behandeln,  die 


Curven  zu  finden ,  bei  denen  die  Subtangente  von  der  Form  ^ 
ist;  man  erhält  als  Integralgleichung: 


J  y*(y)      J  (fix) 
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üeberhaapt  bieten  die  Subtangeuten  und  Snbnoimalen  der  Gur- 
len,  als  Functionen  der  Abscissen  oder  Ordinalen  betrachtet,  eine 
nemlicheAuswabl  solcher  leicht  zu  integrirender  Differentialgleichung 

gen  dar. 


§.  104. 
Substitution  einer  neuen  Variabelen. 

Wenn  sich  die  Trennung  der  Veränderlichen  nicht  unmittelbar 
bewirken  lässt,  so  ist  es  häufig  von  Yortheil,  statt  der  ursprünglichen 
ibhäflgigen  Variabelen  eine  neue  Variabele  durch  Substitution  ein- 
nfohren  und  damit  die  gegebene  Differentialgleichung  in  eine  an- 
fae  za  verwandeln;  nicht  selten  gestattet  dann  die  letztere  jene 
bndenmg  der  Veränderlichen.  Wir  wollen  einige  allgemeine  FSUe 
iieser  Art  angeben. 

I.  Es  werde  die  Curve  gesucht,  in  welcher  der  Winkel,  den  die 
Tangente  am  Punkte  xy  mit  der  o;- Achse  einsdüiesst,  eine  gegebene 
Pnnction  des  Winkels  zwischen  Radiusvector  und  Abscissenachse  ist, 
also  nach  der  bisherigen  Bezeichnung 

r  =  F(e). 
I)s  zufolge    der  gegebenen  Bedingung   auch  tan  x  eine  bestimmte 
PmctioD  von  tan  0,  etwa 

tant  =  q>(tand) 

m  muss,  so  hat  man  bei  rechtwinkligen  Coordinaten  die  Differen* 
Ittlgleichung 

^che  im  Allgemeinen  keine  Sonderung  der  Variabelen  zulässt.  Setit 

Mo  dagegen  —  =  t  oder  y  =  xt^  vro  t  eine  neue  abhängige  Varia- 
X 

We  bezeichnet,  so  wird  aus  Nro.  1) 

ö  ^^  +  «  =  g,(Ooder^^L-^  =  |. 

ttd  hier  sind  die  Variabelen  getrennt.     Die  Integration  liefert  jetzt 
Qe  Gleichung  von  der  Form  ^(t)  =  lx  -|~  Gtms^.,  und  wenn  man 

Aitt  t  seinen  Werth  —  wieder  einsetzt ,  so  gelangt  man  zu  der  ge- 

ttchteu  Integralgleichung. 
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Soll  z«  B.  r  =  2  0  sein,  so  folgt 

2tanO 


tanz  = 


oder 


dy  _ 
dx 


1  —  tan'i  ö' 


2l 

X 


-  ar 


die  erwähnte  Substitution  giebt 

\  —t^     ..  _äx 
t{\  +  <2)  ^*  —  o;  ' 

mithin  ist  durch  Integration 

It  —  l{\  +  ^3)  =  ia:  +  Const. 

Setzt  man  Const  =  M  ^ji  so  erhält  man 

oder 

2  cy  =  «;«  +  y^  2/  =  c  +  V^c2  —  a?2. 

Die  gesuchte  Gurve  ist  also  ein  mit  dem  willkürlichen  Halbmesser 
c  beschriebener  Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  im  GoordiBateo- 
anfange  berührt.  : 

Gleichungen  von  der  Form  1)  werdeu  homogene  Differential^ 
gleichungen  genannt,  weil  in  ihnen  zwei  gleichartige  Grössen,  wie 
dort  die  Tangenten  zweier  Winkel,  vorkommen.  Ein  ferneres  5ei< 
spiel  hierzu  ist  folgendes. 

In  einer  auf  rechtwinklige  Goordinaten  bezogenen  unbekannteo 


Fig.  93. 


Gurve  sei  OM=x,  MP=y  (FigJJ); 
aus  M  beschreibt  man  mit  den 
Radios  MP  einen  Kreis,  legt  an  den* 
selben  von  0  aus  die  Tangente  0(1 
zieht  durch  den  Berührungspunkt  (| 
parallel  zur  a^  Achse  eine  Gerade,  welcl« 
die  ^- Achse  in  J?  schneidet,  und  Te^ 
bindet  endlich  22  geradlinig  mit  jP; 
man  verlangt,  dass  BP  die  Gurre  in 
P  berühre.     Die  Gonstruction  giebt 
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X 

od  da  andererseits  bei  jeder  Curve 

OB  =  y  —  xianx 
i,  so  hat  man  die  Differentialgleichung 


y  —  ^  TZ== 


dy        yVx^  —  yä 


dx  X 


)der 


li?  =  y_y  Vi- W- 

dx       X        X    y  \x/ 


litteist  der  Substitution  y  z=  xt  wird  hieraus 

o;^  =  -  «Vir=lIoder  -    ,/^         =^ 
dm  tVl  —  t^        X 

nd  durch  Integration 

'(^^^^)  =  <!)■ 

vobei  a  eine   willkürliche  Constante  bezeichnet.     Nach  Restitution 
^Werthes  von  t  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

X  +  Vlc^— y^        X     ^  2ax^ 

— :l L.  =  —  oder  y  =  -— j -, 

y  a  a2  -f-  a;2 

i^onach  dieselbe  leicht  zu  construiren  ist. 

II.    Die  Substitution  y  =  xt  leistet  auch  bei  der  nicht  homo- 
l^nen  Differentialgleichung 

•  a = i + Mi) 

^te  Dienste;  es  wird  nämlich 

l)  X  p.  =Ax)q>(t)  oder  -iL  =  —  **«. 

ronun  die  Variabelen  getrennt  sind,  so  dass  die  weitere  Bechnung 

ne  vorhin  geführt  werden  kann. 

Verlangt  man  z.  B.  diejenige  Curve,  für  welche   die  von  der 

"ftngente  am  Punkte  xy  auf  der  j^- Achse   abgeschnittene  Strecke 

«*  .  .       . 

^  r^  ist ,  wobei  h  eine  gegebene  Linie  bedeutet ,  so  hat  man  die 

Kfierentialgleichung 
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dy        x^ 

dx       o^y 
oder 

dy y^  _  fl.i.. 

^^~  X        h^' £ 

X 

Nach  dem  obigen  Verfahren  giebt  dies 

^dt  _        x^    1  s^._        ^äx 

X  —  ^=  —  —  •  —  oder  t  dt  =  —  . 

dx  b«    t  b«   ' 

ferner  durch  Integration,  wenn  die  Constante  =  — -  gesetzt  wird, 

iS  0 


X*   ,    a»            xVa^  —  «* 
**  =  -55  +  bi'   »  = 6 

Unter  Benutzung  eines  mit  dem  willkürlichen  Radius  a  beschrielie* 
neu  Kreises  ist  die  Gurve  leicht  zu  construiren;  sie  hat  eine  JkhMe 
Gestalt  wie  die  Lemniscate. 

ni.  Um  noch  eine  andere  Substitution  zu  zeigen,  betrachteD 
wir  die  Di£ferentialgleichung 

dy  ^f(x)q)(Vx^  +  y^)  -^  x 
dx  y 

oder 

^^  35  +  y  ff  =  /(«)  ?>  (Vi^  4-7»)  • 

Setzt  man  hier 

x^  4-^2  =  r^ 

so  folgt  durch  Differentiation 

,       dy  dr 

und  aus  Nro.  6)  wird  einfiacher 

7)  r  ^  =m^{r)  oder  -^  =fix)dx, 

WO  nun  die  Sonderung  der  Yariabelen  ausgeführt  ist« 

Verlangt  man  z.  B.  die  Gurve,  bei  welcher  das  von  der  Normale 
auf  der  rc-Achse  abgeschnittene  Stück  in  constantem  Verhaltnisse  zim 
Badiusvector  steht,  so  hat  man,  wenn  a  die  gegebene  VerhältnisszaU 
bezeichnet, 
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Die  obige  Substitution  giebt 

dr 

—  =  £,    r  =  ex  +  c, 

welches  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist,  wenn  ein 
Brennpunkt  zum  Coordinatenanfang  und  die  Hauptachse  zur  o^-Achse 
genommen  wird. 


§.  105. 
Substitution  zweier  neuen  Variabelen. 

I.   Eine  ziemlich  allgemeine  und  häufig  vorkommende  Differen- 
tialgleichung ist  die  folgende 

1)  |f  +  X,  +  Zo  =  0, 

worin  X  und  Xq  irgendwelche  gegebene  Functionen  von  x  bedeu- 
^ü.  Die  Substitution  y  ^  xt  würde  hier  zu  keinem  Resultate  füh- 
KQ,  man  versucht  daher  eine  allgemeinere  Substitution,  indem  man 
«ci  ij  als  Product  zweier  neuen  Variabelen  u  und  v  denkt.  Setzt 
flian  demgemäss 

0%  dy  du    ,        dv 

M)  erhält  man  aus  Nr.  1)  die  neue  Differentialgleichung 

IKese  ist  erfüllt,  wenn  die  noch  unbekannten  Functionen  u  und  v  den 
ivei  Bedingungen 

M  du  dv 

genügen.     Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  durch  Sonderimg  der 
Variabelen  und  Integration 

—  =  —  Xdx^    lu  =:  —   I  Xdx  -f-  Ay 
u  %J 

der  wenn  e^  =  £  gesetzt  wird, 
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4)  «  =  Be-^'"'\ 

Aus  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  3)  folgt  unter  Benutzimg  des  for 
u  gefundenen  Werthes: 

di-^T  —  '^B^''' 

5)  V  =  Ckmst.  —  r^    I  Xoe  +''^*'*  dx. 

Wegen  y  :=  uv  ist  nun  nach  4)  und  5),  wenn  B  .  Cansi,  =  C ge- 
setzt wird, 

6)  y=={e-^'''){c-fx,/''"  dx). 

Beifipielsweis  suchen  wir  die  Gurve ,  bei   welcher  das  von  der 

Tangente  auf  der  ^- Achse  abgeschnittene  Stück  =  yax  —  jfisl 
Die  IHfiPerentialgleichung  lautet  in  diesem  Falle 


oder 


y  —  a?  ^  =  Yax  —  y 


dy        2  1/« 


es  ist  also 

X  Y    X 

Mittelst  der  Formel  6)  erhält  man 

oder  nach  Ausführung  der  Integration  und  wenn  C  =  —    geseilt 
wird, 

fl?^  2   .r—  I 

V  =  -^ -ZT  V  üx* 

^        l         3  I 

Die  betreffende  Curve  ist  übrigens  mittelst  zweier  Parabeln  leicht  zi 
construiren. 

II.    Auf  die  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  die  folgende 

7)  /(*)  j|  +  Xf{B)  +  2q,  =  0 

zurückführen,  worin /(^r)  eine  gegebene  Function  von  z  allein 
f{z)  ihre  nach  z  genommene  Deriyirte  bedeutet.    Setzt  man 
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8)  f{z)  =  y  mithin  f{e)  de  :=  dy^ 

BO  erhält  man  die  neue  Gleichung 

ll  +  Xy  +  Xo  =  0, 

welche  ganz  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Das  Integral  von  Nr.  7) 
»t  daher  nach  6)  und  8) 

Zu  der  in  Nr.  7)  betrachteten  Form  gehört  z.  B.  die  Differen- 

tuügleichung 

dx        tn  in 

was  man  sogleich  bemerkt,  wenn  man  dafür  schreibt 

,  de 
ax 
Hier  ist /(jer)  =  e^  also  die  Integralgleichung  von  Nro.  10) 

11)  ^  =  fe-f'^'A  (C  - yZo^^^^^rcV 

Setzt  man  in  Nro.  10)  w  =  1  —  n  und  lässt  (1  —  n)X  an  die 
Stellfi  von  X,  ebenso  (1  — n)Xo  an  die  von  Xq  treten,  so  hat  man 
die  Differentialgleichung: 

12)  ^  4-  X«  4-  Xo;?"  =  0 
DDd  als  zugehörige  Integralgleichung: 

13)    Z^-n  =  L-i^-n)fXdA   jcf-  (1  -n)    /"Zo6^*-«>A''^  dxl- 

Ist  z.  B.  gegeben 

—   -\ ;ef  4-  5;8f2  =  0, 

da;        o; 
0  findet  sich  nach  Nro.  13),  falls  a^  1  ist, 

1  —  a 


\  c(l  —  a)aj«  +  hx' 

lad  für  a  =  1 


;ef  = — 

x{c  -^-hlx) 
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§.  106. 
Vom  integrirenden  Factor. 

I.  Aussw  dem  Falle ,  wo  die  Trennung  der  Yariabelen  zu  er. 
reichen  ist,  giebt  es  noch  einen  zweiten,  in  welchem  eine  Differen- 
tialgleichung von  der  Form: 

1)  q>(x,y)dx  +  if(x,y)dy  =  0 

allgemein  integrirt  werden  kann.  Erkennt  man  nämlich  in  der  lin- 
ken Seite,  für  sich  allein  betrachtet,  das  totale  Differential  einer 
Function  /(x^  y\  ist  also 

(p{x,y)dx  4-  il}{x,y)dy  z=J-^dx-]-^dy  =  df, 

so  kann  die  Gleichung  1)  nur  dann  bestehen ,  wenn  f{x,  y)  =  W. 
ist,  und  daniit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleicbun^. 
So  z.  B.  wird  man  der  Differentialgleichung 

xdx  -f-  ydy  =  0 
auf  der  Stelle  ansehen,  dass  sie  mit  der  Gleichung  d(xy)  =  ^ 
einerlei  und  folglich  xy  =  Const.  ihr  Integral  ist.  —  Soll  aber  die- 
ses Verfahren  einen  wissenschaftlichen  Werth  erhalten ,  so  sind  offen* 
bar  zwei  Aufgaben  zu  lösen;  man  muss  erstlich  ein  Criterinm  an- 
geben, mittelst  dessen  sich  entscheiden  lässt ,  ob  die  linke  Seite  der 
Gleichung  1)  ein  yoUständiges  Differential  ist  oder  nicht,  und  man 
hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der  Fall  sein  sollte,  die  zu  Grande 
liegende  Function  f(Xy  y)  und  damit  die  Integralgleichung  selbst  n 
entwickeln.  Zur  Lösung  dieser  Aufgaben  dienen  folgende  £rB^ 
terungen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 

q).dx  +  ^.dy 
ist  mit  dem  totalen  Differentiale  yon/,  d.  h.  mit 

^  dx  -^  ^  dy 

dx  dy 

jedenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen 

df_         8/_^ 
dx~^'   dy~^ 

stattfinden;  differenzirt  man  die  erste  derselben  partiell  in  Bezieboof 
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tof^nnd  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  rr,  so  entstehen  die 
leuen  Gleichungen: 

8«/   _dq>       8V    _  dil; 
dydx        dy  '   dxdy        dx ' 

leren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  5  in  §.  15);  es  muss  daher 

W  8y  _  8^ 

'  dy  "  dx 

m^\md  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  bildet  q),dx -\-  i^.dy 
das  vollständige  DiflFerential  von  /.    Um  die  letztere  Function  zu  be- 

itimmen,  erinnern  wir  an  die  Gleichung  x-  =  9>;  aus  ihr  folgt 


=/,.. 


/=    /  (p.dx  +  K, 

ro  sich  die  Integration  auf  x  allein  (bei  constant  gelassenem  y)  be- 
liebt und  K  eine  Gonstante  bezeichnet,  die  von  x  frei  ist,  demohn- 
[eachtet  aber  y  enthalten,  also  eine  Function  von  y  sein  kann«  Sie 
gestimmt  sich ,  wenn  man  die  Gleichung  partiell  in  Beziehung  auf  y 
sirt,  wodurch 


dv       J  i 


^-^  ä.  +  ^^ 


=  ^  —    Tix  dx, 
dy        ^       J  dy""   ' 


dy       J  cy  dy 

BDtsieht;  dies  muss  mit  V'  einerlei  sein  xmd  man  hat  daher 

8jS:_^,.  rdq) 

biglich 

K=  G  +  Ji^.dy  --  JdyJ^  dx. 

B  den  früheren  Werth  von/substituirt,  giebt  dies  die  Integral- 
Wchung/=  0,  nämlich: 

D  C  +   ffp.dx  +Ji\>.dy  —f^yn^^^  =  ^> 

nrin  die  angedeuteten  Integrationen  jederzeit  partiell  auf  die  Ya- 
ttbele  zu  beziehen  sind,  deren  Differential  unter  dem  Integral- 
ttcben  vorkommt. 

So  ist  z.  B.  die  in  Nro.  2)  angegebene  Bedingung  bei  der  fol- 
Nea  Differentialgleichung  erfüllt : 

(x'^+y)dx-\'(t/^-\-x)dy  =  0, 
Weh: 
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dy  ~  dx' 

die  Ausfolirung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Integrationen  giebt: 

(p.dx  =J  (p^  +  p)dx  =  ^  ^  ^  4-  yx, 

J  ii;.dx  =J  dr  +x)dy  =  -jfrri  +  ^y^ 

und  daher  ist  die  gesachte  Integralgleichung: 


a^  +  i  «"+1 

IL    Es  kann  auch  der  Fall  vorkommen,   dass  eine  Differeniüf- 
gleichung  zwar  durch  Differentiation  einer  Gleichung  von  derFoTD 
/(rr,  y)  =  Canst.  entstanden  ist,  dass  aber  gleichwohl  die  Behm§ 
in  2)  unerfüllt  bleibt.     Stellt  sich  nämlich  das  Differential  der  Glei- 
chung/=  CansL  unter  die  Form; 

4)  ((p.dx-\'il).dx)x  =  0, 

wo  9> ,  ^  und  X  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen ,  so  wird  man 
den  gemeinschaftlichen  Factor  %  weglassen ,  weil  die  linke  Seite 
=  0,  X  aber  von  Null  verschieden  ist;  in  der  nunmehrigen  Glei- 
chung q).dx  -|-  i^.dy  =  0  bildet  die  linke  Seite  kein  vollständiges 
Differential  mehr  und  daher  findet  die  Oleichung  2)  nicht  statt  Aosi 

der  Gleichung  —  =  Canst.  z.  B.  folgt  1 

\              X  1  i 

—  dx 5  dy  =  --  Ijydx-^xdy]  =  0, 

y  y^  y^ 

oder: 

ydx  —  xdy  =  0; 

in  der  ersten  Form  hat  man  linker  Hand  ein  vollständiges  Difernhj 
tial  und  in  der  That  ist  auch 


dy  dx    ' 


in  der  zweiten  Form  dagegen  ist  die  linke  Seite  durch  Yerlosi 
gemanschaftlicheD  Factors  -^  zu  einem  unvollständigen  DiSertd 
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^worden  and  die  Gleichung  2)  trifißb  nicht  mehr  zu.  Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differentialgleichang 

5)  (p.dx  -\-  tif.dy  =  0 

rorkommenden  Fmictionen  der  Bedingmig  ^  =  —  nicht  genü- 
gen, 80  ist  doch  die  vorige  Integrationsmethode  immer  noch  anwend- 
bar, sohald  sich  der  sogenannte  integrirende  Factor  %  finden  lässt, 
nach  dessen  Zusatz  die  Gleichung  5)  in  Nro.  4),  d.  h.  in  ein  vollstän- 
diges Differential  übergeht;  man  kann  nämlich  q>  .x  =  Vu  ^f'  •  X  =  ^i 
setzen  und  dann  mit  (pi  und  ^i  ebenso  wie  vorhin  mit  g)  und  ^ 
Operiren.    Der  Factor  X  muss  aber  so  beschaffen  sein,  dass 

dy  dx 

ist;  entwickelt  man  diese  partiellen  Differentialquotienten,  so  wird : 

^  ^  dy        ^  dx  ^  \dy      dxJ  * 

Die  Aii&uchang  des  integrirenden  Factors  erheischt  demnach  selbst 
wieder  die  Integration  einer  Differentialgleichung,  und  da  letztere 
meistentheils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differentialgleichung 
iBi,  80  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die- 
BemYerfahren;  doch  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  in  speciellen  Fällen 
^6  Eenntniss  der  Gleichung  6)  von  Nutzen  sein  kann. 
Ist  z.  B.  die  gegebene  Differentialgleichung: 

7)  (Xy  +  Xo)dx  +  ciy  =  0, 

vo  X  und  Xo  Functionen  von  x  allein  bezeichnen ,  so  ist  die  Glei- 
ümng  6): 

lum  kann  ihr  dadurch  genügen,  dass  man  sich  x  ^^  Function  von 

gy 

f  allein  denkt,  wodurch  ;r^  =  0  und 

oy 


"=/ 


fXdx 

Xdx^         X  =  e 


nrd.    Die  nunmehrige  Differentialgleichung 

fXdx  fXdx 

(Xy  +  X^)e         dx  +  e        dy  =  0 

SehlOmllch ,  Analffif  I.  32 
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erfüllt  in  der  That  die  Bedingung  der  Integrabilität  (Nro.  2),  wenn 

fXdx  fXdx 

q>  =  {Xy  +  Zo)c         ,    *  =  e 
gesetzt  wird;  zugleich  ist: 

/p       fXdx  p         fXdx 

fp,dxr=iy  jXe         dx  -^    J  Xoe        dx, 

/fXdx 
if.dy^=e        y, 

und  so  ergiebt  sich  als  Integralgleichung  von  Nro.  7): 

JXdx  n         fXdx 

8)  C  -{-  ye         +    I  X^e         dx  =  0, 

sie  ist  dieselbe,  welche  auf  anderem  Wege  in  §.  105  gefunden  wrie. 


§.  107. 
Differentialglelcliungen  verschiedener  Q-rade. 

I.    Wir  haben  bisher  solche  Diflferentialgleichungen  erster  Ord» 

nung  behandelt,  in  denen  nur  die  ersten  Potenzen  von  ^  und  j- 

vorkamen,  welche  also  rücksichtlich  dieser  Ausdrücke  vom  ersten 

Qrade,  oder,  wie  man  häufig  sagt,  linear  waren;  wenn  dagegen  die  ge- 

dy 
gebene  Differentialgleichung  höhere  Potenzen  von  —  enthält,  bol4 

sie  von  der  Form 

worin  Zi,  Zj,  •  •  •  Zn^u^Zn  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen. 
Das  zunächst  sich  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der- 
artigen Differentialgleichung  besteht  darin,  dass  man  die  Gleichung 

in  Beziehung  auf  -r^  als  Unbekannte  auflöst ,  wodurch  man  im  Aß- 

dx 

gemeinen  n  verschiedene Werthe/1,/2,  •  •  »/n,  sämmtlich Functionen 

von  X  und  y^  erhält  und  nachher  die  n  Differentialgleichungen 
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äy        ^      dy  ^V       ^ 

emzeln  nach  den  vorigen  Methoden  integrirt.     Nennen  wir 

3)    (Pi(x,y,  Gl)  =  0,     (p2(x,y,  Cg)  =  0,  •  •  •  9)„(a?,2^,  Gn)  =  0 

die  Integralgleichungen  jener  n  Differentialgleichungen,  so  ist  jede 
Ton  ihnen  auch  eine  Auflösung  der  ursprünglichen  Differentialglei- 
chung, und  die  allgemeinste  Lösung  entsteht  nun  durch  das  Product 

Die  Allgemeinheit  dieser  Gleichimg  wird  ührigens  nicht  beeinträch- 
tigt, wenn  man  Ci  =  C2  •  •  •  =  C«  =  C  nimmt;  denn  setzt  man 
der  Reihe  nach  jeden  einzelnen  Factor  des  obigen  Ausdruckes  =  0 
und  giebt  dem  C  alle  möglichen  Werthe,  so  erhält  C  unter  Anderem 
auch  die  Werthe  Ci,  C2,  •  .  .  Cn  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  Differentialgleichung: 

'•  (5f)'-^=V 

Die  beiden  einzelnen  daraus  entspringenden  Differentialgleichungen 
sind  in  diesem  Fallß : 

dy       Vxy  _  ^      dy    ,    Vxy  _  ^ 
dx  a  dx  a 

und  die  Integralgleichungen  derselben : 

.  xV~x    .    ^         ^  .    i  xVx         ^ 

das  allgemeine  Integral  ist  folglich: 

oder,  wenn  Ci  =  C2  =  C  genommen  wird, 

«)  (2^  +  0»  - 1 7  =  0. 

II.    Das    beschriebene  Verfahren   verliert  seine  Brauchbarheit, 

wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sehr  verwickelte  Aus. 

drücke  oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  häufig  vortheil- 

Ittft,  die  Gleichung  1)  auf  y  oder  auf  x  zu  reduciren,  d.  h.  ihr  eine 

^  folgenden  Formen  zu  verleihen 

32  ♦ 
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7)  ,  =  4,ff)oder.=  'F(,.^), 

wobei  -r^  kurz  mit  %f  bezeichnet  werden  möge,  und  sie  in  der  neaeu 

Crestalt  noch  einmal  zu  differenziren. 

Ans  y  =  0(Xyt/)  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

d.  h.  eine  Differentialgleichung  zwischen  den  beiden  Yariabelen  i 
und  y';  durch  Integration  folgt  daraus  eine  Gleichung  von  der  Fora 
f(ß^yt/i  C)  =  Oj  welche  mit  y  =  0(Xfj/)  verbunden  dienen  kann, 
um  durch  Elimination  von  y^  zu  einer  Gleichung  zwischen  xmÄy 
au  gelangen. 

Ist  dagegen  die  gegebene  Differentialgleichung  auf  die  Fora 
X  =  5^(y,y)  gebracht,  so  wird 

8y     ^  "^     ay    'dx' 

oder,  wenn  man  die  Beziehung 

dx        dy    dx        dy 
in  Anwendung  bringt, 

'  ^        dy       ^  ^       dyT        dy 

Diese  Differentialgleichung  enthält  nur  j^  und  y,  ihr  Integral  iit 
daher  von  der  Form  /(y,  y,  0)  =  0,  xmd  wenn  man  zwischen  dieaer 
und  der  vorigen  Gleichung  x  =  9'(y,y')  die  Variabele  j/  eliminirt, 
so  ergiebt  sich  das  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichmi;. 

Beispiel.  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  a  bew^ 
sich  so,  dasB  der  eine  Endpunkt  auf  der  Abscissen-,  der  andere nf 
der  Ordinatenachse  fortgleitet;  man  sucht  die  Curve,  weicheren 
jener  Geraden  während  der  ganzen  Bewegung  berührt  wird.  Nennea 
wir  X  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Curvenpnnktes, 
so  muBS  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  an 
xy  gelegten  Tangente  constant  =  a  sein;  diese  Bemerkung  liefert 
die  Differentialgleichung: 


,.y_„vW-=^ 


oder  auf  y  reducirt: 
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Die  Differentiatioii  dieser  Gleichung  gieht  nach  beiderseitiger  He- 
bang  von  y: 

vaA  daraus  folgt  entweder 

n)  ^  =  0,   oder  X  —  ,  ^-  ^ r=  0. 

dx  V(i+f^r' 

Die  erste  Gleichling  £^bt  ^=C  und  durch  Substitution  in  Nro.  1 1): 

aC 


y  =:  Cx  — 


i  h.  eine  Gerade,  was  in  der  That  richtig  ist ,  da  alle  Tangenten  an 
einer  Geraden  mit  letzterer  zusammenfallen  und  im  vorliegenden 
Falle  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  Geraden 
=  a  ist     Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 

K  as  —  äs 


y  = 


1 


miihm  durch  Substitution  in  Nro.  11): 

y  =  —  (  «3  —  a?»  ]«• 

Die  beiden  Integrale  der  Differentialgleichung  sind  daher: 

^  aC  2  2  9 

y  —  Cx  +  ^r  =  0  und  a?»  -L  ws  —  «a  —  0. 

yi  +  c^  • 

III.    Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Differentialgleichung 
iof  die  homogene  Form 

l<)  »'-  +  1^1  (f )2^" -'  +  F'^  (f)«^"-*  +  •  •  •  • 

{«bracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwierig- 
keiten.   Es  liegt  nämlich  sehr  nahe,  -^  =  f  zu  setzen,  wodurch  die 

rleichung  sich  unter  die  allgemeine  Form: 

5)  /(y,  0  =  0 

teilt,  die  man  entweder  in  Beziehung  auf  y'  oder,  wenn  dies  tun- 
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ständlich  wäre,  nach  t  auflösen  kann,  wodurch  man  entweder  y 
=  (p  (t)  oder  t  =  il>  (y)  zum  Resultat  erhält.  Andererseits  ist  we- 
gen y  =  xt: 

dy  dt    ,    ^        ,        ,  dt 

j^  =  a;—  +  i,    f/  —  t  =  x  — 
dx  dx  dx 

und 

dx  dt 


X        y*  —  t 

Hat  man  ^  durch  t  ausgedrückt,  so  enthält  die  rechte  Seite  nur  /, 
war  aber  t  durch  y  ausgedrückt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  tj  vor; 
in  jedem  Falle  sind  die  Yariabelen  gesondert  und  es  ist 

>»)         "=/rh' 

oder  auch 

17)  U  =  -l(^-t)-\-  J^^^, 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  zweite  be- 
nutzen, jenachdem  f/  durch  t  oder  t  durch  j/  ausgedi'ückt  ist.  im 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  lx  = 
%  (0  H"  ConsU  und  man  braucht  nur  für  t  seinen  Werth  einzusetzen, 
im  zweiten  Falle  ist  dasErgebniss  von  der  Form  lx  =  x(2/)-\-^(f^' 
und  es  bedarf  noch  der  Elimination  von  y*  aus  der  vorstehenden  und 
der  ursprünglichen  Gleichung.  | 

Sucht  man  z.  B.  die  Gorve,  deren  Bogen  s  mit  den  rechtwink* 
ligen  Coordinaten  x  und  y  des  Endpunktes   durch   die   Gleichong 

s  =  y  2xy^  oder 

y^Vi+y«  dx  =  V2xy 
verbunden  ist,  so  lautet  die  Differentialgleichung: 

für  y  =  xt  findet  sich  hieraus: 

.j_t-^(i-t)V2i    ,   ,   (1-0 Vir 

2t  —  i  y2t  —  1 

die  Gleichung  11)  wird  daher  im  vorliegenden  Falle: 

,,=  /Vliz_L.*=c-?(i-0-/— %-;, 
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Hier  ist  die  noch  ührige  Integration  durch  Wegschaffung  des  Wur- 
zelzeichens (t  =  u^)  leicht  auszuführen  und  giebt : 


Ix 


in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher  für  ^  =  ~    die    Gleichung 

X 

der  Curve: 

1 
YT 
X  —  y  _  fVx  —  Vy\ 

wobei  e+  ^  =  c  gesetzt  wurde.     Zur  Construction  der  Curve  würden 
übrigens  Polarcoordinaten  bequenier  sein. 

Für  ein  zweites  Beispiel  sei  s  =  V  mx^  -|-  ny\  also  durch  Dif- 
ferentiation 

V  mx^  -\-ny^ 
und  vermöge  der  Substitution  y  =i  xt 

(m  +  n<2)  (1  _j_y2)  =  (m  +  ntyy, 

I^iese  Gleichung  ist  in  jedem  Falle  leicht  auf  «/  oder  i  zu  reduciren ; 
«Dl  einfachsten  wird  die  Sache  für  n  =  1,  man  findet  nämlich 

,        ^        V«*—  1  Vm  +  ^2 

y  —  /  = 77= 

^  Ym 

ond  nach  Formel  16) 

ym         r      dt 


Ix 


^    Vm      r 

Vw— 1  J 


V"m  +  <2 


V  m —  1 

Hier,  wenn  C  =  la  gesetzt  wird,  wo  a  eine  neue  willkürliche  Gon- 
itante  bezeichnet 

Vm 

a        \  x  ) 

Sb  ist  übrigens  nicht  schwer,  die  Gleichung  auf  y  ssu  reduciren;  fiir 
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m  =  I  z.  B.,  und  wenn  man  zur  Vereinfiachung  |a  an  die  Stelle  von 
a  treten  läset,  hat  man 

3  =  Vtx^  +  y^      y=  (^-i)v^- 


§.  108. 
Die  singulären  Auflösungen  der  DifferentialgleichungeiL 

In  dem  Abschnitte  II.  des  vorigen  Paragraphen  begegneten  wir 
der  eigenthümlichen  Erscheinung,  dass  eine  Differentialgleichung  zwei 
Auflösungen  zuliess,  von  welchen  die  erste  eine  willkürliche  Gonstante 
enthielt,  die  zweite  nicht;  aus 


Vi  +  y^ 
folgte  nämlich: 

a  (J  2  2  2 

y  =  Cx  —  y  und  auch  x^  -\-  y^  =  a\ 

Da  nun  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
willkürliche  Constante  G  besitzt,  so  sollte  man  erwarten,  dass  das 
zweite  Integral  fär  irgend  einen  speciellen  Werth  von  C  aus  jenem 
hervorgehen  müsste;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall  und  man  muss  da- 
her die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende  be- 
trachten. Wie  nun  eine  solche  besondere  oder  singulare  Auflösung 
einer  Differentialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zusammeih 
hängt,  wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir  an  die  ge»* ! 
metrischen  Betrachtungen  in  §.  29  knüpfen. 
I.  Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

1)  f(x,y,f)  =  o, 

und  ihr  allgemeines  Integral  möge  als  bekannt  vorausgesetzt  werden, 

nämlich 

2)  Fix,y,CI)  =  0', 

man  kann  sich  dann  die  letztere  Gleichung  als  Gleichung  deijenigea 

Curve  denken,  von  welcher  jeder  Punkt  die  durch  Nro.  l)4ießtimmt« 

Eigenschaft  besitzt.     Die  Gleichung  2)  charakterisirt  aber  nicht  ein«q 

einzelne  Curve,  sondern   vielmehr  eine  ganze  Schaar  von  Corven,. 

welche  dadurch  entstehen,  dass  man  der  wiUkürlicben  Ck^iistanten  ^ 
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ijle  möglichen  Werthe  giebt.  Zwei  aufeinander  folgende  individuelle 
Gnrven  dieser  Art  lassen  sich  durch  die  beiden  Gleichungen 

oder  anch  durch  die  daraus  folgenden  Gleichungen 

3)  F(x,y,k)  =  0,    L^  =  0 

darstellen,  und  es  hat  nun  jeder  Punkt  der  einen  sowohl  als  der  an- 
deren Curve  die  Eigenschaft  1).  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  auch 
dem  Dorchschnitte  beider  Nachbarcurven  zu,  falls  ein  solcher  existirt; 
De  gilt  endlich  auch  für  die  aufeinander  folgenden  Durchschnitte 
ie  zweier  Nachbarcurven,  welche  entstehen,  wenn  man  dem  k  alle 
DOglichen  Werthe  giebt.  Nach  §.  29  heisst  dies:  wenn  der  Glei- 
hung  1)  die  Curve  F(x,  y,  ifc)  =  0  genügt ,  so  genügt  jener  Glei- 
hoüg  auch  die  einhüllende  Curve,  welche  der  stetigen  Aende- 
nog  des  k  entspricht.  Ausser  dem  allgemeinen  Integral  erhält  man 
k)  noch  ein  singuläres,  wenn  man  k  aus  den  Gleichungen  3),  oder 
1  ans  den  Gleichimgen 

Udrt.  Selbstverständlich  braucht  eine  solche  singulare  Lösung 
oiciit  nothwendig  zu  existiren;  sie  wird  fehlen,  wenn  jene  Schaar  von 
/Wen  keine  Einhüllende  besitzt. 

Die  vorige  Regel  zur  Aufsuchung  des  singulären  Integrales 
isst  sich  auch  rein  analytisch  auf  folgende  Weise  begründen.  Um 
ie  Richtigkeit  der  Gleichung  2)  zu  prüfen,  würde  man  letztere 
ffereoziren  und  nachher  aus  den  Gleichungen 

I  F— Onnd—  —  —  A-—^  —  0 

dx        dx        dy  dx 

6  willkürliche  Conistante  G  eliminiren,  weil  G  nicht  in  Nro.  1)  vor- 
»mmt.  Diese  Elimination  geschieht  am  natürlichsten  so,  dass  man 
e  Gleichung  j^  =  0  nach  G  auflöst  und  den  gefundenen  Werth  in 
e  zweite  Gleichung  einsetzt.  Bei  der  Auflösung  von  F  =  0  er- 
liemt  aber  ein  Resultat  von  der  Form  G  =  (p(x,  y)  und  daher  ist 
i  Allgemeinen  G  als  Function  von  x  und  j^  anzusehen;  beachtet  man 
98  bei  der  Differentiation  der  Gleichung  JP  =  0,  so  hat  man  voll- 
Indiger 

dF_dFdFdydFdG 

dx        8a?        dy  dx        dG  dx 

B  Elimination  von  C  aus  F  =  0  und  Nro.  6)  kann  aber  nur  dann 
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zu  demselben  Resultate  (Nr.  1)  führen  wie  die  Elimination  von  ( 
aus  den  Gleichungen  Ö) ,  wenn  die  Gleichung  6)  mit  der  zweita 
Gleichung  in  5)  übereinstimmt,  d.  h.  wenn 

dF    dC_ 

dC 
ist.     Dazu  gehört  entweder  -r-  =  0  d.h.  0=  Const,  wodurch ma 

dx 

auf  das  Integral  2)  zurückkommt,  oder 

und  wenn  sich  hieraus  für  C  eine  Function  von  x  und  y  findet,  si 
giebt  deren  Substitution  in  F  =  0  eine  neue  Gleichung,  welche  oh 
willkürliche  Constante  der  Gleichung  1)  genügt,  also  deren  sin 
Integral  ist.  Diese  Bemerkungen  lassen  gleichzeitig  erkennen, 
eine  Differentialgleichung  nicht  mehr  als  zwei  Integrale  haben  km 
von  denen  eines  das  allgemeine,  und  das  andere  das  singulare  ä 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.     Man   sucht  eine  kramme 
Linie ,  deren  Normale    die  mittlere    geometrische  Froportiuuale  kt 
zwischen  dem  Stücke,  welches  sie  selbst  von  der  Abscissenachse  äV 
schneidet,  und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  a.   Die  Differential- 
gleichung der  Curve  lautet  : 

8)  yVTTV'  =  Vaix  +  yy") ; 

zu  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  vorigen  Paragraphen  unt^ 
Nro  II.  beschriebene  Verfahren  und  zwar  ist  es  am  vortheilhaftesten 
auf  a;  zu  reduciren,  weil  die  Entwickelung  von  y  eine  quadratisch 
Gleichung  geben  würde.     Man  hat  nun 

9)  yHl  +  y'^)  —  ayi/  =  ax, 

und  hieraus  folgt  durch  Differentiation,  indem  man  von  den  Gl» 
chungen 

dx  dx  dy 

Gebrauch  macht. 

Diese  Gleichung  zerfallt  in  die  zwei  nachstehenden: 

10)  yy^=-(l+y*),         2y}/  =  a, 
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welche  durch  Trffliiniog  der  TariRbelen  iniegrirt  ^werden  können.  Die 
erste  Glekining  giebt 

7    1  +  y»  J    y  ' 

«der  1/(1+^2)  =  —  7y+  CimsL,  ä.  i.  wenn  CkmsL  =  II  geaetet 

wird. 


VT+7J=^,  /  = 


Vi«— 


y 


« 


Integral  ist  demn»cli^   warn  die   Toratehcndeai  Weri^  in  die 

Gleichung  9)  sobstitnirt  werden, 

oder  für  h^  =  ac,  wo  mm  c  die  willkürliche  Gonstante  bezeidmet, 

11)  (x—cy  +  ff^  =  ac. 

Die  zweite  Gleichtmg  in  Nro  10)  Kefert  y  =:  — ,   und  dnrch  Snb* 

ititntion  in  Nr.  9) 

12)  y2  —  ax  =  Ja*. 

Hier  ist  das  erste  Integral  aUgem^n,  das  zweite  ein  singnlires,  w^ 
cbes  man  nach  der  angezeigten  Methode  aas  jeaaem.  ableiten  kann,  in«^ 

dem  man 

F(z,y,c)  =  («  — c)*+  y»  —  «c  =  0 
letzt  and  c  aus  dieser  Gleichung  and  der  folgenden 

cc 

iliminirt;  die  letztere  Gleichung  giebt  C2r=  jp-^  |ay  und  in  die  vorige 

tleichong  eingesetzt: 

ras  mit  Nro.  12)  übereinstimmt.  Geometrisch  bedeutet  die  Glei- 
haiig  11)  eine  Schaar  Ton  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Ab* 
cissenachse  liegen  und  deren  Halbmesser  sich  in  der  Weise  &ndern, 
A88,  wenn  c  der  Abstand  eines  Centrums  vom  Goordinatenanfange 

tt,  Vac  den  zugehörigen  Halbmesser  angiebt;  alle  diese  Kreise 
werden  von  der  durch  die  Gleichung  12)  charakterisirten  Parabel  ein- 
ehüUt. 

II.  Im  Vorigen  haben  wir  immer  das  singul&re  Integral  aus  dem 
llgemeinen  Integral  hergeleitet,  dagegen  wollen  wir  nun  zeigen,  wie 
ftsselbe  unmittelbar  aus  der  gegebenen  DifiPerentialgleichung  1)  ent* 
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wickelt  werden  kann.   Der  Ansclianlichkeit  wegen  betrachten  wir  die 
Sache  wieder  von  der  geometrischen  Seite. 

Wenn  überhaupt  eine  einhüllende  Gnrve  existiren  boII,  bo  müssen 
die  beiden  Curven,  welche  zwei  verschiedenen  Werthen  von  CinNro.2) 
entsprechen,  einander  schneiden;  jeder  Punkt  xy  auf  irgend  einer 
durch  das  allgemeine  Integral  bestimmten  Curve  lasst  sich  demnadi 
gleichzeitig  als  Punkt  einer  anderen  Gnrve  derselben  Art  anseheii, 
welche  zu  einem  anderen  Werthe  von  C  gehört.  Der  Winkel,  unter 
dem  sich  beide  Curven  schneiden,  ist  derselbe,  wie  der  Winkel  zwi- 
schen beiden  Tangenten;  es  müssen  also  am  Punkten?  ^wenigstens  zwei 
der  Lage  nach  verschiedene  Tangent^i  vorhanden  sein,  d.  h.  es  nnm 
tant:=y*  mindestens  zwei  verschiedene  Werthe  haben.  Letztere  braucht 
man  nicht  ans  dem  allgemeinen  Integrale  zu  berechnen,  man  findet  siedi- 
rect  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung /(a;,^,^)  =  0,  indem  man 
diese  nach  i/  auflöst.  Die  vorige  Bemerkung  zeigt  nun  augenbKcklicii, 
dass  eine  ringoläre  Lösung  nur  dann  existiren  kann,  wenn  die  gegebeoe 
Differentialgleichung  wenigstens  vom  zweiten  Grade  ist.   Nenneo  m 

oder  kurz  9',^,X  ^tc.  die  Wurzeln  derselben,  so  haben  wir  nachdem 
Fundamentalsatze  der  Theorie  algebraischer  Gleichungen 

durch  partielle  Differentiation  in  Beziehung  auf  ^  folgt  hieraos 

^  =  (y-.*)(y-x)  •  •  •  +  (y-9?)(2/'~%)  •  • 

+  (y  —  ?P)(2/— *)•••+••• 
und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite  weder  für  y  =  9  noch  fiir 
^'  =  ^  etc.,  falls  9,  i\),  X  ®^c-  ^0^  einander  verschieden  sind.  Anders 
wird  die  Sache,  wenn  der  Punkt  xy  auf  der  einhüllenden  Curve  lie^. 
Er  gehört  dann  drei  Curven  an,  von  denen  zwei  den  Werthen  G  ^ 
G  ■\-  dC  entsprechen,  und  deren  dritte  die  einhüllende  Curve  selber 
ist;  für  alle  drei  hat  3/  einen  und  denselben  Werth,  folglich  mm 
wenigstens  zwei  der  Wurzeln  9),  ^,  %  etc.  einander  gleich  werden 
Für  il>  -zzzq)  erhält  man  aber 

f=iy'-v)'(j/-x) 

^  =  (y-ijp)[2(2/'-~a:)---+(y-?p)---  +  -] 


und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite,  sobald  f/  =  q> 
wird.  Wenn  demnach  eine  singulare  Auflösung  vorhanden  sein 
so  müssen  die  Gleichungen 

fi^^yiy)  =  0,        — ^ —  —  0 
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zosammen  bestehen,  und  daraus  ergiebt  sich  das  gesuchte  singulare 
btegral  dnrch  EHmination  von  ^. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Di£ferentialgleiohung 

deren  geometrischer  Sinn  leicht  zu  sehen  ist.  Nach  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  würde  man  dieselbe  mittelst  der  Substitution  y^  :=  jb 
Iwmogen  machen  und  als  allgemeines  Integral  finden 

^  __  ^  —  1 
ac         c«  ~    ' 

f orans  als  singuläres  Integral  folgt 

Will  man  dagegen  das  letztere  fJlein  haben,  so  eliminirt  man  i/  aus 
den  beiden  Gleichungen 

and  erhält  wie  oben  p^  =  4a*a;2. 


§.  109. 
Integration  durch  Versuche. 

Die  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der 
Differentialgleichungen  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  der  Will- 
^  nichts  überlassen  und  wenigstens  in  vielen  Fällen  mit  Sicherheit 
nun  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale  fuhren. 
Ifill  aber  die  Integration  einer  Differentialgleichung  trotz  der  An- 
vendang  aller  bisherigen  Mittel  nicht  gelingen,  so  muss  man  zu  an- 
Ifiren  Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter  darin  be- 
lebt, dass  die  Integralgleichung  hypothetisdi  angenommen  und  ver- 
nicht  wird,  ob  sie  der  Differentialgleichung  genügt  Hauptsache 
Iftbei  ist,  die  richtige  Form  des  Integrales  zu  treffen,  und  man  wird 
lieh  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
km  man  die  Differentialgleiohung  mit  solchen  Differentialgleichnngen 
rergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind; 
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es  ist  dann  immer  zu  erwarten,  dass  auch  das  Integral  ungefähr  die- 
selbe Form  haben  werde,  wie  jenes  bekannte  Integral. 

Dieses  indirecte  Verfahren'  ist  z.  B.  anwendbar  anf  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

1)  ^^         j_  ^y         =  0 

V  1  +  aa?2  +  hx^        Vi  +  ay'^  +  hy^ 

in  welcher  zwar  die  Variabelen  gesondert  sind,  die  Integration  alier 
gleichwohl  umständlich  werden  würde.  Um  eine  Andentang  über 
die  Form  des  Integrales  zu  erhalten,  betrachten  wir  vorerst  den  spe- 
ciellen  Fall: 

äx  ,  dy  .  ^ 

2)  ,y  +1/  =0; 

Vi  —  ic2        Vi  —  J/2 

hier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt 

3)  aresin  X  +  aresin  y  =  Const. 

Die  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  zu  sein,  ist  es  abario 
der  That  nicht;  die  Summe  zweier  Bögen  macht  nämlich  wieder 
einen  Bogen  aus,  und  ist  ft  dessen  Sinus,  so  kann  Const.  =  min^ 
gesetzt  werden ,  wo  ft  die  neue  willkürliche  Constante  bezeU 
Statt  der  Gleichung  aresin  x  +  aresin  y  =  aresin  ft  lasat  k\ 
schreiben 

sin(aresinx  4-  aresiny)  =  ft, 
wo  man  linker  Hand    die  bekannte  Formel    für  sin  (u  -f  t')  in  An- 


wendung bringen  und  die  Gleichungen  sinu  =  x,  cöSW=Vl-i*. 

sinv  =  y,  cosv  =  Vi  —  y^  berücksichtigen  muss.  Das  gesuchte 
Integral  ist  demnach 

4)  a;V"l  —  2/2  +  yVl  —  a;^  =  f*. 

Will  man  es  in  rationaler  Form,  wenigstens  in  Beziehung  avS  xvai 
y^  dargestellt  sehen,  so  kann  dies  durch  folgende  kleine  Recbiaflg 
bewerkstelligt  werden;  es  ist: 

ft2  =  a.2  ^  j^2  «.  2 rcV  +  2xy  V  1  —  aJ*  V  1  —  y^ 

5)  ft«  —  (a;2 -f  y^)  =  2xy {Vi  —  a;2  \^i  —  y2  _  xyl 
Ferner  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

1  —  (t2  =  (1— aj2)(i— y2)_2rcy  Vi  —  a?«  V  1  —  y^  +  ^V. 
wo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 

Vi  —  11^  =  Vi  —  aj2  V^l  —  y2  —  xy. 
Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  6)  wird  leti 
tere  rational,  nämlich: 
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31^^  +  y^  +  2V"l  —  (i^xy  —  ft«  =  0, 
ier  für  fi«  ■=  -T- 

)  H^^  +  y')  +  2Vk(X^l)xy  —1=0. 

as  Integral  der  Differentialgleichung  2)  ist  demnach  eine  in  Be- 
ehang  auf  x  und  y  rationale  und  symmetrische  Function  zweiten 
Tades. 

Kehren  wir  nun  zu  der  allgemeineren  Gleichung  1)  zurück,  so 
legt  die  Yermuthung  nahe,  dass  ihr  Integrsd  eine  symmetrische 
ilinction  vierten  Grades  sein  werde,  also  von  der  Form: 

)      f(x,y)  =  Äx^y^  +  B(x^  +  y^)  -\-  2Gxy  —1=0, 
rorin  die  Coefficienten  Ä^  B,  C  vor  der  Hand  noch  unbestimmt 
leiben  mögen.     Um   zu  versuchen,  ob   die  vorstehende  Form   der 
^erentialgleichung genügt,  geben  wir/  (x^y)  die  beiden  Gestalten: 

:=(Ay^  +  B)x^  -]-2  Gy.x  +  (By^--l)=  Tx'^  +  2  TiX  +  Y^, 
=  {Äx^  +  B)y'^  +  2  Gx.y  +  (Bx^  —  1)  =  Xy^  +  2X^y  +  X2, 
rorin  J,  Fl,  Fj,  X,  Xu  X^  zur  Abkürzung  dienen,  und  entwickeln 
Ke  beiden  partiellen  Differentialquotienten 

Söbstituiren  wir  sie  in  die  aus  der  Gleichung  f(x,y)  =  0  folgende 
Differentialgleichung 

^dx+^dy  =  0, 
ox  oy 

0  wird 

(Tx  +  Fl)  dx  +  (Xy  +  Xi)dy  =  0, 
Ier 
\  dx  ,  dy        _ 

Xy  +  Xi'^  Yx  +  Yi 
Se  zweite  Form  /  ==  Xy^  -|-  2  Xj «/  +  X2  =  0  giebt  ferner,  wenn 
ttn  sie  als  quadratische  Gleichung  behandelt, 

Xy  +  Xi=  VXi2  —  XXa 
knso  die  erste  Form 

ra:  +  Fl  =  V  F,«  -  YY, 
M  indem  man  diese  Werthe  in  Nro  8)  substituirt,  erhält  man 


VXi2  —  XX,        VYi^  —  YY2 
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als  die  Di£ferentialgleichuDgy  welcher  die  inNro  7)  gemachte  Annftlime 
genügt.  Die  Gleichung  7)  würde  nun  das  Integral  der  ursprüng- 
lichen Differentialgleichung  sein,  wenn  die  Gleichungen  1)  und  9)  iden- 
tisch wären.  Vermöge  der  Werthe  von  Z,  Xj,  X2,  F,  Fi,  Fj  hat 
man  statt  Nro.  9)  zu  setzen 


woraus  durch  Vergleichung  mit  der  Differentialgleichung 

10)  ,,  ^^  +^ £L_=0 

folgende  Bedingungen  hervorgehen: 

11)  Ä--  B^  +  C^==Ba,    ^  =  —6. 

Hier  lassen  sich  zwei  der  Coef&cienten  hestimmen ,  etwa  ii  =  —  5, 

C  =  V S^  +  Ba'\'h,  der  dritte  (B)  Weiht  unhestimmt  und  ifit die 
Integrationsconstante.  Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  3^^ 
die  Gleichung 

12)  Äx^y^  +  B(x^  +  y^)  +  2  Oiry  —  1  =  0 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  10)  darstellt,  so- 
bald die  Coefficienten  A,  B,  C  den  in  11)  ausgesprochenen  Ber- 
gungen genügen;  let2!tere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  z.B. 
B  immer  so  gross  wählen  kann,  dass  C  reell  wird. 

Ausser  der  obigen  rationalen  Form  ist  noch  die  irrationale  Form  ^ 
des  Integrales  von  Wichtigkeit;  man  erhalt  sie  auf  folgendem  Wege.  | 
Sei  1  4"  ^^'  +  6^*  =/(^)»  so  hat  man  nach  dem  Früheren        | 

oder  umgekehrt 

Vm  =  ^^  und  vm  =  ^^. 

Vermöge  der  Werthe  von  X,  Xi ,  Y,  Fi  findet  man  hierans  sein 
leicht 

d.  i.,  wenn  man  nach  Nr.  12)  1  —  Ax^y^  für  -P(»*  +  y')  +  2C 
schreibt^ 


. 
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oder  endlicb,  weil  A  =  —  h  und  B  eine  beliebige  Constante  war, 

1  —  ox'y* 
Diese  Integralgleichiing  ist  für  die  Differentialgleichang  10)  dasselbe, 
was  di^  Gleichnng  4)  in  Beziehung  anf  die  DifferentialgleiGhnng  2); 
in  der  That  werden  beide  fura=  —  1,  b  =  0  identisch. 

Dasselbe  indirecte  Verfahren  der  Integration    dnrch   Yersnche 
ist  auch  anf  die  allgemeinere  Bifferentialgleichnng 
dx dy 

ood  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar,  doch  werden  die  £ntwicke- 
lungen  zu  weitläufig,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  könnten. 


§.  110. 
Integration  durch  Reihen. 

Der  vorigen  Methode  insofern  ähnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durch  Reihen;  sie  gründet 
sich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  y  =  9)  (x)  einer 
DiflFerentialgleichung  F(x ,  y ,  /)  ==  0  in  vielen  Fällen  eine  mittelst 
der  Theoreme  von  Taylor  oder  Mac  Laurin  in  Poten^enreihen 
Terwandelbare  Function  sein  wird,  und  dass  es  daher  auch  möglich 
sein  muss,  von  der  Differentialgleichung  aus  zu  derselben  Reihe  lu 
gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem  Theoreme  von 
Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Reihe  für  9  (x)  ezistirt, 

1)        9(x)  =  <p(xo)  +  9"(a>o)  ^  +  9'"(^)^Y^*  + • 

WO  Xq  einen  beliebigen  Specialwerth  von  x  bezeichnet.  Denken  wir 
uns  die  Differentialgleichung  F(x,y,y^)  auf  y'  =  <p'(x)  reduoirt,  in- 
dem wir 

setzeD,  so  fuhrt  die  successive  Differentiation  dieser  Gleichung  zu  Aus- 
Fräcken  von  folgender  Form: 

SehUmilcb»  Anftlyfli  I.  83 


1 
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q)*'(x)  =Mx,y)y  9'"(a?)  =f^{x,y)  u.  s.  w.; 

für  X  =^  Xq  werden  diese  Gleichungen  zu 

2)         9'  (a^o)  =  /,  (iCo ,  3^0)  t  9"  (^0)  =  fi  (a^o ,  2/0)  n-  s-  w., 

in  welchen  y^  den  individuellen  Werth  des  y  hezeichnet,  der  dem 
Werthe  a?  =  »0  entspricht.  Durch  Suhstitution  der  unter  Nro.  2) 
hemerkten  Ausdrücke  in  Nro.  1)  folgt  nun 

o%  I   ^/         \^~"^o   ,   ^,         ^(a;  —  XqY      ^ 

3)       y  =  ye  +  /i(a\),yo) — p-+/2(^>yo)    ^    ^        * 

+/}  (iCo,2^o)   1  72^3   "^ ' 

und  wenn  die  Reihe  rechter  Hand  convergirt,  so  ist  die  Auflösung 
zulässig;  dagegen  würde  die  Divergenz  der  Reihe  ein  Zeichen  sein, 
dass  y  einer  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 

Die  gegehene  DifBerenzialgleichung  sei  z.  B. 
4)  ip'{x)  =  ,J  =\  +  X{y  ^xl 

so  liefert  die  successive  Differentiation 

9"(aj)  =  y  =  AO/'  -  1)  =  A2  {y^x), 
tp'"(x)  =  if  =  X^y'  -  1)  =  A3(y-^) 

u.  s.  w. , 
und  für  x  =  Xq,     y  =  y^^, 

g)'(a-o)  ==  1  +  ^dfo  —  Xol 
(p"(xo)  —  A^Oo  — a;«), 
q>"\xo)  =  kHyo-Xo) 

U.  s.  w.; 
mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 

+    1.2.3    (^-^0)'  + 
oder  auch 

Die  eingeklammerte  Reihe  convergirt  immer  und  lässt  sich  leicht 
Bummiren,  dies  gieht: 

y  =  X  +  (t/o  — a;o)c^('^-'o>=  x  -f  (yo  —  Xo)e~^'o^r^ 
d.  i.,  wenn  der  constante  Factor  mit  0  bezeichnet  wird, 

ß)  y  z=:  X  +  Cc^*, 

was  man  auch  direct  leicht  finden  könnte. 


•  .  •  •. 


P 
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Statt  der  Taylor'sohen  Reihe  benutzt  man  häufig  den  Mac 
L au r in' sehen  Satz  (d.  h.  man  setzt  rr^  =  0),  in  welchem  Falle  y 
die  Form  Äq  +  AiX  +  A^x^^  etc.  erh&lt;  die  Coefficienten  lassen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  bestimmen,  dass  ini^p 
die  für  y  angenommene  Form  in  die  gegebene  Gleichung  substituirt 
und  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  residtirende  Gleichung  zu  einer 
identischen  macht.     Sei  z.  B. 

die  gegebene  Differentialgleichung  und  f(x)  eine  Function  von  der 
Form  «0  +  Oi  ^  -f-  «1  a?^  +  etc.,  so  giebt  die  Annahme 

7)  y  =  A  +  Axx  +  A^x^  +  A^x^  -f  .  .  .  . 
statt  der  Gleichung  6)  die  folgende: 

1  ^1  -f  ^2  _|_  (2  ^^  4-  2,4 i4i)fl;  +  (3  ilg  +  2^^  +  Ay})x^  H 

=        6(o       -|-         (Jk\X  +  02a?2    -{- •  •••, 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  x^ ^  x^^  x^  u.  s.  w.  die- 
selben Coefficienten  besitzen;  man  findet  daraus  der  Reihe  nach: 

8)  A^—  osi  —  A\    ^,  =  |(a,  —  2 00-4  +  2 A^)  u.  s.  w., 

d.  h.  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  A^  welcher 
unbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus- 
setzung ,  dass  die  der  Differentialgleichung  "Fix ,  ^ ,  y)  =  0  genü- 
gende Function  y  '=■  ^(x)  in  eine  Reihe  von  der  Form  A^  -^  AiX 
-f  AiX^'-\-  etc.  verwandelbar  sei,  es  wird  daher  in  allen  den  Fällen 
unrichtig,  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft.  Die  Rechnung  zeigt 
dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  einer  anderen  An- 
nahme.    Ist  z.  B. 

9)  y  =  2  -  -J 

die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  integrable  Differential- 
gleichung, so  führt  die  Supposition  y  ^=  Aq  -j-  AiX  -\-  Aqx^  -\'  etc. 
ZQ  der  Gleichung 

Ai  +  2AiX  +  SAsX^  + 


. . . .' 


=  2  —  —  —  Ai  —  A^x  —  Azx'^  —  •  •  • , 
-  X 

welche  nur  durch  die  Werthe  ^  =  0,  -4i  =  1,  ^a  =  iis  •  •  •  •  =:=  0 
zu  befriedigen  ist.  Dies  giebt  y  =i  a?,  d.  h.  ein  pai*ticuläres  In- 
tegral ,  weil   keine  willkürliche  Constante  vorkommt.     Um    dass  all- 

33* 
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gemeine  Integral  zu   finden,    machen  wir  die  allgemeinere  VoraoB. 
Setzung 

10)  y  =  Axf^  +-u4ifla"+i  '\- A^xf^-^^ -{-  ••••, 
welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

ILÄxf^-^^-  (/i  4-  1)  .^1 »"  +-  {^^2)  AiX^"^^  4-  •••• 
=  2  —  Aoi^-^'-—  Axxf^  ^  A^xf^"^^  —  •••• 
Dieser  kann  man  durch  ^  =  —  1  genügen;  sie  wird  dann: 

=  2  —  —  —  -J-  —  ila  —  Azx  —  A^x^  —  ...., 

X^  X 

und  es  folgen  daraus  fär  A\<t  A^^  Az  etc.  die  Werthe : 

Ax  t=  0,       iij  =  1,      ^>  =  ^4...  =  0, 
während  A  unhestimmt  hleiht.     Das  gesuchte  Integral  ist  demnach 

11)  y  =  -^JrX. 

sc 

Der  allgemeineren  Voraussetzung  10)  wird  man  sich  überhaopt 
in  vielen  der  Fälle  bedienen,  wo  die  erste  Form   der  Potenzenreihe 

unrichtig  wird. 

Weiter  noch  reicht  man  oft  mit  der  Annahme,  dass  y  der  Quo- 
tient zweier  Reihen  von  der  Form  10)  sei,  und  es  kann .  dahei  ein 
doppelter  Vortheil  gewonnen  werden.  Man  findet  nämlich  häufig, 
dass  eine  an  sich  ziemlich  einfache  Function  bei  der  Yerwandlimg  in 
eine  Reihe  sehr  zusammengesetzte  Coefficienten  liefert,  während  sie, 
als  Quotient  zweier  Reihen  betrachtet,  viel  weniger  complicirt  e^ 
scheint.     So  sind  z.  B.  in  der  Gleichung 

tanx  =  Aix  +  AsX^  +  A^x'^  +  •••• 

die  Grössen  Ai ,  As,  ^5 , . . . .  von  sehr  verwickelter  Zusammensetzung, 
während  die  Goefficienten  in 

sinx       hix  —  hsX^  -\-h^x^  —  •  •  • 

tanx  =:  — ■ —  = • — T—. ; 

cosx        Oq  —  «2  a?'  -j-  %  ^  —  •  •  • 

nach  einem  äusserst  einfachen  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  Umstand,  dass  die  zweite  Form  von  tanx^ 
alle  X,  die  erste  dagegen  nur  für  solchem;  g^t,  welche  zwischen— jSr 
und  -f-  l^r  liegen.  Um  das  in  solchen  Fällen  eintretenede  Ver- 
fahren an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die  Differential- 
gleichung 

12)  /-j-y2  =  Aa? 
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behandehi,  welche  den  directen  Methoden  Trotz  bieten  und,  auf  die- 
selbe Weise  wie  Nro.  6)  integrirt,  eine  Reihe  von  nicht  übersehbarem 
Bildongsgesetze  liefern  würde.  Bezeichnen  wir  mit  tp  (x)  und  ^  (x) 
zwei  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen  und  setzen 

80  geht  die  Gleichung  12)  in  die  folgende  über 

und  diese  wird  sehr  einfach,  wenn  wir  ^(x)  =  ilf'(x)  setzen;  wir  er- 
halten nämlich: 

?!^  =  kx  oder  ^"(a;)  =  kxilf(x). 

Die  weitere  Annahme 

il;(x)  =  Afi  -^  AiX  -^  Ä2  x^  -{-  Ä^X'^  -\ 

giebt  nun  durch  Substitution  in  die  Yorige  Gleichung: 

1  ,2Äj  +  2.3^3^:  +  3.4Ä^X^  +  4.5^450;^  -\ 

=  AqXx  +  Ä^kx'^  +  Ä^kx'^  H , 

und  daraus  folgen  für  die  Goefficienten  die  Werthe: 

A2  =  Ä^  =^  Ä»  =  All  .  •  •  =  0, 

A  ^      A  A  ^'  A  ^' 


2.3     "'  **""2.3.5.6'  "        2.3.5.6.8.9 


3.4     ^'         ^~  3.4.6.7'  '"       3.4.6.7.9.10' 

welche  nach  einem  leicht  zu  erkennnenden  Gesetze  fortschreiten;  A^ 
und  Ai  bleiben  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Führen  wir  zur 
Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein: 

A^       i'x^       __^!^!__  j 

"•"  2.3  "^  2.3.5.6  "*"  2.3.5.6.8.9  "^  ' 

_  Aa;^  X^x^  A»a?io 

^~^  +  3.4  +  3.4.6.7  "•"  3.4.6.7.9.10  "^""' 

wo   ü  und  F  die  Summen    zweier  jederzeit  convergirender  Reihen 

sind,  so  haben  wir 

jlf(x)  =  AoÜ  +  AiV 

n>'(x)=  Aoir+  Air 

und  der  Werth  von  y  =  9?(a?):^(a?)  =  il^'{x):t(x)  ist: 
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^        A«U  +  ÄiV 
oder  endlich,  wenn  der  Quotient  Ai :  Ao  mit  C  bezeichnet  wird, 

Auf  die  allgemeinere  sogeoannie  Riccati'scbe  Gleichung 
lässt  sich  dasselbe  Verfahren  mit  gleichem  Nutzen  anwenden. 


Cap.  XVllI. 

Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen  zwischen 

zwei  Variabelen. 

§.  111. 
Differentialgleichungen  sweiter  Ordnung;  einÜEkchste Formen* 

Eine  Di£ferentialgleichuDg  zweiter  Ordnung  zwischen   zwei  Va- 
riabelen X  und  y  hat  im  Allgemeinen  die  Form : 

oder,  auf  den  zweiten  Differentialquotienten  reducirt, 

'>)  ^  -  f{x  «    ^\ 

und  die  Aufgabe  ist  wie  früher,  y  als  Function  von  x  zu  bestimmen. 
Den  Sinn  dieses  Problemes  kann  man  sich  i^uf  ähnliche  Weite  ver- 
deutlichen, wie  es  in  §•  103  bei  den  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.    Man  betrachte  nämlich  x  und  y  als  rechtwink- 

ligc  Coordinaten  eines  Curvenpunktes ,  mithin  rr^  als    die  Taugente 

UiX 

des  Winkels,  welchen  das  Curvenelement  ds  mit  der  Abscissenachse 
bildet,  und  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Gleichung  j-^   einen 

bestimmten  Werth   erhält,  sobald  x^  y,  und  —  gegeben  sind;   die 

cix 

Construction  der  fraglichen  Curve  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 
Man  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  a?o^o  aus,  wähle  den  ent- 

du 
sprechenden  Werth  von  —  =  ^'  gleichfalls  willkürlich,  etwa  =  yo\ 

OfX 
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und  berechne  den   zugehörigen  Werth  von  -r— ^  =^  y   ,  welcher  y« 

heissen  möge ;  ist  nun  y  :=  q>{x)  die  Gleichung  der  gesuchten  Cnrve, 
so  gelten  für  unendlich  kleine  8  die  Beziehungen 


^i —  ^  w. 


oder 


q>{x+S)  z=  q)(x)  +  öff'(x), 
q>(x+2d)  =  2(p(x  +  8)  —  9?(^)  +  ö'<W 
und  sie  dienen,  um  aus  (p(x)^  9^'(^)>  9"(^)  ^^^  Reihe  nach  9(x4-^) 
und  q>(x  -^2  8)  abzuleiten.  In  unserem  Falle  sind  für  o;  r=  j:^  jene 
Werthe  in  der  That  bekannt,  man  kann  also,  von  dem  Punkte  x^tß 
ausgehend,  zwei  neue  unendlich  naheliegende  Punkte  Xiyi  und  ^sy.» 
bestimmen  und  zwar  sind  die  Abscissen  derselben: 

Xi  =  Xq  +  8,        X2  -=  Xq  -^  2  8, 
und  die  Ordinaten: 

yi  =  yo  +  yo  8,     yi  =  —  yo  +  2yi+  yo"8^. 

Betrachtet  man  jetzt  X2y2  cds  neuen  Ausgangspunkt,  so  lassen  sich 
wiederum  zwei  neue  Punkte  a^a^s,  Xiy^  bestimmen  u.  s.  w.  Man  er- 
sieht aus  dieser  Gonstruction,  dass  die  gegebene  Differential gleichimg 
das  gemeinschaftliche  Merkmal  einer  unendlichen  Menge  von  gleich- 
artigen Ourven  enthält ;  sie  bestimmt  jede  dieser  Curven  vollständig, 
sobald  ein  Punkt  Xoyo  der  letzteren  und  die  Richtung  der  Tangente 
in  diesem  Punkte,  d.  h.  y^  gegeben  oder  willkürlich  angenommen 
ist.  Im  Allgemeinen  bleiben  zwei  Grössen  in  der  Bestimmung  von 
y  beliebig,  d.  h.  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  enthält  zwei  Integrationsconstanten.  Dies  ist  auch 
analytisch  leicht  einzusehen.  Eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  y\y' 
würde  durch  einmsdige  Integration  zu  einer  Gleichung  zwischen  x,yjtj\ 
d.  h.  zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  werden,  welche 
nach  den  früheren  Methoden  zu  integriren  ist ;  auf  jeden  Fall  bedarf 
es  im  Ganzen  zweier  Integrationen,  deren  jede  eine  willkürliche  Gon- 
staute  mit  sich  bringt,  und  demnach  muss  das  gesuchte  y  von  der 
Form   fp(x,G,Gi)  sein*).     Diese   Bemerkung    deutet  zugleich    den 

*)  Eine  Ausnahme  erleidet  die  obige  Behauptung  in  dem  Falle,  w(> 
man  entweder  bei  der  ersten  oder  bei  der  zweiten  Integration  statt  des 
aUgemeinen  Integrals  das  singulare  Integral  nimmt.    In  jedem  speciellen 
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Weg  an,  der  bei  der  Integration  der  Di£ferentialgleichangen  sweiter 
Ordnung  meistentheils  eingescUagen  werden  moss,  wie  man  aus  den 
nachherigen  Beispielen  sehen  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  die  einfachsten  Formen  der  Differential 
gleichnng  2),  bei  welchen  zugleich  die  Integration  vollständig  aus 
fahrbar  ist. 

Erste  Form.  Die  rechte  Seite  Ton  Nro  2)  enthalte  Jt  allein 
sei  kurz  f{x)  =  X,  mithin 

Die  Gleichung  ist  identisch  mit  ~-  =  X,  woraus 

dx 

folgt;  die  zweite  Integration  liefert  ebenso  leicht 

y  =  Cdx  Cxdx  4-  Cx  4-  Ci. 

Eine  bequemere  Form  erhält  das  Integral  durch  die  Bemerkung,  da&s 
bei  theilweiser  Integration 

/  xXdx  ^=  X  I  X  dx  —  I  dx  I  Xdx 

ist,  mithin  das  Doppelintegral  als  Differenz  zweier  einfacheren  Aus- 
drücke angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 

4)  y  =  X  fxJx  —  jxXdx  +  Cx  +  CV 

Zweite  Form.  Der  zweite  Differentialquotient  von  y  sei  als 
Function  von  y  allein  gegeben,  nämlich, 

s = - 

Hier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  Ausdruck 

cl^  __dy^  dy^__dy[   , 
dx         dy    dx        dy 
eintreten  lassen,  und  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung 


Falle  lassen  sich  die  80  entstehenden  singulären  Integrale  der  Differential- 
gleichung ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln,  indem  man  bei 
der  betreffenden  Integration  die  Lehren  des  §.108  in  Anwendung  bringt; 
ebendeswegen  werden  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  den  sin- 
gulären Integralen  keine  besondere  Auftnerksamkeit  mehr  widmen. 
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y   —  ^=  Y  oder  y  dy  =  Ydy 

die  Yariabelen  gesondert.     Das   erste  Integral  der  Gleichung  5)  ist 
daher 

y^  —  Const  +  frdy  oder  y  =V C  -{  2/ Ydy, 
Vermöge  des  Werthes  von  y  erhält  man  daraus 

dx  =  -,  ^ 

VG  +  2fYdy 

und  durch  nochmalige  Integration 

6)  x  =  f.-  J'^ +  C,. 

Ein  für  spätere  Untersuchungen  nicht  unwichtiges  Beispiel  bil- 
det die  Differentialgleichung 

Hier  ist  2fYdy  =  Jk^y^^  mithin  das  vollständige  Integral 

Um  auf  y  zu  reduciren,  bilde  man  daraus  die  Gleichung: 
und  quadrire  dieselbe;  man  findet  sehr  leicht 

d.  i.  wenn  man  zur  Abkürzung  die  constanten  Factoren 

setzt,  wo  nun  A  und  B  ebenso   willkürliche  Constanten  wie  früher 
G  und  d  sind, 

8)  y  =  Äe''^  +  Be-^"", 

Ist  dagegen  die  Differentialgleichung  gegeben 

d^V 
ax- 
so  erhält  man  2fYdy^=  —  lz'^y'^\  ferner 

/^y  X    ^  1  .     ^1/     ,     .. 

.,/•  +  C",  =  --  arcsm  -j^  +-  CV 

YC-r-y'^  ^  V  G 

und  umgekehrt 


it^^  *  .nutiL 
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i   '- 


f«'i  i   r 


ydtTf  wenn  mum  »irf-^  moml  tut  k^i 

10)  ^  ^  _£    r'i*f --  —  B  fvmcx. 

Dieses  Resahjt  liisse  ^ lä  tricf:!^:^»  &i&  5*Tf  T^f:;j«£a:  jfcJTr^ 

Bssen,  dasB  nua  i\  —  l  =  i-«.^  Se^^c  ¥-s  ( 

jleichoD^ 

beoatzte  und  zaktzt  ^  —  ^  ^  _4  .  -^  —  E-  t  =  B 
Dritte   Form.      I-it 

iko 


l<f£tcA 


trecoft  !i«ssydw 


11) 


^r» 


n  der  zweHcn  GcKjit  Kj^d  cie  Tinbeües  : 


•)  Auf  das  obcK  viX-wyJu^Jt  Irt.^t?nü  der  !*:£ trctai^jeiiJitL^ 
Üttt  sich  das  der  £[>Ig*=id{S  {rit^  xav  imcTjem.  Fora  ^citösoidec)  Gkt> 

nräckfohren.    GkU  ma  üzr  bsbücIi  dk  GectaJt: 
lad  differenziit  zweiiaaL  so  vird: 

dx*  ^ 

)ie&e  Gleicluiii^  EtiinxDt  mit  der  enten  oberem  iii.d  ihr  Intt^gnl  i^  Kn 
iontiTeD  m  =  -^  kh 

lod  bei  negaXiwea  a  =  --  k*: 

y   ^  Aj  €0$  k  X  -\-  Bj  sin  kx. 
bdererseiU  folgt  sns  3f*  =  ay+  bz  +  c  umgekehrt: 

p^  —  bx  —  e 

*  =  - — ä — • 

ind  indem  man  den  Wertii  ron  y  subetitoiTl,  er^giebt  äck  jr.  ^  Ware 
lie  Gleicbong  allgemeiner  y^'  =  ay  -f-  c-^x),  so  würde  dieser Kunc^riff 
lichts  heUSeii,  sondem  ein  anderes  Terfshren  eintreten  mössoi,  welches 
o  §.  113         '       ' 
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Um  ferner  y  zu  finden,  bat  man 

13)        dp  =  i/dx  =  y'jK-y  folglich  y  =  f^  +  C,. 

Die  Integralformeln  in  12)  und  13)  geben  x  und  y  ausgedruckt 
durch  die  dritte  Yariabele  y*\  eliminirt  man  diese  aus  beiden  Glei- 
chungen, so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  C,  Ci  übrig,  welche 
das  allgemeine  Integral  ist. 

Auf  eine  Gleichung  von  der  Form  11)  führt  z.B.  das  geometri- 
sche Problem:  aus  einer  gegebenen  Relation  zwischen  dem  Krüm- 
mungshalbmesser  q  eines  Curvenpunktes  xy  und  zwischen  dem  Winkel 
r,  welchen  dieser  Krümmungshalbmesser  mit  der  Ordinatenachse 
bildet,  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Goordinaten  ab- 
zuleiten.    Ist  nämlich   Q  =  ■F(r)    die   gegebene  Beziehung,  so  hat 

s 
wegen  tanz  =  f/  und  q  =  (1  +y*)^  :y 

^    y  ^    =  F{arctany% 

oder  umgekehrt: 

„  ^   (1  +  !f4  ^ 
F{arctani/y 

mithin  nach  den  Formeln  12)  und  13): 

J       (1  +   ^2)5 


"-r- 


8    äy'  +  C,. 

(1  +  y'')ä 


Betrachtet  man  nicht  y',  sondern  arctanf/  =  t  als  unabhängige  Ya- 
riabele, setzt  also  y  =  tanz^  so  gewinnen  die  obigen  Gleichungen 
die  symmetrische  Gestalt: 


14) 


X  =  j  F(T)costdx  -|-  -4, 
y  =  J  F(T)sinrdt  -\-  B, 


und  man  kann  am  Ende,  wenn  es  sonst  möglich  ist,  r  eliminiren. 
Für  Q  =  JcsecT  z.  B.  ergiebt  sich  x  =  kt  -\'  Ä,  y  =  hls€CT-{'B 
oder: 
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y  —  B  r=kl8ee  — - — 

K 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

Eine  ähnliche  Aufgabe  ist :  die  Gleichung  einer  Curye  in  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  finden,  wenn  der  von  einem  festen  Punkte 
ab  gerechnete  Bogen  s  eine  gegebene  Function  des  Winkels  t  sein 
soll,  den  die  Tangente  am  Endpunkte  des  Bogens  mit  der  o;- Achse 
einschliesst.     Aus  der  gegebenen  Gleichung  8  =  (p{x)  folgt  hier 

mithin  ist  die  Sache  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  wenn  man  F  durch 
9'  ersetzt,  nämlich 


15) 


costdt  +  A, 


sinxdt  4"-ß- 


Beispielsweise  erhält  man  für  s  =  4  Ä  cos  r : 

X  —  J.  =  Ä(2r  —  sin2z)y    y  —  B  =  —  kco82x^ 
und  wenn  man  2r  =  cj,  a?  —  -4^{,JB  —  y  =1  rj  setzt,  so  lehren 
die  Formeln  7)  und  8)  auf  S.  95,  dass  die  gesuchte  Curve  eine  Gy- 
cloide  mit  k  als  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  ist. 


§.  112. 
Fortsetzung  und  Schluss. 

Vierte  Form.     In   der   Differentialgleichung  mögen   nur  a?, 

dy  d^y 

T-  und  -=-T  vorkommen,  sie  sei  also: 

dz  dx^ 

Giebt  man  ihr  die  Gestalt 

2)  ^=Ax,i/), 

ax 

80  enthält  sie  nur  die  beiden  Variabelen  x  und  y*  und  ist  in  Bezie- 
hung auf  y  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  man  findet 
daraus  y'  und  zwar  in  der  Form 
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3)  y  =  -^  t=:  q)(x),  mithin  ^  =  /  q){x)dx-\-  Const. 

Dieses  Verfahren  passt  z.  B.  auf  das  geometrische  Prohlem,  die 
Cnrve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmnngshalhmesser  eine  vorge- 
schriebene Function  der  zugehörigen  Abscisse  ist,  etwa  q  =  i(^(j)> 
Die  Differentialgleichung  lautet  hier: 

oder,  auf  «/"  reducirt, 

dy>^(l+y)i 
dx  '^{x)    ' 

was  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.    Die  Trennung  der  Variabelen  giebt 

dj/  dx 


(1  +  2/2)1        ^(?:) 
Durch  Integration  folgt  hieraus 

wo  X  zur  Abkürzung  eingeführt  ist;  man  hat  nun  weiter 


dx        Vi  —  (X-f  C)-2' 
also  bei  nochmaliger  Integration 

r        X+0  ^      y_  r 

^    7  v^i  —  (X  +  c)2 

So  liefert  z.  B.  9  =  —  folgende  Werthe : 

■xr  «  r  CX   a  J  t       n 

X  ^      J  Yx^  --  (Gx-^a)^ 

die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  auszuführen  und  giebt  verschie- 
dene Gurven,  jenachdem  man  die  wülkürliche  Constante  der  Einbeit 
gleich,  oder  kleiner  oder  grösser  wählt.  Im  ersten  Falle  erhalt  man 
eine  algebraische  Curve,  nämlich 


=  |(x-2a)y^^+C,; 


im  zweiten  Falle  ist  die  Curve  logarithmischer  Natur,  im  letzten  Falle 
hängt  sie  von  der  Function  aresin  ab. 
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Fünfte  Form.     Die  gegebene    Differentialgleichnng  enthahe 

dy  d-u 
anr  w,  ^-,  ^— r  nach  dem  Schema 
ax  ax* 

Lässt  man,  wie  es  schon  früher  geschah, 

ä}f  __  drf^   dy d^    , 

dx         dy  dx        dy 

0  die  Stelle  von  jf"  treten,  so  nimmt  die  Gleichung  folgrende  Gre- 

talt  an : 

nd  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung   zwischen  den  bei- 
OD  Variabelen  y  und  y;  man  findet  daraus 

lithin  bei  Trennung  der  Variabelen  und  Integration 

)  X  =  f-^^  +  Const, 

Nach  dieser  Methode  lässt  sich  z.  E.  das  geometrische  Problem 
raen:  die  Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser 
ine  gegebene  Function  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  Q=^il^  (y), 
^e  Differentialgleichung  lautet  nämlich 

LJ_fA  =  ^(^)  oder  y'  =  i-±^ 

»rmell  übereinstimmend  mit  Nro.   4).     Nach  dem  angezeigten  Ver- 
.hren  wird 

^äy'      _    dy 
(14.^2)1  ~*(2/)' 

id  durch  Integration 

5  Y  zur  Abkürzung  dient.     Der  Werth  von  y'  ist  jetzt 

_  Vl-{T+  Cy  ^  dy 
^  ~  Y  +  G  dx' 

ithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 
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+  c 


'=fvT^: 


\i 


dy  +  ü^. 


Das  Resultat  hat  mit  dem  der  vorigen  geometrischen  Aufgabe  viei 
Aehnlichkeit ;  in  der  That  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  ver 
schieden,  da  man  nur  x  mit  y  und  entsprechend  X  mit  Y  zu  Ter^ 
tauschen  braucht,  um  das  eine  aus  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  dei 
Curven,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  zugehörigeo 
Normale  in  gegebenem  constanten  Verhältnisse  steht.  Aus  der  ge- 
nannten Bedingung  folgt  unmittelbar,  wenn  1  :  fc  jenes  Verhalt- 
niss  ist, 

oder 

dl/ 
Die  Substitution  i/'  z=z  y'  -j-  giebt  bei  Sonderung  der  Variabelen 

y'^y  dy 

i+ä/»     ^  y' 

femer   durch   Integration,   wenn   die  Constante  mit  fi/&  bezeichoet 
wird, 

endlich: 


X 

j  yy 

Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht,  dass  die   Curve  für  ^ 
=  —  1  ein  Kreis,  für  ^  =  -|-  1  eine  Kettenlinie,  für  fi  =  —  j  eine 

Cycloide  und  für  ^  =  +  1  ®^^®  Parabel  ist. 

Das  Analogon  zur  vorigen  Aufgabe  bildet  die  Frage  nach  den- 
jenigen Curven,  bei  welchen  der  Krümmungsradius  in  constantam 
Verhältnisse  zur  Polamormale  (PTT  in  Fig.  26  auf  S.  102)  steht. 
Bezeichnet  wieder  1  \yi>  das  gegebene  Verh&ltniss,  so  ist  die  zu  inte- 
grirende  Differentialgleichung 


oder 


a         \^    ^  '   f =  Vr2  4-  r*" 
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Die  Substitution 

giebt 

-T-  =  (i  — tt>-,  -L  r2  — ^j-- 

dr  '  '  r  r 

Die»  Gleichung  ist  homogen;  wir  ^tz^n  dal-.^r 

—  =  i#  oder  r  =r  r*f 

r 

woraus  folgt 

//«  1  J.  «J 

r--  =r  (1  — tt» 

r/r         ^  tf 

Darch  Sonderung  der  Varialelen  und  Int/rgratlrm  findet  fich 

1  j»  ,i2  =  Cr--*" 

4.  i.  vermöge  des  Werthes  von  « 

1    /^r  * 
1  -u  Af^k   =  CV»''' 

Sacb  wiederholter  Tremmn^  da-  Taziabel<rii  and  Integraiiaii  folgt 


/; 


=  *  — y, 


rl   Cr'-2«  —  1 

worin  y  die  willlrärlidie  Cci:=^tar.*e  b^ieat^t.  Mit  H&lfe  der  Sabßti- 
tation  Cr^-^M  =  l  J-  r*  i?t  die  an^edent^e  Integration  leicht  ans» 
«nfuhren;  setzt  man  dabei  xar  A'^kirzang  f»  — 1=1»,  so  erhält  man 

ardaifk.  r  =  6  —  y 

und  schliesslich  als  Polargieich^mg  der  gesachten  Canre 

f-=a*«ö«(*  — yX 
»obei  a«  für  C  geschrieben  wurde.     Im  Falle  |i  =  2  ist  die  Corro 
«Q  Krc-is,  for  |i  ^  3  eine  Lcmniscate.  far  |i  =  |  eine  Cardioide. 

Als  letzte?  Bei^iel  fir  dieses  Verfaiiren  diene  die  Behandlang 
^er  Aufgabe:  die  Gleiibang  der  Corre  aa  finden,  deren  Bogen  pro- 
portional den  an  die  Endponkte  detseiben  gelegten  Tangenten  sind. 
Ji^\nen  wir  den  B.:gen  s  Ton  einem  Punkte  aas.  dessen  Abscisse  x^ 
"^  und  br^ichn^a  wir  mi*  1:^  das  Vcrhiltniss  desBogens 
K-Jte,  so  Uotet  die  Bedi.igangsg'.e:e!iang: 


i^~^M 


530    Cap.  XVni.  §.  113.  t)ie  linearen  Differentialgleichungeü 

aus  ihr  folgt  durch  Differentiation  und  Reduction  auf  y" 
und  mittelst  der  för  y"  angegebenen  Substitution 

Die  Sonderung  der  Variabelen  giebt  weiter 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  die  IntegrationsconsUnte 
mit  —  (1  — ft)?^  bezeidimet  wird, 

oder: 

<r^)  =  '(f)' 

Der  Werth  von  y\  durch  y  ausgedrückt,  ist  demnach: 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 

Die  Integrationsconstanten  a  und  b  bestimmen  sich  im  speciellen 
Falle  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  s  =  0  werden  muss,  wenn  ; 
gleich  der  Abscisse  des  Bogenanfanges  genommen  wird,  und  dass 
die  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  soll.  Die  Gleicbui]^ 
der  gesuchten  Curve  ist  übrigens  für  fi  =  |  algebraisch  und  zwar. 

in  allen  übrigen  Fällen  aber  transcendent. 


§.  113. 
Die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Unter   einer  linearen   Differentialgleichung   versteht    man  wie 
früher   eine  solche,  in  der  sowohl  y    als  die  Differentialquotienteo 


■»'»»■ 

...*..; 


dieser  Fsaecsi«  xir-   jl   u^  ^rns.  ^t 

Ordn;iz^. 

die  eiLiir:«»  v^Äxiamr 

K^^iXit  isax    Z9^  Tun    ^ansn^sr  xegBLTny^wwif-  psraroiÄre  Inte« 
[nie  drrgielbaL  ervn  t»    imc  «_,  k  i^  zur  osse  £>pirr.»fniäg 


-^^  —  X    ^^  —  X.  •-  =  0. 

-^^  —  X:  ^^  —  X.  «^  =  <X 
cx-  ex 

Düd  venu  man  die  erste  GJekäiiz&F  aiit  einir  iriHknrlidiai  ConateK 
"^  Ci,  die  xvfäte  not  cäier  anderen  vZZkarliciMa  ConstaiileiB  C% 
DQit'plicirt,  BD  kaim  mas  die  Srnuae  beader  Pradncte  in  iaü^fottte' 
•orm  darsteüen 


^  Vergleicli  mit  Kra  1  j  zeigt,  dasB  der  aUg^neiiiera  AssdniA 

benfallx  die Differentia^lddLimg  1)  befriedigt;  er  eotbilt  aber  iwei 
illkürliche  CongUcteD,  folglich  ist  er  das  allgemeine  Integral  tob 
ifo.  1).  Mit  aDderen  Worten,  ans  iwei  Ton  einander  T<arsc)iiedeneB 
BrticaUren  Integralen  der  redadrten  Differentialglekliiing  lisst  ndi 
eren  allgem^eB  Integral  nach  Formel  2)  znsanunensetien.  —  DiaM 
^gel  yerfiert  ilire  Groltigkeit,  wenn  f^  =  fi  üt;  dann  wird  nftmKdi 
=  (Ol  -}-  ^2)^1 9  nnd  ^  bier  Ci  -{-  C^  eine  ^niige  wiUkürtieha 
OQstante  ansmaelit,  wo  bat  man  nur  ein  neues  particoliras  Integx«!* 
f  ie  man  neb  in  soldien  FiUeD  bdfo  kann«  werden  dia  fidg«iid«a 
'Spiele  x^gen. 

34^ 
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I.    Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

Nach  Analogie  der  Gleichung  7)  in  §.  111  versuchen  wir,  oh  die 
ExponentialgrÖBse 

4)  y  =  c^*, 

worin  X  einen  vorläufig  unbestimmten  constanten  Factor  bedeutet« 
der  Gleichung  3)  genügen  kann.  Die  Substitution  von  4)  in  3) 
giebt  nun 

(A2  +  aA  +  t)c**  =  0, 

und  diese  Gleichung  ist  für  jedes  x  richtig,  wenn  fiir  A  eine  Wnnd 
der  quadratischen  Gleichung 

5)  A«  +  aA  +  b  =  0 

genommen  wird.  Bezeichnen  wir  die  beiden  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung mit  Ai  und  A2,  so  haben  wir  zwei  particuläre  Integrale 

welche  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sind.     Dasal^ 
meine  Integral  der  Differentialgleichung  3)  ist  daher 

Um  den  Ausnahmefall  Xi  =  X^  zu  discutiren,  bezeichnen  wir 
die  Differenz  A2  —  Xy  mit  d,  woraus  A2  =  Ai  -|-  tf  folgt,  und  haben 
unter  der  Benutzung  der  Exponentialreihe 

=  e^»'[(Ci  +  0^)+  c,dx  +  icd^x^  +  •••]; 

setzen  wir  noch 

Ci  4-  Cf,  =  C,    Q«=  C, 

oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

so  haben  wir  auch 

7)  y  =  e^^^(0  +ax  +  l  CSx  +  \  C'd^x\-\-  •  •  •)• 

Für  d  =  0  wird  A|  =  X^  und  wenn  man  den   neuen  Constanten 

C  und  C  irgend  welche  endliche  Werthe  beilegt,  so  werden  «war  die 

früheren  Constanten  Ci  und  Cq  unendlich  gross,   aber  dies  hindert 

die  Rechnung  nicht,  da   Ci  und  C^  jeden  beliebigen  Werth  haben 

können.     Aus  Nro.  7)  folgt  nun  für  Ä  ==  0 


V  =  «  —     5-     i-  =  K  —    -- 

fcec'r:.  sf   y IL  »mtötO:  sä  cm  Fiirma.  »     in 

Dirh  sitL  iZit  Ttiftf-nmtffT  pLik  crtATiT^ 

es'  SIS  s^ 

i5*t  öii  sttc^  fflilBin   i^r.Tnr't*»  T«ciiir«  nci^rrtirnii.     Svc?   *i'>Ui 


11)  f  =  ^. 

\i)  ««  O.  ffl  — 1\a  ^  f  =  0 

zeuciLin«  miri     Xeum  wir  «i  «ad  »j  ^>««  K;3c«i  V>M**fuiR.  5»*^ 

ind  uadi  Xro.  11) 

W,    =  Jf^    Ulli    /*   =  JT*^ 

»ei  (imiculäi«  Iste^nk  der  DineDeDÜ*I^]ckii\u\^  10\  w;Ui»Ä   wl 
^  aLgemcine  Integral 

Um  den  Aunahme&il  u,  =  ff^  vol  twitwn»  Ä>«iett  >fcW  >fci<'  U^ 

er  ^,  r=  ^1  -1-  A  and  erhalten 

der,  wenn  neue  Constanten  C  nnd  C*  mittelst  dtnr  UU>iolu«\^>^u 

iogeiiüirt  werden, 

ör  Ä  =  0  wird  fi]^  =  fii  und 

4)  j^  =  x.«»(Ü+C/ä)- 


1 
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Sind  endlich  fCi  und  ftg  complexe  Zahlen,  etwa 

f*i  =.«  +  iß^    f*2  =  «  —  */5, 
BO  geht  die  Gleichung  13)  über  in 

y=  CiX^[cos(ßlx)  +  isinißlx)]  +  G20ii"[cos(ßlx)  —  ism(ßlx)l 
oder,  wenn  Ci  +  C^  =  A,  i(Ci  —  Cj)  =  JB  gesetzt  wird, 
15)  y  =  x^[Äcos(ßlx)  +  B8in(ßlx)l 

§.  114. 

Zusammenhang  zwischen  den  beiden  particulftren 

Integralen. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  mögen  tfi  und  y^  zwei  von  einan- 
der verschiedene  particuläre  Integrale  der  reducirten  Differentiai- 
gleichung 

bezeichnen,  so  dass 

2)  y  =  Ciyi  4-  C2th 

das  allgemeine  Integral  von  1)  darstellt  Da  yi  und  ^2  eine  and 
dieselbe  Gleichung  1)  befriedigen,  so  lässt  sich  erwarten,  dass  zwi- 
sehen  ^1  und  y^  ein  gewisser  Zusammenhang  stattfinden  v^ird;  man 
erkennt  ihn  auf  folgendem  Wege. 

Es  sei  Y  eine  bekannte  Function ,  welche  die  Differentialglei- 
chung befriedigt,  d.  h.  ein  particuläres  Integral  derselben,  so  kann 
man  sich  denken,  dass  das  andere  die  Form  Yz  habe,  wo  js  der  Quo- 
tient beider  Particularintegrale ,  mithin  eine  noch  unbekannte  Func- 
tion von  x  ist.  Die  Substitution  y  z=  Yz  giebt  nun  statt  der  Gk- 
chung  1)  die  folgende 

dx^  "*"      dx  dx'^  dx^  ^ 

oder  in  anderer  Anordnung 

d^z        /  dY\  de 

/d»r  dY  \ 
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nach  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet  hier  der  Goefficient 
von  z  und  es  bleibt,  wenn  der  Differentialquotient  von  ß  mit  fi  be- 
zeichnet wird, 


^■S  +  (^-^+^ '-!)'•=»• 


Diese  Differentialgleichung   kann    durch  Sonderung  der  Yariabelen 
leicht  integrirt  werden,  nämlich : 

}J  =  —  21Y  —  jXidx, 

ferner  durch  Rückgang  auf  z*  und  z 

iE  —  L  p-fx,dx 


z 


=/$  *"^'""- 


Setzt  man  nunmehr  T  und  Tz  an  die  Stelle  der  beiden  particulären 
Integrale  yi  und  y^  in  die  Formel  2),  so  ist 


3) 


j,=  rjc,+q,/^e-A""[. 


Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  also 
jederzeit  entwickeln,  wenn  man  nur  eines  ihrer  particulären  Integrale 
anzugeben  weiss.  Zur  Aufsuchung  dieses  letzteren  giebt  es  zwar 
keine  allgemeine  Regel,  doch  aber  ein  Hülfsmittel,  nämlich  die  Sub- 
stitution von  Reihen,  deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe  ist,  wie 
bei  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Beispiel  1.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei: 

^)  ^^  +  7  5^  +  *^-^' 

und  behufs  der  Auffindung  eines  particulären  Integrales: 
3/  =  ^  +  AiX  +  A^x^  +  Azx^  +  ••••, 
wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  erhält: 

X 

aus  dieser  ergeben  sich  für  die  Coefficienten  folgende  Werthe: 
^1=0,    ^  =  —  — ,   ^3  =  0,    ^  =  4- 


6  '       ^  '       *  ^6.20' 
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und  es  ist  daher: 

^  =  ^^^"1727^+  1.2.3.4.5 r 

Dieser  Ausdruck  lässt  vermuthen,  dass 

Afi  sinkx       ,    .  -    ,       ^,       sinkx 

y  =  —^, und  einfacher  Y  = ; 

K         X  X  . 

ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  sein  werde,  wuj 
sich  in  der  That  hestätigt,  wenn  man  F  für  y  in  Nro.  4)  substituirt.; 
Der  Formel  3)  zafolge  ist  nun  das  allgemeine  Integral: 

sinkx  {  ^        ^  cotkXi 


—  i  Ci  —  Ci 


■ 

1 


X     i^        '     k 

oder  endlich,  indem  man  02  =  —  Cok  setzt: 

^.                                Cacoskx  +  Ci  sinkx 
5)  y  = 

X 

Beispiel  2.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

und  hypothetisch: 

y  =1  Äq  +  Äix  -{-  Ä^x^  -{-  Ä^x^  + 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  bestimmen  sich  die  CoefficienteQ 
A'2iÄs,Ä^  etc.  leicht,  ^o  nnd  Äi  bleiben  unbestimmt  und  man  hat: 

ill  2S 

^+i^*+ 2:3^^^  +  2^:5:6^*  + 

) 

\ 

Dies  ist  schon  das  allgemeine  Integral  von  6),  aber  es  steht  insofers 
unter  einer  ungünstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienteu  erster  Reihe  nicht  übersieht.  Die  zweite  Reihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit 

1   - 

identisch  zu  sein;  in  der  That  genügt  der  Ausdruck  xe^  der  Diffe- 
rentialgleichung 6)  und  kann  demnach  für  Y  genommen  werden  *,  die 
Formel  3)  giebt  nun : 

7)  y  =  *e^^jc,  +  C,/f  H- 


+  ^^H  +  ^*"+0^'  +  2^176*^  + 


i^« 
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§.  115. 
l>ie  Variation  der  Constanton« 

Um  die  jJJgemeioe  Differentialgleicbung 

m  iniegriren ,  gehen  wir  von  der  Vermut1uin|t  miti«  kU*^^  \\\vAs\W^)\^s\ 
roo  ähulicher  Fonn  seio  werde  wie  das  lutogrHl  \\\>v  IV\)mvmI\^^  \^sk 
ereotialglachmig 

^  57^  +  ^^  5i  +  ^'^  ^  ^' 

rir  versachen  daher,  ob  die  Gleichung  1)  duruh  (lii>  AiMmlu^«^ 

)  y  =  Wi^i  4-  ^m 

«friedigt  wird,  wenn  yi  und  jy.^  die  hmdeii   |mi'Ui)ulMhM^    U\U>^\^W 
ler  reducirten  Differentialgleichung  2)  uud  U^ ,  «f«  »Wt>i   MMt^v'K^^\s^^v^ 
Functionen  von  x  bezeichnen. 
Aus  Nro.  3)  folgt  zun&chst 

du\    ,         dihä 
iieser  Ausdi'uck  vereinfacht  0ich,  w<;iiri  U^  und  //;|  i|i>r  MiiiIimhIMIH 

Aterworfen  werden;  es  bleibt  nkuAuM 

dx  dt  //// 

"ir  differenziren  diese  Glei/Jfurj^  no/Ji  i:iuthH.l  liiifl  hmI^mIHiiMmi  >1|m 
tierthe  von  tf,  t/  mA  ^  m  d>,  Ol*rkhniti/^  \) ,  d»i/iMn^)i  l\Ukm\  l»'U- 
^e  die  folgende  Forra  an; 
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Der  Voraussetzung  nach  genügten  yi  und  y^  der  Differentialgleichung 
2),  daher  yerscH winden  die  mit  Ui  und  u^  multiplicirten  Glieder,  und 
als  zweite  Bedingung  für  Ui  und  i^  bleibt 

dy^  dui        dyi  du2        ^ 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  findet  man: 

dui  Xy2 


dx 

dU2 

y2 

dy\ 
dx 
Xy, 

yi 

dy% 
dx 

dx 

yi 

dyi 
dx 

yi 

dyx' 

dx 

oder  kürzer,  wenn  man  den  Differentialquotienten  einer  gebrochenen 
Function  —  mit  1  -^     bezeichnet, 


dui  X         du>2  X 


"  [sr "  "  fei 


dx 

Durch   Integration  folgen   hieraus   die  Werthe  von   Ui  undt^, 
nach  Formel  3)  endlich  ist 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  8). 

Beispiel  1.     Bildet  man  aus  der  Differentialgleichung 

^  dx^^  X  dx    ^       ^ 

zunächst  die  reducirte  Differentialgleichung 

d^y\     2   dy    ,    ,, 

welche  mit  der  unter  Nro.  4)  in  §.  114   betrachteten   identisch  ist, 
so  sind 

coskx       .  sin  k  x 

yi  =  — — -  und  2/2  =  -— -- 

X  X 

die  particulären  Integrale  der  letzteren;  die  Formel  6)  giebt  nun 
8)  y =^ j Gl -j^fxsinkxdx]^  +'^\g,  +  Ljxcoskxdx\ 
als  allgemeines  Integral  von  Nro.  7). 
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Beispiel  2.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

mithin  die  entsprechende  reducirte  Gleichung 

p-L^Ji  +  Ly^o. 

dx^         X  dx  ^  x^  ^ 
Als    particuläres   Integral    derselben    findet   man  x  und    als  allge« 
meines   CiX  -f-  C^xlx^  mithin  yi  =  x,  y.^  =z  xlx  und  nach  For- 
mel 6) 

10)        y  =  x\Ci—  jxXlxdx]  +  xlx  |Ca+  fxdxl 
als  allgemeines  Integral  der  Differentialgleichung  16). 

§.  116. 
Niohtlineare  rifferentialglelohungeix  zweiter  Ordnung. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  weder  linear 
ist,  noch  einer  der  in  den  §§.  111  und  11^  betrachteten  Formen  an- 
gehört, mithin  keine  der  Grössen  x,  y,  ^'  in  ihr  fehlt,  so  hat  man 
nur  wenig  Mittel  zu  ihrer  Integration.  Das  nächstliegende  ist  offen- 
bar, durch  Substitution  neuer  Variabelen  eine  der  früheren  Formen 
herbeizuführen;  um  aber  zahlreicher  Versuche  überhoben  zu  sein  und 
eine  möglichst  vorth eilhafte  Substitution  rasch  zu  finden,  kann  man 
sich  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  bedienen.  Letztere 
besteht  immer  darin,  dass  man  die  Differentialgleichung  vorerst  durch 
Weglassung  eines  ihrer  Glieder  vereinfacht,  diese  specialisirte  Dif- 
ferentialgleichung iutegrirt  und  nun  dem  Integrale  der  allgemeinen 
Differentialgleichung  dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem  Unterschiede^ 
da88  man  die  Grössen,  welche  in  dem  Integrale  der  specialisirten 
Differentialgleichung  als  willkürliche  Constanten  figurirten,  als  un- 
bekannte Functionen  der  unabhängigen  Variabelen  ansieht.  Eine 
Anwendung  dieses  Verfahrens  ist  folgende.  Die  gegebene  Differen- 
tialgleichung sei 

■)         S  +  -S +  -©"=''. 

worin  X  und  Y  Functionen  von  x  und  y  allein  bezeichnen  mögen. 
Wäre  die  Differentialgleichung  einfacher 

d^^^^Tx-^'^'^'d^-^^^  -^' 

so  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände  nämlich 


—JXdx 
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woraus  ^  selbst  leicht  herzuleiten  ist.  Versuchen  wir  nun,  ob  der  Diffe- 
rentialgleichung genügt  werden  kann,  wenn  man  für  |/ einen  Ausdruck 
von  derselben  Form  «etzt,  aber  an  die  Stelle  der  Integrationsconstante 
G  eine  neue  Function  z  von  x  treten  lässt.  Mittelst  der  Substitutionen 

dx  dx^        \dx  / 

verwandelt  sich  die  Gleichung  1)  in  die  folgende 

dx 

oder«  indem  man  beachtet,  dass  die  Beziehungen 

dz dz  dy         —JXdx dy 

dx       dy  dx'*  dx 

stattfinden, 

% + A  t = »■ 

Da  im  Allgemeinen  ^  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  der 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  Differeo- 
tialgleichung,  deren  Integral  ist 

z  =  G^rS^^y ; 
ferner  wird  durch  Substitution  in  Nro.  2): 

hier  sind   die  Yariabelen  nochmals  trennbar  und  man  gelangt  so  zu 
dem  allgemeinen  Integrale: 

3)  Je^""^'  dy  =  Co  fo'^''''Ux  +  C,. 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Aufgabe :  die  Curve  zu  fiu- 
den,  in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnete 
Fläche  U  in  constantem  Verhältnisse  zu  dem  Kecktecke  steht,  dessen 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y  der  Fläche  CT,  und  dessen  aiidei-e 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Abscisse  x  und  der  Subtan- 
gente  t  ist.  Bezeichnen  wir  mit  ft  :  1  das  gegebene  Yerhältniss,  so 
lautet  die  Bedingung: 

A\  TT  2^^ 

man    hat  aber,   wenn  a  die  Abscisse   derjenigen  Ordinate  bedeutet, 
von  welcher  ab  die  Fläche  £7  gerechnet  wird ; 


u=fydx,  y  =  ^. 


zweiter  Orinnng,  541 

ferner  fär  die  SnbtangeDte 

nach  Sabstitotioii  der  far  ff  und  f  aagegebenoi  Werthe  und  bei  ge- 
höriger ABordnmig  erbilt  die  Gleicliii]ig>  4)  die  folg«ide  Form : 


dx^     '     X  dx  U  \dx/  ~     ' 


welche  mit  der  Gleicbmig  1)  übereinstimint,  wenn  man  sich  Ü  für  p 
geschrieben  denk!     Nach  F<»i&el  3)  wird  nun 


/i 


WO  die  Fälle  fi  =  |  und  fA^|  za  unterscheiden  sind.     Der  erste 
Fall  giebt 

lU=Q,lx  +  Ci,    r=e^'»^*; 
ferner  dnrch  Differentiation  nnd  Aenderang  der  Gonstanten 

also  Parabeln.     Im  zweiten  Falle  wird 


mithin  ist  die  Gleichung  der  Corve  von  der  Form 

X 

Die  Constanten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  dass  Ü 
mit  a  gleichzeitig  verschwindet  und  dass  die  Curve  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  Xo  ya  gehen  soll.  Nimmt  man  z.  B.  |ii  =  ^ ,  ^  =  6^, 
j?  =r  —  h^la,  so  sind  die  Werthe  von  y,  t  und  ü: 


'KD 


nnd  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  fär  fi  =  };  die 
Fläche  U  ist  hier  von  der  Stelle  x  =i  a  aus  gerechnet,  an  welcher 
die  Curve  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht. 

Gehört  eine  nichtlineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
weder  zu  der  vorigen  Form  noch  zu  den  in  den  §§.  111  und  112 
betrachteten  Fällen,  so  muss  man  zur  Integration  durch  Reihen  seine 
Zuflucht  nehmen. 
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§.  117. 
Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen. 

Wenn  es  schon  für  die  Differentialgleichungen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung  keine  allgemeine  Integrationsmethode  giebt,  so  wird  es 
nicht  befremden,  dass  die  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen 
nur  selten  in  geschlossener  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
That  sind  es  nur  die  linearen  Differentialgleichungen,  über  deren  In- 
tegration etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  ist. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Differentialgleichung 

worin  Xi,  X^,  •  *  *  X«  Functionen  von  x  allein  bezeidmen  mögea. 
Kennt  man  von  dieser  Differentialgleichung  nter  Ordnung  n  particu- 
läre  Integrale 

yu  yiy  yz 2/«, 

so  lässt  sich  auch  ihr  allgemeines  Integral  finden;  dasselbe  ist  nämlich 

y  =  Ciyi  +  Ciy2  +••••+  C„y«, 
wie  man  durch  Substitution  in  die  gegebene  Gleichung  leicht  prüfen 
kann.     Dabei  ist  jedoch  erforderlich ,  dass  jene  n  particulären  Inte- 
grale von  einander  verschieden  sind;  im  Gegenfalle  würde  man  nar 
ein  neues  particuläres  Integral  erhalten. 

a.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Differentialgleichung 

,x       d^y  ,       d^~^y  ,       d'^-^y  ,  ,  dy  , 

worin  Oi,  üz^  *•*  dn  constante  Coefficienten  bezeichnen  mögen.  Setzt 
man  y  •=  ^'^  indem  unter  A  eine  noch  unbestimmte  Constante  be- 
griffen wird,  so  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  in  die  alge- 
braische Gleichung: 

2)  A»  +  aiA»-i  +  OaA«-«  +  ...  +  a„-iA  +  a,  =  0, 

deren  n  Wurzeln  Ai,  A2,  •  •  •  An  heissen  mögen.  Jeder  von  den 
Ausdrücken 

e^*',     gA^ar^     ^^x^  ^  ^  ^  gA^x 
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bildet  ein  particul&res  Integral  der  Gleichung  1);  das  allgemeine 
Integral  derselben  ist  daher: 

3)  y=  Cie^i^  +  Ci^'  +  •  •  •  +  C„A^. 

Die  Formel  3)  bedarf  einer  Modification,  wenn  mehrere  Wur- 
zeln der  algebraischen  Gleichung  3)  einander  gleich,  oder  wenn  sie 
imaginär  sind.  Wären  z.  B.  die  Wurzeln  A^,  A3,  A3  gleich,  so  setze 
man  vorerst  A2  =  Ai  -j-  ö,  A3  =  Ai  -]-  b  und  entwickele  die  Expo- 
nentialgrössen,  in  denen  8  und  £  vorkommen;  dies  giebt: 

y  =  (Ci  +  C2  +  Co)  e^^-  +  (C2Ä  +  C3  e)  x^^' 

+  I  (.Ol  d»  +  C3  £2)  a;2  6^i^  +  etc. 

+  Gx^^'  +  G^^"  -\ +  C„cV; 

unter  dem  „etc."  sind  hier  alle  die  Glieder  verstanden,  welche  die 
dritten  und  höheren  Potenzen  von  8  und  £  enthalten.  Setzt  man 
Ol  +  Cj  +  C3  =  C,  G28  +  C3£  =  C,  endUch  \{G^8^  +  G^b'^) 
z=.  G\  und  lässt  schliesslich  8  und  £  in  Null  übergehen,  so  wird: 

y  =  (C  +  Ca:  +  C"a?2)  c^i'  +  04^^»^  H +  C„e^«'. 

Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieses  Verfahrens  bei  einer 
grösseren  Anzahl  gleicher  Wurzeln.  Sind  überhaupt  "k  gleiche 
Wurzeln 

Aj    ^^^   A2    ^^^    ^3    •    •   •   STZT   Aj^ 

in  der  Gleichung  2)  vorhanden,  so  erhält  das  allgemeine  Integral 
die  folgende  Gestalt: 

4)  ^  =  (C  +  Ox  4-  a*x'^  +  •  •  •  +  (?*-!) a;*-i)c^i^ 

+  Ct  +  ie^*  +  i^  +  Ct+2e^*+2*  +  •  •  •  +  C«c^'. 
Bei  imaginären  Wurzeln  tritt  nur  insofern  eine  Umänderung 
ein,  als  jede  der  entsprechenden  Exponentialgrössen  in  einen  reellen 
und  imaginären  Theil  zerfällt;  gleichwohl  wird  dadurch  y  nicht 
nuthwendig  imaginär,  da  es  freisteht,  auch  den  willkürlichen  Con- 
fitanten  complexe  Werthe  zu  ertheilen,  wie  es  bereits  in  §.  113  ge- 
schehen ist. 

b.  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  die  Differential- 
gleichung 

...  4.  ^"-1  ^y  I  ?!5 1,  _  0 

Der  Versuch  y  =  xH'  führt  nämlich  zu  der  algebraischen  Gleichung 
nten  Grades 
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li(fi  —  1) (ft  —  2)  .  .  .  .  (ft  —  n  —  1) 
4-  Oi^Cft— 1)0*  — 2)  .  .  .(iA  —  n  —  2) 
^)            <+  OsftOt— 1)0^  —  2)  .  .  .  O  — w  — 3) 
^+ 

+   f*an-l   +   On  =0, 

deren  Wurzeln  f^i«  f^«  .  .  •  ftn  heissen  mögen.     Jede  der  Potenzen 

iR"i,  a^S  iCi"8,  .  .  .  Xf^n 

stellt  jetzt  ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  5)  dar; 
mithin  ist  das  allgemeine  Integral: 

7)  y  =  CiXf'^  +   CiXf^^  +  •  •  •  +   CnX^n. 

Für  den  Fall  gleicher  Wurzeln  tritt  hier  eine  ähnliche  Modi- 
fication  ein,  wie  bei  dem  vorigen  Beispiele.  Enthält  nämlich  die 
Gleichung  6)  die  k  gleichen  Wurzeln 

f*i  =  fis  =  ^3  .     .  .  =  ^*, 
so  ist  die  Formel  7)  durch  die  folgende  zu  ersetzen 

8)  y  =  [C+Cnx-] +  C^*-i)(Za;)*-»]a:i"i 

wie  man  leicht  finden  wird. 

Bei  complexen  Wurzeln  ist  jedes  particuläre  Integral  von  der 
Form  af'^^ß  mittelst  der  Formel 

ir«-l-«7»  =  a;«e«7»'^  =  x^[cos(ßlx)  +  isin(ßlx)] 
in  einen  reellen  und  imaginären  Theil  zu  zerlegen. 


§.  118. 
Die  Variation  der  Constanten« 

I.    Wir  betrachten  noch  die  allgemeinere  Differentialgleichung 

und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  sie  In  dem  speciellen 
Falle  X  =  0  integriren  könne.  Nennen  wir  y^^  y»,  ^j«  •  •  *  .V«  ^^^ 
particulären  Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung 
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so  läset  sich  vennathen,  dass  das  Integral  von  Nro.  1)  die  Form 

2)  3/  =  «1^1    +    «23/2    +    •  •  •    +   l^nyn 

haben  werde,  wo  ««i,  %,  .  .  .  «n  noch  unbekannte  Functionen  von  x 
bezeichnen.  Diese  Gleichung  dififerenziren  wir  (n  —  l)mal,  setzen 
aber  den  jedesmaligen  zweiten  Theil  des  Differentialquotienten  der 
Null  gleich;  diese  leichte  Rechung  giebt: 

dui    ,         dih    ,  ,  dUn 

^  _  «,  ^  +  «,  £!l^  +  .  .  .  4.  «     ^- 
dx^  -  "•  dx«  +  "»  da;»  +         +  ""    dx^ ' 

dx  dx         dx    dx  dx   dx 

u.  8.  w.; 


l  — 1 


gv  d'^-^yi  dui        d^-^pQ  du2    .  ,    <^~^yi.  ^  _  q  . 

^  c^af-»    dx  "^  cliC»-»    da;  "^  *"  da?»-«    dx  ' 

endlich  bei  nochmaliger  Differentiation: 

da;«  "■  ^  da;»   "^  ^  da;"   "^  *  "  "^    "  da;» 

"^  da;»-!    da;  "*"  da;»-!    ^^   "t  •'*  "t"  ^^-i    ^^  » 

wo    der  zweite  Theil  nicht  gleich  Null  gesetzt  wird,  weil  noch  die 

Differentialgleichung    7)    zu    erftlllen    ist.      Nach    Substitution    der 

dy    d^y  d^y 

Werthe  von  y,  ^ ,  -=-^ »  •  •  •  t"^  w^id  mit  Beachtung  des  Umstan- 

ax    ax^  axi^ 

des,  dass  jede  der  Functionen  3/19^2,...  yn  der  reducirten  Gleichung 

1)  gfenügt,  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  1)  in 

d»-!yi  dui        d»-!ya  du^    . ,    d'^-^yn  dUn  _  ^ 

da;»-!    da;  "^  da;»-!    ^^  ">  r  ^a««-!    da; 

Biit  den  Gleichungen  3),  4),  5)  etc.  zusammen  hat  man  jetzt 
zwischen  den  n  Unbekannten 

dui     du2     duz  dUn 

da; '    da;  '    da;  da; 

die  folgenden  n  Beziehungen: 

S  cblömilch,  Analysls.  I.  35 
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dpi  dui        dffi  dua  dy^    dUn  ^ 

dx    dx         dx    dx  dx     dx 

dx^    dx   '^   dx^    dx   ^  '  '  '  '  '^    dx'^    dx 


dx^-^    dx   "^  dx^-^    dx   "^  "^  dx''-^    dx  " 

daf*-^    dx  dX^-^    dx    "t"  '  '  *  '  "r"  dx*"-^    dx 

welche  rücksichtlich  jener  Unbekannten  vom  ersten  Grade  sind.    Man 

kann  demnach  — — ,  —-^ ,   •  •  •  —r^  jederzeit  bestimmen   und  erb  alt 

dx      dx  dx 

sie  als  Functionen  von  x,  etwa 

dui  duQ  diin 

rfj  =  ^"  rf7  =  ^"  •  •  •  ■  li^  =  ^"' 

daraus  folgen  Ui,  u.2,  *  *  •  r/»  selbst  und  zuletzt  ist  nach  Formel  2) 
6)        y  =  yi  \fx^  dx  +  C,  j  +  y^  yx2  dx  +  C2^  + 

—  +  ^«  [  /  a:«  <^a;  +  cA 

das  allgemeine  Integra!  der  Differentialgleichung  1). 

II.  Die  Variation  der  Constanten  lässt  sich  auch  in  dem  Falle 
anwenden,  wo  man  nicht  alle  particulären  Integrale  der  reducirten 
Differentialgleichung  kennt.  Sind  z.  B.  nur  die  n  —  1  particulären 
Integrale  ^if  ^3»  .  •  .  ^n— i  bekannt,  so  setzen  wir  wieder 

7)  y  =  ^iyi  +  u^y-i  +  •  •  •  +  Un-iyn-i 

und  rechnen  wie  vorhin  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  überall  n — 1 
an  der  Stelle  von  n  steht;  dies  giebt 

^y_  ,,    ^yi  I    ,,   ^yt  j_        ,   .,      ^yn~i 

di-     "^     ^+     %    ■5^+---+    ^n-1    -J^. 
o\  ^^1     I  du^     ,  ,  dUn^i 

d^  -  "^  1^+  «*  ^  +  •  •  •  +  ««-1  -ä^, 

d»    d»    "*"  d«    da;  da?       dx  ' 

u.  s.  w. 
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10)  '^"'y- 1!^  -u  •. . .  +  ^"••''■-'  ^^ü^  _  0 


— ^   ti.     : —    ~X-    .   .   .   .    J-    li         . 


1 


und  wenn  noch  einnial  difPflrenzirt  wird, 

*'y       ^  '^^    1  1  <^y»-i 

— ^—    tfi    -1—    •   •    .    -i—    M  , 


Sabstitoirt  man  alle  diese  WerÜie  in  die  Gleichung  1)  and  berück- 
sichtigt, dass  yi,  Vi,  •  -  .  .V»— i  der  reducirten  Differentialgleichung 
genügen,  so  erhalt  man 

da--«    dx    "^  "^     daf-«        da?» 

"^     ^  /rfa-- «    </t    "'  "^     cfjc*-«        da; 

=  X 

Die  n  —  2  Gleichungen  8),  9),  10)  bestimmen  die  gegenseitigen  Ver- 
hältnisse der  Differentialquotienten 

dui      du^  du^^i 

dx'    Ix'  IhT' 

sieht  man  den  ersten  derselben  als  unbekannt  an,  so  kann  man  aus 
jenen  n  —  2  Gleichungen  die  n  —  2  übrigen  Differentialquotienten 
finden  und  erhfilt  sie  in  der  Form 

d«t  dui    dUi  dui  du^^i dui 

wo  v^f  Pgj  •  •  •  Vn^i  bekannte  Functionen  Yon  x  sind.  Die  Substitu- 
tion dieser  Werthe  in  Nro.  11)  fthrt  zu  einer  Gleichung 

86* 
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in  welcher  P  und  Q  bekannte  Functionen  von  x  sind.  Wenn  man 
diese  Gleichung  allgemein  integriren  kann ,  so  enthält  Ui  zwei  will- 
kürliche Gonstanten,  femer  geben  dje  Gleichungen  12)  die  Werthe 
von  «*2>  %»  •  •  •  Wrt—i  mit  n —  2  weiteren  Gonstanten,  endlich  lie- 
fert Nro.  7)  das  gesuchte  y  mit  zusammen  n  willkürlichen  Gonstan- 
ten d.  h.  das  allgemeine  Integral  von  Nr.  1). 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  nur  w  —  2  par- 
ticuläre  Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung  bekannt  sind; 
die  Bestimmung  der  beiden  fehlenden  Particularintegrale  oder  des 
allgemeinen  Integrales  führt  dann  auf  eine  Dififerentialgleichung  drit* 
ter  Ordnung.  Wie  sich  diese  Betrachtungen  weiter  fortsetzen  lassen. 
ist  hiemach  leicht  zu  übersehen. 


Cap.  XIX. 

Diflfiereutialgleichungen  mit  mehreren  Variabelen. 

§.  119. 

Integration  der  simultanen  Gleichungen  erster 

Ordnung. 

Wenn  zwischen  n  +  1  Variabelen  x^  y^  z^  .  ,  ,  s,  f,  unter  denen 
t  die  unabhängige  Veränderliche  sein  möge,  n  Gleichungen  von  der 
Form: 

—  =/8(a;,y,£r,...e)  etc. 

bestehen  sollen,  so  müssen  x^  ^,  jer,  .  .  .  8,  als  Functionen  von  t  ge- 
dacht, daraus  entwickelbar  sein,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  eine 
neue  Gleichung  zu  bilden,  welche  nur  die  unabhängige  Variabele  t 
und  eine  der  abhängigen  Variabelen,  etwa  rr,  enthält.     Man  gelangt 

dx 
hierzu  auf  folgendem  Wege,     Aus  der  ersten  Gleichung  —  =/i  er- 

giebt  sich  durch  Differentiation: 


d^x 


d£,  dx   .    dfi  dy  a/i   d3       8/i 


(«<»        8a;   d<    '    8y   <«f    '         '    ds   dt    '    3« 

Die  angedeuteten  partiellen  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x^  y^ 
...  s,  ^  sind  ohne  Weiteres  ausfahrbar,  weil  die  Form  der  Func- 
tion/i  bekannt  ist;  für  die  Differentialquotienten  tt»  :n"»  *  *  '  TT 

at    dt  dt 

kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetzen  und  man 
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erhält  so  em  Resultat  von  der  Form: 

Wiederholt  mau  dasselbe  Verfahren,  indem  man  die  vorstehende 
Gleichung  differenzirt  und  die  Gleichungen  1)  benutzt,  so  ist  das 
Ergebniss  von  der  Gestalt: 

Indem  man  auf  diese  Weise  bis  zum  nten  Dififereutialquotienten  fort- 
geht, hat  man  die  n  Gleichungen: 

dx  d^x 

j/7fi — 1/jp  d*^  X 

Sehen  wir  für  den  Augenblick  die  linken  Seiten  dieser  n  Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  würden  die  n  —  1  ersten  Gleichungen  die- 
nen können ,  um  die  n  —  1  Unbekannten  y,z,.,,s  durch  die  übri- 
gen vorhandenen  Grössen  auszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion giebt  Gleichungen  von  folgender  Form: 


3) 


8 


__       /        dx    d^x  ^-^\ 

~  ^^V''*''  dt'  W  '"1F=^)' 

^       /        dx    d^x  d«-ia;\ 


Durch  Substitution   dieser  Ausdrücke  in   die  letzte  der  Gleichungen 
2)  entsteht  eine  neue  Gleichung  von  der  Gestalt: 

^.  ä^'x         .  /        dx    d^x  d"""^aj\ 

d.  h.  eine  Differentialgleichung  nter  Ordnung  zwischen  x  und  t.   Aus 
dieser  bestimmt  sich  x  als  Function  vcm  ^,  dadurch  werden  zugleich 

-TT ,  -jTj  etc.  bekannt ,   und   die  Gleichurigen  3)  führen  nachher  zur 

Kenntniss  der  übrigen  abhängigen  Yariabelen  y^  z  ,.,  $. 

Als  Beispiel  möge  die   Integration  der  drei  simultanen  Glei- 
chungen: 
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vorgenommen  werden.     Man  erhält  aus  der  ersten  Gleichung 

d^x /dy        de\ 

dt^  ~  \dt  "•"  dt)' 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  -~  und  — 

dt  dt 

d^x 

6)  di^  —  ^(ß  +  y^^  +  ^yy  +  f^ß^'^ 

die  zweite  Differentiation  und  nochmalige  Substitution  giebt 

d^x 
7)  ^  =  2  «/3y^  +  cc(aß  +  ay+ßy)(^  +  js). 

Aus  der  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergeben  sich 
y  und  £f,  nämlich 

Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  substituiren ,  oder  küi*zer,   man 

dx 

setzt  in  Nro.  7)  —  für  a(^  +  ^)  ^^^d  hat  so: 

dt 

Diese  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  hat  nach  §.117,  a, 
zum  vollständigen  Integral 

11)  X  =d^^'  +  Qt^'  +  C3e*»^ 
wo  Ai,  A2,  A3  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

12)  A3  =  (aß  +  ay  +  ßY)k  +  2  aßy 

sind.     Die  Formeln  8)  und  9)  liefern  y  und  sf^  wenn  der  Werth  von 
X  eingesetzt  wird. 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung 
nter  Ordnung  zurück;  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus- 
nahme erleiden,  als  sich  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  2) 
nicht  selten  schon  früher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent- 
wickelt hat)  Gelegenheit  zur  ßildung  einer  Gleichung  zwischen  x 
und  t  darbietet;  diese  Differentialgleichung  ist  dann  von  niedrigerer 
als  9iter  Ordnung.     Um  nachher  alle  übrigen  Yariabelen  y,  Ht  •  .  $ 
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zu  finden ,  bedarf  es  noch  der  Integration  einiger  Hülfsgleichongen, 

dx 
welche  sich  von  selbst  ergeben,  wenn  man  alle  durch  o;,  —    etc.  be- 

kannt  gewordenen  Grössen  in  die  ursprünglichen  Gleichungen  ein- 
setzt. 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichungen 

^^^  dt=^  +  '^di  =  ''-^'^di  =  ''^^ 

dienen,  welche  den  speciellen  Fall  a  =  ß  z=  y  =  1  der  vorigen 
Aufgabe  bilden.  Die  cubische  Gleichung  12)  wird  A^  =  3  A  -f-  2 
und  besitzt  die  Wurzeln  Ai  =  2 ,  A2  =  A3  =  —  1 ,  also  zwei 
gleiche  Wurzeln.  Das  Integral  der  für  x  aufgestellten  Differential, 
gleichung  ist  jetzt  : 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln  9)  und  10)  einfahrt, 
so  stösst  man  auf  die  Unbequemlichkeit,  dass  /3  —  y  =  0  und 
y  •=,\  wird.  Dieser  Uebelstand  lässt  sich  zwar  beseitigen,  ist  aber 
ein  Zeichen,  dass  man  einen  Umweg  gemacht  hat.  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  6): 

—  =  2x-Vy^z. 

und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung 
zwischen  i  und  x  allein,  sie  ist: 

äl^x        ^       .    dx 

woraus  als  vollständiges  Integral 

14)  X—  Ce2<  4-  Cie-' 

hervorgeht.  Zieht  man  jetzt  die  erste  Gleichung  in  Nro.  13)  von 
der  zweiten  ab ,  so  fällt  z  weg  und  es  bleibt  die  lineare  Differen- 
tialgleichung 

sie  giebt: 

15)  -  y=  Oe2<  +  C^e-'. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  folgt  durch  Subtraction  der  ersten  Glei- 
chung in  13)  von  der  dritten  und  nachherige  Integration 

16)  z=  Ce2<  +  G^e-K 

Die  Werthe  von  x,  y,  0  enthalten  zuBammen  vier  Gonstanten,   mit- 
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hin  eine  zuviel;  substituirt  man  aber  die  für  x,  y,  js  gefundenen  Aus- 
drücke in  eine  der  Gleichungen  13),  so  ergiebt  sich  die  Bedingung: 
17)  Ci  +  et,  +  0,  =  0, 

wodurch  die  normale  Zahl  der  Constanten  wieder  herbeigeführt  wird. 


§.  120. 
Simultane  Differentialgleiohimgen  höherer  Ordnungen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren 
erstreckt  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall,  wo  die 
gegebenen  simultanen  Differentialgleichungen  verschiedene  höhere 
Differentialquotienten  der  abhängigen  Variabelen  x^  y^  z<,  •  ^  ,  s  ent- 
halten.    Setzt  man  nämlich: 

dx ,     d'^x do^ ff    d^x dx" ,„ 

di~'^'  lt^~  dt  ~^'  "^""dF""^  '•••* 

dt  ~^'  dt^~  dt~^'  dt^  ~  dt  —^  '"' 

u.   s.  w. 

und  sieht  a/,  rr",  a/",  . . .  y,  i/\  y"\  u.  s.  w.  als  neue  Variabele  an, 
so  hat  man  wieder  Gleichungen  erster  Ordnung,  aber  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Variabelen.  Die  zwei  simultanen  Differential- 
gleichungen z.  B.: 

,r.N  dx    ,    d^y        ^        dy    ,    d'^x 

18) ^  =  2  a?,    —  A =  2«/ 

^  dt  ^  dt^  '    dt  ^  dt^        ^ 

lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen: 

welche  von  der  ersten  Ordnung  sind ,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Variabelen  o?,  y^  o/,  ^  enthalten.  Um  die  erwähnte  Methode  anzu- 
wenden, dififerenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben: 

Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  lassen  sich  y  und  y* 
entwickeln,  namentlich  ist 
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oder,  vermöge  der  Bedeutung  von  x\ 

20)  3,  =  lJ2a.--  +  2  —  +  — 

Die  nochmalige  DiflFerentiation  der  Gleichung  19)  giebt 

■^  =  ^  Ä  -  ^^    +  ^  =  2(2^-0.')  -  2./  +  -. 

Hier  kommt  bereits  kein  y  mehr  vor,  mithin  dient  die  vorstehende 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  x\  man  hat  nämlich  zufolge  der  Be- 
deutung von  oi 

d^x         d^x    X     .  dx  

IWlF'^^dt'^'^''  —  ^' 

Die  zur  Integration  dieser  linearen  Differentialgleichung  gehörende 

algebraische  Gleichung  ist 

A4  —  A2  +  4  A  —  4  =  0, 
oder  auch 

A4  —  (A  — 2)2  =  (A2  + A  —  2)(A2  — A  +  2)  ==  0. 

Die  vier  Wurzeln  derselben  sind 

Aj  —  —  2,  Ag  —  -|-  1,  A3  = ,    A4  —  ^ 

und  daraus  ergiebt  sich  für  x  der  Werth 

X  =  Cie-2<  +  Cie+<  +  Gse^'cosiltV7)+  C^^' sin  dt  V  7)-, 

y  findet  sich  nachher  mittelst  der  Formel  20).  —  Nicht  überflüssig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  symme- 
trischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  welcher 
die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  vermieden  wird.  Die 
Summe  der  Gleichungen  18)  ist  nämlich: 

dx    ,    dy    ,    d^x    ,     d^y        „/     ,     x 

d.  h.  wenn  x  -\-  y  =  s  gesetzt  wird: 

d$    ,    d^s 

dt  ^  dP 
Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege: 

s  =  Aer-2'  +  ße+t^ 

Wenn  man  jetzt  in   die   erste  Gleichung  von  Nro.  18)  für  y  seinen 

Wertb; 

y  =  s  —  X  =  Äer^^  +  JBe+'  —  x 
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einführt,  so  gelangt  man  zu  der  Differentialgleichung: 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Constanten  leicht  integriren  lässt; 
man  erhält  so  x,  dann  y  =  s  —  x. 

In  diesen  Bemerkungen  liegt  die  Hinweisung  auf  eine  Modifi- 
cation  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann,  wo  die  gegebenen  Differentialgleichungen  symmetrisch  sind 
in  Beziehung  auf  die  abhängigen  Variabelen  x,  y,  jü,  .  .  .;  man  er- 
leichtert sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung  von  a?,  ^,  ^,  .  .  .  selbst  ausgeht,  sondern  vorerst 
eine  symmetrische  Function  von  x,  y^  z^  *  ,  .  als  neue  Unbekannte 
einführt  und  für  diese  eine  Differentialgleichung  zu  gewinnen  sucht. 
Ein  bemerkenswerthes  und  für  die  Theorie  der  Centralbewegung 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen- 
tialgleichungen 

Nach  dem  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y  der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differentialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x  und  t  zu  be- 
kommen; die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich,  und  wir 
beabsichtigen  daher  vorerst  eine  Differentialgleichung  zwischen  t  und 
der  Hülfsvariabele 

22)  r  =  Vx^-fy^^ 

zu  erhalten.     Aus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun 

d^y  d'^x 

die  linke  Seite  ist  ein  vollständiger  Differentialquotient,  nämlich 

/    dy  dx\ 

man  hat  daher  durch  Integration  die  Gleichung 

dy  dx 

deren  Quadrat,  des  Folgenden  wegen,  in  nachstehender  Gestalt  dar- 
gestellt werden  möge : 

-)  <- + »■)  m + (M)'\  - 1'  .T + '  %\' = - 
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Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  21) 

Beide  Seiten  sind  vollständige  Differentiale;  die  linke  Seite  ist  näm- 
lich einerlei  mit 


P'+(i)'i. 


und  die  rechte  Seite  gleicht  dem  Ausdracke 

2Ä       xdx-\-ydy 


2h    .  .  /2Ä\ 


Die  Integration  führt  daher  zu  der  Gleichung 

/dx\^    ,/dyy_2h 

Substituiren  wir  sie  in  Nro.  23)  und  bemerken  gleichzeitig,  dass  dort 

^'  +  ^'  =  *"'>*d?  +  ^rf?  =  *"5? 

ist,  so  geht  die  Gleichung  23)  in  die  folgende  über: 

welche  nur  r  und  t  enthält.    Sie  ist  durch  Sonderung  der  Yariabelen 
integrabel  und  giebt  der  Reihe  nach 

dt 
und  umgekehrt,  wenn  ^  die  Integrationsconstante  bezeichnet, 

t  —  to  =   I     / 

Eine  elegantere  Form  erhält  das  Integral  mittelst  der  Bemerkung, 
dass 

ist,  wodurch  man  veranlasst  wird,  A  und  B  durch  neue  Constanten 
a  und  £  zu  ersetzen;  für 

ii2  =  jfca  (1  —  a2)      j5  =  l 

a 

wird  nämlich 

24)  t^t,=J——J^ . 

(/^[«^«^-(a-r)^] 
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Die  Ansfübrung  dieser  Integration  hat  an  sich  keine  Schwierigkeit 
und  würde  eine  Gleichung  von  der  Form  t  —  to  =/(r)  geben,  die 
nachher  umgekehrt  werden  muss,  weil  r  als  Function  von  t  auszu- 
drücken ist.  Um  zu  sehen,  worauf  es  dabei  ankommt,  führen  wir 
in  Nro.  24)  eine  neue  Variabele  i^  ein,  indem  wir 

25)  r  =  a  (1  —  ecostp) 

setzen;  dadurch  wird 

t  —  to  =   l/  y    /  (1  —  Bcosi\j)d\l>  z=  y  --(^  — €smi^). 
Man  hat  demnach  zuerst  die  transcendente  Gleichung 


26) 


1^  —  6  sm  ^  =  (f  —  ffl)   y  — 


nach  i\j  aufzulösen,  was  in  jedem  speciellen  Falle  durch  Versuche  und 
nachherige  Correctionen  geschehen  kann,  und  findet  dann  r  mittelst 
der  Formel  25);   —   Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  x  und  y 

selbst  zu  bestimmen.    Vermöge  der  Bedeutung  von  r  sind  — und  — 

echte  Brüche,  deren  Quadratsnmme  die  Einheit  ausmacht;  es  liegt 

daher  nahe,  —  =  cosfp^  mithin  —  =  sin(p  zu  setzen,  wo  q>  eine 

neue  Variabele  bezeichnet.     Die  Substitution  der  Werthe 
27)  X  =  rcosq)^  y  •=  rsinq> 

in  die  Gleichung 

verwandelt  diese  in 

rcosq)  \rcosq>  -^  +  smy  — j 


d«  i.  sehr  einfach 


Bringt  man  r*  und  di  auf  die  rechte  Seite,  indem  man  für  dt  seinen 
Werth  ans  der  Gleichung  24)  einsetst,  so  wird 

y  =  «  v^i-:r7.  f  ,.-J' 
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und  durch  Substitution  des  nachherigen  Ausdruckes  a(l--  scosif) 
für  r 

dt 


^  =  YT—T^f^ 


ecostlf 

Diese  Integration  ist  nach  Formel  14)  in  §.  77  leicht  ausfahrbar,  m- 
dem  man  a=l,fe  =  —  «,  tt  =  i^  setzt  und  unterscheidet,  ob  der 
absolute  Werth  von  s  kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  oder  ihr 
gleich  ist.    Im  erstem  Falle,  auf  den  wir  uns  hier  beschränken,  wird 

<p  =  2 arcfan  y  1/  -^-  tan  It)  +  qPo» 
wo  9o  <li^  Integrationsconstante  ist;  es  folgt  daraus 

Die  gegebenen  Differentialgleichungen  werden  also  auf  die  Weise 
integrirt ,  dass  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  26)  zunächst  t 
durch  t  ausdrückt,  hierauf  r  nach  der  Formel  25),  qp  nach  Formel 
28),  endlich  x  und  y  mittelst  der  Grleichungen  27)  bestimmt;  dabei 
bleiben  a,  £,  ^,  ^e  unbestimmt  und  sind  die  vier  Integrationscon- 
stanten. 


Druckfehler. 


Seite    50  Z.  3  V.  u.  statt  f,  lies  f[, 

60  Formel  5)  statt  A  x^  lies  J  x^, 

68  Formel  12)  statt  cob'^^-^  V  lies  co8^f'+^  V, 

77  Z.  12  V.  o.  statt  ^  lies  j-^  • 

265  Z.  12  V,  u.  statt  cosmß  lies  cosmO  -f*  ismmO. 


n 


309  Z.  2  V.  0.  statt       ^^^     lies       ^ 


n   -\-   ßx  a  -\-  ßx 

370  Z.  13  y.  0.  ist  hinter   dem  Worte    Basis   der   Bachstabe  e 

einzuschalten. 
400  Fig.  67  gehört  L^  vertioal  unter  Ni. 
419  Z.  9  V.  u.  statt  f{x)  lies  f(y). 
426  Formel  8)  statt  dxr,  lies  dx,r* 

441  Z.  3  y.  u.  ist  das  Komma  zwischen  dx  und  dy  zu.  streichen. 
443  Z.  10  y.  o.  statt  zdzdy  lies  zdxdy, 

450  Z.  19  V.  0.  statt  L Q Y2cx  —  x^  lies  LQz=  Y^cx-^ö^K 


^ 


/  ^ 


I 


